SOBRE ANILLOS DE POLINOMIOS QUE
SON ANILLOS DE BEZOUT
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PERE MENAL

En este articulo, A4 denota un anillo (asociativo) unitario. Se
dice que 4 es un anillo de Bézout (por la derecha) si cada ideal por
la derecha finitamente generado es principal. Diremos que una matriz
M, no necesariamente cuadrada, con coeficientes en 4 admite 7e-
duccion diagonal si existen matrices invertibles P y Q con coeficien-
tes en A de manera que PM(Q sea una matriz diagonal (entendiendo
que una matriz (a;;), no necesariamente cuadrada, es diagonalsia;; = 0
siempre que ¢ =% 7). Si todas las matrices con coeficientes en 4 ad-
miten reduccién diagonal diremos que A admite reduccién diagonal.
Si cada matriz 1 X 2 con coeficientes en 4 admite reduccién diagonal
se dice que A es un anillo de Hermite (por la derecha), andlogamente
A es un anillo de Hermite por la izquierda si toda matriz 2 X 1 ad-
mite reduccién diagonal. En particular, si A admite reduccién dia-
gonal entonces 4 es un anillo de Hermite por la izquierda y por la
derecha.

El problema que tratamos en la primera parte de este trabajo
es el determinar condiciones sobre 4 a fin de que el anillo de poli-
nomios A[X] satisfaga propiedades tales como: ser de Bézout, de
Hermite o admitir reduccién diagonal. En este sentido se demuestra
que si los cocientes primitivos de A son anillos artinianos entonces
A[X] es un anillo de Bézout si y sélo si A es un anillo regular (en
el sentido de von Neumann) y, en este caso, A[X] admite reduccién
diagonal.

A continuacién se dan ejemplos de anillos regulares cuyos co-
cientes primitivos no son siempre artinianos y tales que su anillo
de polinomios no es de Bézout.
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Usando técnicas de Goursaud [31 v Goursaud-Pascaud [4] pro-
bamos que si 4 es auto-inyectivo entonces A[X] es un anillo de
Hermite si y s6lo si 4 es regular con indice (de nilpotencia) acotado.

Finalmente, ofrecemos una aplicacién a los anillos generados
por unidades y terminamos con un resultado, de cardcter elemental,
que contesta a una pregunta formulada por Henriksen [6.

1. ANILLOS QUE ADMITEN REDUCCION DIAGONAL,

La definicién de anillo que admite reduccién diagonal («elemen-
tary divisor ringy) es debida a Kaplansky [7]. Sefialemos, sin embargo,
que en [7] se dice que una matriz M admite reduccién diagonal si
existen matrices invertibles P y Q tales que (1) PMQ = diag (d,, 4, ...)
y (2) Ad; .1 A € Ad; n ¢;A. Obsérvese que nosotros no exigimos la
condicién (2). Por otra parte, Henriksen [5] define anillo que admite
reduccién diagonal (usa el término «elementary divisor ringy) como
aquel en que toda matriz cuadrada M satisface (1); en otras pala-
bras, las matrices cuadradas admiten reduccién diagonal. En [5],
(4ltimo pérrafo de la p. 140), se da un ejemplo incorrecto al suponer
que si las matrices cuadradas con coeficientes en A admiten reduc-
cién diagonal, entonces cualquier matriz con coeficientes en A admi-
te reduccién diagonal. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 1. Existe un anillo A en que toda matviz cuadrada admite
reduccion diagonal, avinque existen matrices con coeficientes en A que
no adwmiten veduccion diagonal.

Sea A 5 0 un anillo que no sea cuerpo y que satisfaga la pro-
piedad siguiente: dado x € 4 — {0} existen v, z € 4 tales que yxz = 1.
Por ejemplo, si A es un cociente simple del anillo de endomorfismos
de un espacio vectorial de dimensién infinita numerable. Puesto que
A no es un cuerpo, elegimos un elemento no nulo a € 4 que no tiene
inverso por la derecha. Por hipétesis, existen elementos b,c¢ce 4
tales que bac = 1 y puesto que ach %= 1 de nuevo existen d, e € A4
tales que d{ach — 1) e = 1. Consideremos ahora la matriz M =
= (ac, (acb — 1) e). Demostraremos que M no admite reduccién diago-

%
nal, en caso contrario sea Q) = (,< y) una matriz con coeficientes en

A, invertible, y tal que M(Q sea una matriz diagonal. Claramente
se tiene que acx + (achb — 1) ey = 0, multiplicando esta relacién por
b (a la izquierda) se obtiene ¥ = 0; anidlogamente multiplicando por
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d se obtiene v = 0. Dado que Q es invertible no puede tener una
columna de ceros. Veamos ahora que toda matriz cuadrada M con
coeficientes en 4 admite reduccién diagonal. Supondremos que M
es una matriz 2 X 2 (para matrices # X % el resultado se obtiene
por induccién). Si M = 0, no hay nada que demostrar; supongamos,
pues, que M = 0. Multiplicando M, si es necesario, por matrices

%
invertibles 2 X 2 podemos suponer que M es de la forma (* Z)

con a # 0. Entonces existen b, ¢ € A tales que bac = 1y, en conse-
cuencia, las matrices

P:(b 0 Q___(ba 0)
1 —ach ac 1 —cba c,

son invertibles y PMQ es de la forma

* 1
o)
ahora por transformaciones elementales PM(Q se reduce a una matriz
diagonal. (De hecho se puede probar que las matrices cuadradas con
coeficientes en A[X] admiten reduccién diagonal).

Digamos también que Goodearl ha demostrado (comunicacién
privada) que sobre un anillo regular auto-inyectivo por la derecha
toda matriz cuadrada admite reduccién diagonal.

Recordemos que A se dice que es directamente finito si a,be 4,
ab = 1 implican ba = 1.

El siguiente lema es consecuencia del IL,ema 1 de [8] pero aqui
daremos una demostracién algo mds sencilla.

Lemma 1.1. Sea A un anillo directamente finito y supongamos que
A[X] es un antllo de Bézout. Entonces A es vegular.

Demostracion: Sea a € A y considérese el ideal por la derecha
I = aA[X] + (1 — X) A[X). Por hipétesis existe p € I tal que a = pyq,
1 — X = pt (donde ¢, ¢ € A[X]). Dado que A es directamente finito,
vemos que p no es divisor de cero por la izquierda. Por otra parte
se tiene que a(l — X) = (1 — X) a, luego p(g(1 — X) —ta)=0.
Por tanto ¢(1 — X) = ta, de esta relacién se ve facilmente que
g € A[X] a. Aplicando el homomorfismo — : A[X] - A dadopor X = 1,
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¥ =x(x € A) vemos que a = p g €ada. Esto prueba que A es re-
gular.

Observemos que la condicién de ser A directamente finito no
puede omitirse en el Lemma 1.1. En efecto, sea A un anillo no regu-
lar y tal que A @ A ~ A, como A-modulos; entonces tensorializando
con A[X] vemos que todo A[X]-modulo finitamente generado es
ciclico y, asi, A[X] es un anillo de Bézout.

Dado que un anillo neotheriano por la derecha es directamente
finito y que un anillo neotheriano por la derecha regular es artiniano
semisimple tenemos demostrado:

Corolario 1.2. A[X] es principal si y sélo si A es artiniano semi-
simple.

El anillo de matrices # X # con coeficientes en A se denotard
mediante M, (4).

Sea f:N X N X N - N una funcién. Supongamos que para cada
matriz # X m, M, con coeficientes en A[X] de grado < p existen
matrices invertibles P € M, (4[X]), Q € M,,(A[X]) tales que los gra-
dos de P,(Q, P~! y Q! son inferiores a f(n, m, p) y PMQ es diago-
nal; diremos entonces que A[X] admite una f-reduccion diagonal.

El lema siguiente proporciona ejemplos de anillos de polinomios
que admiten f-reduccién diagonal.

Lema 1.3. (1) Existe una funcion f tal que para todo cuerpo K el
amillo K[X] admite f-reduccién diagonal.

(2) Sea q € N. Entonces existe una funcion f tal que para todo
cuerpo K y para cada entero ¢, 1 <t <gq, M,(K)[X] admite una
f- reduccion diagonal.

La demostraciéon del Lema 1.3 es directa, aunque tediosa, utili-
zando el algoritmo euclideo de K[X].

Veremos en lo que sigue que si 4 es directamente finito, entonces
A[X] admite una f-reduccién diagonal si y sélo si A es un anillo
regular con indice (de nilpotencia) acotado. Grosso modo: exigir una
f-reduccién diagonal implica, pues, una cota para los grados de nil-
potencia y de ahi que se podria pensar que si inicamente se exige
reduccién diagonal entonces no deberia haber restriccién para los
grados de nilpotencia; atiinque veremos que este no es el caso.

Si S es un subconjunto de 4 entonces r(S) significard el anulador
por la derecha de S. El resultado que sigue es una versién generali-
zada del Lema VI. 3. 7 de [3].
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Lema 1.4. Sea a € A tal que a® = 0 y a"~1 # 0. Supongamos que
t(a"—1) = ed para cierto idempotente e. Entonces el polinomio p = e +
+ aX satisface las siguientes propiedades: (1) (1 —e) p =0, (2) t(p)
estd genevado por un polinomio de grado n — 1 v no contiene polinomios
de grado inferior, salvo el cero.

Demostracion: (1) es obvio.
(2) Es fécil demostrar que: (@) t(a""1) n t(e) = O,
(b) t(a*) € r(ake) si kR >1.

Sea g € A[X] tal que (¢ + aX) g = 0. Entonces ¢(l + aX) g = 0,
es decir (1 4+ aX)ge (]l —e¢) ATX]. Puesto que (1 +aX)"1=1 —

—aX + .. (= 1) 1g—1 X*=1 tenemos que g e (1 —aX + ... +
+ (= r=tar—t X*1) (1 —e) A[X] y asi r(p) estd generado por un
polinomio de grado #» — 1. Supongamos ahora que (e + aX) (ag +

+ ...+ a,X") =0, se deduce facilmente de (b) que am™*lay=
= eapg = 0. Si m << #n — 1 entonces sigue de (a) que ay = 0, lo que
completa la demostracion.

Proposicion 1.5 (a) Sea A un anillo regular de indice < n, enton-
ces A[X] admite una f-reduccién diagonal.
Si A es divectamente finito el veciproco es cierto.

(b) Sea A un anillo vegular cuyos cocientes primitivos son artinia-
nos. Entonces A[X) admite veduccién diagonal.

Demostracion: (a) Sea A un cociente primitivo de A. Dado que
en un anillo regular con indice acotado los cocientes primitivos son
artinianos [2], (Teorema 7.9), A ~ My (K) donde N <# y K es un
cuerpo. Se sigue del Iema 1.3 (b) que A[X] admite una f-reduccién
diagonal para una funcién fija f. Demostraremos ahora que A[X]
admite una f-reduccién diagonal. Procedemos por contradiccién, su-
pongamos que existe una matriz ¢ X m, M, con coeficientes en A[X]
y de grado p tal que:

(*) para cualesquiera matrices P, P-! e M,(A[X]); Q, Q- ! €
e M, (A[X]) de grado < f(¢, m, p) la matriz PMQ no es diagonal.

Sea C = {I ideal de A : M e R/ITX] satisface (*)}. Por hipétesis C es
no vacio. Sea {J,} una cadena de C (consideramos C ordenado por
inclusién) y consideremos J = u J;. Si J ¢ C entonces existen ma-
trices P,Q, R, S con coeficientes en A[X] y de grado < f(t, m, p)
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tales que PR — I,, RP — I, e M,(J[X]), QS — I, SQ — I, €
eM,(J[X]) y PMQ — D es una matriz ¢ X m con coeficientes en
J[X], donde D es una cierta matriz diagonal e I,, I,, denotan las
identidades de M,(A[X]) v M, (A[X]) respectivamente. Dado que
cada matriz posee s6lo un ntmero finito de componentes existe un
i tal que M e A[J;,[X] no satisface (*) lo cual es contradictorio,
asi J e C. Aplicando el Lema de Zorn podemos elegir un maximal
de C, digamosle J. Dado que los cocientes primitivos de 4 admiten
Jf-reduccién diagonal, 4 /] no es primitivo y entonces por un teorema
de Levitzki [2, Teorema 6.6] A /] contiene un idempotente central
no trivial. Por lo tanto 4 /] se descompone en producto de dos ani-
llos S v T no triviales. Del cardcter maximal de J vemos que M no
satisface (*) ni en S[X] ni en T[X]. Por tanto M no satisface (*) en
A [J[X] lo cual contradice la eleccién de J.

Supongamos ahora que A[X] admite una f-reduccién diagonal y
que A es directamente finito. Sea 4 € 4 un elemento de indice #,
dado que 4 es regular (Lema 1.1) r(a”~1) estd generado por un idem-

potente ¢ 7 1. Consideremos el polinomio ¢ 4 aX y sea U = (: 7; )

una matriz invertible tal que (1 — ¢, e + aX) U = (¥, 0). Entonces
se tiene que (1 —e)p + (¢ + aX)qg = 0 y ya que ea = a obtene-
mos (¢ + aX) g = 0. Ahora se deduce del Lema 1.4 que o bien
a=006el gradodeges >un — 1. Si el indice de 4 no estd aco-
tado podemos tomar # suficientemente grande de manera que al
admitir A[X] freduccién diagonal necesariamente sea ¢ = 0; pe-
ro entonces p posee un inverso por la izquierda y dado que A4 es
directamente finito, $ es una unidad lo cual implica 1 — ¢ = 0, que
es una contradiccién.

La demostracién de () sigue de manera similar a la demostracién
de la primera parte de ().

Teorema 1.6 Sea A un anillo cuyos cocientes primitivos sean arti-
nianos. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes

(1) A es regular
(2) A[X] admite reduccion diagonal
(3) A[X] es un anillo de Bézout.

Demostracion: Se deduce de la Proposicién 1.5(0) que (1) = (2).
Es trivial que (2) = (3). Dado que A es directamente finito se deduce
del Lema 1.1 que (3) = (1).
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Es interesante notar, en relacién con el teorema anterior, que
Goursaud {3, Proposicién VI. 3.6] demuestra que en las condiciones
del Teorema 1.6 el anillo A[X] es semihereditario. En particular
estos resultados aseguran que la interseccién y la suma de dos idea-
les principales por la derecha de A[X] es también principal.

Proposicion 1.7 Sean A, (i = 1,2, ...) anillos divectamente finitos
tales que el indice de milpotencia de cada A; es o bien no acotado o bien
menor que el indice de nilpotencia de algiin A;,j >i. Si 4 = H 4,
entonces A[X] no es de Bézout. i

Demostracion: Supongamos que A[X] fuese un anillo de Bézout.
Dado que A es directamente finito se sigue del Lema 1.1 que A4 es
regular. Sin pérdida de generalidad podemos suponer, utilizando el
Tema 1.4, que existen idempotentes ¢; € 4, y nilpotentes a; € A, tales
que el anulador por la derecha de ¢; + a; X en A,[X] estd generado
por un polinomio de grado ¢ ¥ no posee polinomios de grado inferior
salvo el 0. Definimos ¢ = (¢;) € 4, a = (4;) € A y consideramos el po-
linomio b(X) = ¢ + aX € A[X]. Ya que (1 — ¢) A[X] + b(X) A[X] es
principal se tienen relaciones de la forma b(X) = ¢(X)d(X), 1 —e =
— c(X) F(X) ¥ (1 — ¢) p(X) -+ b(X) ¢(X) = c(X); puesto que eb (X) =
= b(X) se deduce que b(X) ¢(X) f(X) =0y d(X) (¢(X)d(X) — 1) =0.
Si 2(X) € A[X] denotamos por 4;(X) la proyeccién de i (X) en 4;[X];
entonces de las relaciones anteriores se tiene, para i suficientemente
grande, que ¢;(X) f;(X) = 0 y ¢;(X) 4;(X) = 1. Puesto que 4; es di-
rectamente finito debe ser f;(X) = 0 y en consecuencia 1 —¢; = 0,
lo cual es contradictorio.

Si A # 0 es un anillo de Hermite entonces es inmediato ver que
A no puede contener dos elementos A-independientes (véase [5]
pag. 140), esto hace suponer, en vistas del IL,ema 1.1, que los anillos
A tales que A[X] es un anillo de Hermite estdn cerca de ser regulares.
A continuacién vamos a ver que en ciertos casos A es directamente
finito si se supone que es de Hermite; éste es el caso, por ejemplo, si 4
es auto-inyectivo por la derecha (izquierda) ya que entonces, como
es conocido, A se descompone en producto de dos anillos 4;, 4,
tales que A, es directamente finito y 4, ® A, =~ A, como A,-méb-
dulos v, si 4, es un anillo de Hermite, 4, = 0.

Proposicion 1.8 (1) Si %,y € A satisfacen xy =1, A(1 —yx) A =
= A, entonces existe n > 1 tal que A*+1 estd gemerado como A-mddulo
por n elementos,
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(2) St A es un amillo simple que no es divectamente finito, entonces
existe w > 1 tal que A"+ estd gemerado por w elementos.

Demostracion: (1) Por hipétesis existen elementos a;, b, € 4 tales

1 13

que ay(yx — 1)b; + ... + a,(yx — 1) b, = 1. Consideremos las ma-

trices
A=]0 X B = - :
a ... a, 0 Yy (yx —1)b,

A es una matriz (n + 1) X # y B es una matriz » X (n + 1). Enton-
ces es claro que AB es una matriz unitriangular y, por tanto, inver-
tible. En particular la matriz 4 posee una inversa por la derecha;
en otras palabras A"+1 es isomorfo a un cociente de A™

(2) Es inmediato de (1).

Corolario 1.9 (1) St A #0 es un anillo de Hermite y A" estd
generado por m elementos, entonces n < m.

(2) St A es un anillo de Hermate entonces todos los cocientes simples
de A son anillos directamente finitos.

Demostracion: (1) Supongamos que A" estd generado por m
elementos con m << #n. Entonces existen matrices M,#n X m, v N,
m X n, tales que MN = I, ; consideremos las matrices M’ = (M, 0),

N = (1(\),) € M,(A). Es claro que M'N’ = I,. Puesto que A es un

anillo de Hermite existe U € 4, invertible y tal que N'U es una
matriz triangular (inferior) [7, Teorema 3.5]. Se ve facilmente que
las componentes de la #-ésima columna de N'U son cero y lo mismo
ocurre entonces con M'N'U = U, lo cual es imposible por ser U
invertible.

(2) Sigue inmediatamente de Proposicién 1.8(2) y del parrafo
anterior.

Dada la estrecha relacién entre los anillos auto-inyectivos y los
anillos regulares [1], (Teorema 2.16, Corolario 2.31), vamos a consi-
derar el caso de anillos de polinomios con coeficientes en un anillo
auto-inyectivo 4 (es decir, A es inyectivo considerado como A4-mé-
dulo por la derecha).
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Teorema 1.10 Sea A un anillo auto-inyectivo o auto-imyectivo por
la izquierda. Ewntonces las siguientes afirmaciones som equivalentes

(1) A[X] admite veduccion diagonal
(2) A[X] es un amillo de Hermite

(3) A es regular con indice de nilpotencia acotado.

Demostracién: Trivialmente (1) = (2).

(2) = (3) Supongamos que A[X] es un anillo de Hermite, dado que
es auto-inyectivo (o auto-inyectivo por la izquierda) sabemos [1],
(Teorema 10.16, Proposicién 10.21), que A, médulo el radical de
Jacobson, es producto de dos anillos 4, A, de manera que 4; es
directamente finito y A, ® 4, =~ A,. Ya que A es de Hermite,
A, =0; asi A es directamente finito. Aplicando el Lema 1.1 vemos
que A es regular. Supongamos que A tiene indice infinito, entonces
por un resultado de Goursaud [3], (Lema VI.3.8), existen idempo-
tentes ortogonales ¢,,#n € N, tales que el indice de ¢, Ae¢, es @(n),
donde ¢ es una funcién creciente, ademds se puede suponer que
I =@®e,A es esencial en 4. Supongamos que 4 es auto-inyectivo,

"

utilizando el Lema 1.4, podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que existen idempotentes v, € A y nilpotentes a, € A tales que el po-
linomio v, + a, X €¢, Ae,[X] tiene un anulador que no contiene
polinomios de grado inferior a % salvo el 0. Dado que 4 es autoinyec-
tivo, existen v, @ € A tales que ve, = v, a¢, = a,; asi (v2 —v) I =
= (va —v) I = 0. Ya que A es regular se tiene que v2 = v, va = v.
Sea J = (v 4+ aX) A[X], en [4], (Teorema 12) o [3], (Teorema VI.3.9),
se demuestra que un tal ideal J no es proyectivo (como A[X]-modulo).
Vamos a llegar a contradiccién demostrando que J es proyectivo.
Sabemos que A[X] es un anillo de Bézout, luego (1 — v) A[X] +
+ (v + aX) A[X] = p(X) A[X] para cierto polinomio p(X); enton-
ces se tiene que (1 —v) A 4+ v4A = p(0)4. Por lo tanto p(0) tiene
un inverso por la derecha y, dado que 4 es directamente finito,
$(X) no es divisor de cero en A[X]. Por otra parte es claro que
(1 —v) A[X]n (v + aX) A[X] = O; resulta, pues, que (1 —v) A[X] @D
@ (v + aX) A[X] = p(X) R[X] = R[X]. Asi (v + aX) A[X] es
proyectivo. Esto completa la demostracion en el caso de ser A
auto-inyectivo, si A es auto-inyectivo por la izquierda la demos-
tracién es similar.

(3) = (1) Es una consecuencia inmediata de la Proposicién 1.5(a).
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(E's bien conocido que un anillo regular auto-inyectivo con indice de
nilpotencia acotado es un producto directo finito de anillos de matri-
ces sobre anillos regulares sin nilpotentes, y, en este caso también
se deduce de [4], (Proposicién VI. 3.2), que ATX] es un anillo de
Bézout).

2. ANILLOS GENERADOS POR UNIDADES

M. Henriksen [6] demuestra que si 4 es un anillo unitarioy #» > 1,
entonces cada elemento de M, (4) es suma de tres unidades. Hen-
riksen también da ejemplos de anillos A tales que no toda matriz
2 X 2 con coeficientes en A es suma de dos unidades. Asi demuestra
que si A es el anillo de polinomios en # indeterminadas sobre un
cuerpo conmutativo, entonces M,(4) no es un (S, 2)-anillo ((S, 2)-
anillo, con la notacién de [6], significa que cada elemento es suma de
dos unidades).

En esta seccién vamos a caracterizar los anillos conmutativos 4
tales que M, (A[X]) es un (S, 2)-anillo, si # > 1.

Lema 2.1 Sea A wun anillo conmutativo reducido (es decir, sin
nilpotentes). Supongamos que M, (A[X]) es un (S, 2)-anillo, para un
cierto n > 1, entonces A es regulay.

Demostracion: Sea a € A. Consideremos la matriz M e M, ; (4[X])
cuya primera fila es (a*X, a*"1 X2, ..., aX" X"+1) y todas las de-
mdas componentes nulas. Por hipétesis M es suma de dos unidades,
aplicando el Lema 5[6], resulta que existe una matriz invertible cu-
ya primera columna es (p;, ..., p,.1) ¥ tal que

1 +a"Xp, + ... + X**1p, 1 es invertible en A[X], pero 4 es re-
ducido luego

(1) @ py + a1 Xpy+ o+ aX-lp + Xp, =0,
va que A es conmutativo se tiene que

(2) PLAIX] + oo + oy ALX] = A[X].
Probaremos ahora, por induccién sobre #z, que

(3) $1(0) et(a®), p2(0) ead + r(a* 1), ..., p,r1(0) € ad.
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Si # = 1, vemos por (1) que ap; + Xp, = 0 y el resultado es claro.
Si #n > 1, es claro de (1) que $;(0) et(a®). Si p; = $;(0) + Xq(X),
entonces (1) se expresa en la forma

& =1(ag(X) + po) + . + X1 ppp1 =0,

por induccién ag(0) + p,(0) ex(a”1), ..., p,.1(0) € ad; el resultado
sigue inmediatamente.

De (2) v (3) deducimos que t(a*) + a4 = Ay, dado que 4 es
reducido, tenemos que t(a) + a4 = A. Asi a €ada, dado que a es
un elemento arbitrario de A hemos demostrado que 4 es regular.

Proposicion 2.2 Sea A un anillo commutativo. Entonces las si-
guientes afirmaciones son equivalentes

(1) M,(A[X]) es un (S, 2)-anillo, para todo n > 1.
(2) M (A[X]) es un (S, 2)-anillo, para cierto n > 1.
(3) Todo ideal primo de A es maximal.

Demostracion: Es claro que (1) implica (2). Supongamos que,
para cierto #» > 1, M, (A[X]) es un (S, 2)-anillo. Sea N el nilradical
de A4, entonces M, (A /N)[X] es un (S, 2)-anillo. Se deduce del Lema
2.1 que A[N es regular, por lo tanto (2) = (3).

(3) = (1) De la Proposicién 1.5(a) resulta que A /N[X] admite
reduccién diagonal, lo cual combinado con [6], (Teorema 11) permite
deducir que M, (4 /N[X]) es un (S, 2)-anillo para todo # > 1. Sea
M eM,(A[X]), entonces M = U + V 4 Z es suma de dos unida-
des U,V y Z un elemento del radical de Jacobson de M,(4[X]).
Entonces V + Z = V(1 4+ V-1 Z) es una unidad y, en consecuencia,
M es suma de dos unidades.

El resultado que ofrecemos a continuacién da una respuesta afir-
mativa a una pregunta de Henriksen [6], (pig. 192); en la demostra-
cién no se utilizan los resultados anteriores.

Proposicion 2.3 Si M, (A) es un (S, 2)-anilio, entonces M, . (A)
es un (S, 2)-anillo.

Demostracion: Sea M € M, ,,(A) supongamos que (xg, £y, ..., %,,)
es la primera fila de M. Por hipétesis, la matriz de M,(4) cuya pri-
mera fila es (xy, ..., ¥,) v todas las demas componentes nulas es suma
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de dos unidades. Entonces se deduce del Lema 4[6] que existe una
matriz invertible U € M, (4) tal que si (@, ..., a,) esla primera co-

"

lumna de U entonces ¥, x;4; = 1 + %, donde # es una unidad de 4.

i=1
Sea V = (?] (l)) eM,. 1(A), es claro que V es invertible y que la

componente (1,1) de MV es | + u. Asi, sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que %y = | + #. Escribamos M en la forma

(l—i—u

2 }]/) donde Y eAd", Ze*A, T e M,(4)

por hipétesis, T = T| + T, es suma de dos unidades Ty, 7,. Enton-
ces es claro que las matrices

Mlz(] y) My= (" 0)
0 T Z T,

son invertibles, de donde M = M; + M, es suma de dos unidades.
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