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SUMMARY

In this paper we obtain some classes of separated locally convex
spaces which are M-spaces. We give also some results on compact
convex sets and new characterizations of weak compactness.

Los espacios vectoriales que utilizamos aqui estan definidos sobre
el cuerpo K de los ntimeros reales o de los ntimeros complejos. En
lo sucesivo, salvo que se diga otra cosa, la palabra «espacioy significa-
ra «espacio vectorial topoldgico, localmente convexo y de Hausdorff.
Dado el par dual (E, F), denotamos por o(E, F) y u(E, F) las
topologias débil y de Mackey, respectivamente, sobre E. Dado el
espacio E, E* es su dual algebraico y E’ su dual topolégico. Supo-
nemos que E estd sumergido, mediante la inyeccién canénica, en
el dual algebraico E'* de E’. Si A es un subconjunto cerrado, acota-
do y absolutamente convexo de E, E, es el espacio normado sobre
la envoltura lineal de A4, que tiene 4 como bola unidad cerrada.

Sea o el primer ordinal de cardinal no numerable y sea 2 el con-
junto de todos los ordinales menores que . Representamos
E'[o(E’, E)] por Eq. Dado el elemento o de 2, 0 < «, supongamos
que hemos construido Ep para cada f# < «. Ponemos E, para el
subespacio de E*[o(E*, E)] formado por las clausuras en E*[¢(E*, E)]
de los subconjuntos acotados separables contenidos en U {Ef: f < a}.
Sea S(E’) el subespacio de E*[o(E*, E)] que coincide con u{E:
:B < . Si A es un subconjunto acotado separable de S(E’), sea
B un subconjunto denso numerable de 4. Podemos hallar un ele-
mento « de 2 de manera que B esté contenido en E, FEntonces,
la clausura de 4 en E*[¢(E*, E)] estd contenida en E, ¢, lo que nos
indica que S(E’) es el menor subespacio de E*[o(E¥*, E)] que contiene a
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E’ v en el que cada subconjunto acotado separable es relativamente
compacto. Representamos por A; la familia de todos los conjuntos
absolutamente convexos, separables y compactos de S(E’). Sea A,
la familia de todos los conjuntos absolutamente convexos y compac-
tos de E'[¢(E’, E)]. Ponemos:

Denotamos por A(E, S(E’)) la topologia sobre E de la convergencia
uniforme sobre cada elemento de 4. En el espacio E, decimos que
el conjunto M es hiperacotado si cada funcién real y continua sobre
E[o(E, E')] esté acotada en M. En [5] hemos demostrado el siguiente
teorema: a) Si M es un conjunto hiperacotado em um espacio casi-com-
pleto E, entonces M es débil, relativamente compacto. Una ligera mo-
dificacién en la prueba dada del resultado anterior nos permite ob-
tener la Proposicién 1.

Proposicién 1. Si M es un conjunto hiperacotado en un espacio E,
entonces M es débil, relativamente compacto en la casi-compleccion de
ETu(E, E')].

Para la demostracién del Teorema 1, necesitaremos el siguiente
resultado, [5]: b) S¢ M es un conjunto hiperacotado en el espacio E,
cada elemento de la clausura M* de M en E'* es continua sobre cada
subespacio separable de E' [o(E’, E)].

Teorema 1. Sea M un conjunto débilmente cerrado e hiperacotado en
un espacio E. St E[A(E, S(E"))] es completo, entonces M es o(E, E')-com-
pacto. g
Demostracion. Sea {L;:1 eI} la familia de todos los subespacios
separables de E'[o(E’, E)]. Si L; es la clausura de L; en E*(c(E*, E)],
ponemos

L=u{L:1el}.

Suponemos que el espacio vectorial L estd dotado de la topologia
o(L, E). Si z es un elemento de la clausura M* de M en E"*[¢(E’*, E')],
se tiene, de acuerdo con el resultado b), que la restriccién z; de z
a L, es continua y, por tanto z; se extiende a una funcién lineal y
débilmente continua Z; sobre L;. Es inmediato que existe una fun-
cién lineal z sobre L cuya restriccién a cada L; coincide con Z;. Si
z* es la restriccién de z a S(E’) es obvio que z* es continua sobre
cada elemento de ;. Por otra parte, de acuerdo con la Proposi-
cién 1, 2* es continua sobre cada elemento de Aj,.
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Si Ay e Ay y Ay € A, veamos que z* es continua sobre 4; + 4.
Supongamos que existe un elemento # en A; + A4, en el cual la
restriccién de z* a A; 4+ A, no es continua. Puesto que A, + 4,
es compacto, podemos hallar una red

u;2jef, >}

en A, + 4,, convergente a #, de manera que existe el limite finito
de

Kuj, 2%y i je ], 23
y es distinto de (#, z*). Ponemos
w, = ul) 4 u@, e d;, u®ed,.

Por la compacidad de 4; y 45, podemos extraer de la red dada
una sub-red, que seguimos representando con la misma notacién,
de manera que

wuV:je], 2y vy wP:je], =)

convergen en A; y A, a u, v u,, respectivamente. Es obvio que
u = uy + u,. Entonces, por la continuidad de 2* en 4A; y en A4,, se
tiene que

(ut, 2%) = (uq, 2%) 4 (up, 2%y = lim {(ufV), 2%y :je J, 2} +
4 lim {(u®, 2%y 5 e J, 2y =lim {(u;, 2*) 1€ J, 2} # (u, 2¥),

lo cual es una contradiccién. Podemos asegurar, pues, que z* es
continua en 4y + A4,. Por un resultado de Collins-Pték, [2] p. 271, 2*
pertenece a E[A(E, S(E'))], de aqui que 2z, restriccién de z* a E’, per-
tenezca a E, luego M es o(E, E’)-compacto. c.q.d.

Sea X un espacio topoldgico completamente regular. Sea C(X)
el espacio vectorial de las funciones reales y continuas sobre X, con
la topologia compacta abierta. Se dice que X es un M-espacio si
cada subconjunto cerrado P de X, sobre el cual cada elemento de
C(X) esté acotado, es compacto. I,. Nachbin [3] y T. Shirota [4]
han demostrado el siguiente teorema: c¢) El espacio C(X) es tonelado
si, v solo si, X es un M-espacio.

Teorema 2. Si E es un espacio tal que E[A(E, S(E'))] es completo,
entonces C(E[o(E, E')]) es tonelado.
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Demostracion. Si M es un conjunto hiperacotado y débilmente
cerrado de E, entonces M es o(E, E')-compacto, de acuerdo con el
teorema anterior, lo que es equivalente a decir que E[o(E, E’)] esun
M-espacio y, por el resultado ¢), C(E[c(E, E')]) es un espacio tone-
lado. c.q.d.

Teorema 3. Sea A un subconjunto débilmente cerrado en un espacio
E de manera que cumplen las siguientes condiciones:

1. E[AE, S(E"))] es completo.

2. En C(E[o(E, E")]), dada una sucesién cualquiera (f,), acotada
v creciente, que converge a [ puntualmente, la convergencia es unifor-
me en A.

Entonces A es o(E, E')-compacto.

Demostracion. De acuerdo con el Teorema 1, basta demostrar
que A4 es hiperacotado en E. Supongamos que no es asi. Entonces
existe una funcién real y continua g sobre E [¢(E, E’)] que no estd
acotada en A. Tomamos %, € A y para cada entero positivo # > 1,
%, € A, de manera que

lg(®a)| >1g(*u_p)| + 1.
Si

4, = {x eE:|g(x) —gx,) | <—;‘} ,n=12, ..,

los conjuntos de la sucesién (4,) son abiertos, disjuntos dos a dos
y forman en E[¢(E, E')] una familia localmente finita. Sea g, un
elemento de C(E[¢(E, E')]) tal que

0<g,x) <1, x€eE,
gn(x») =1, gn(x) =0, x¢A”
Si
f(X) =p§1gi’(x)’ fn(x) =#§=:lgp(x)r x EE: " = 1:2) sees

en C(E[o(E, E')]), la sucesién (f,) es acotada, creciente y converge
puntualmente a f. Por otra parte, es inmediato que dicha sucesién
no converge uniformemente a f en 4. c.q.d.

Teorema 4. Sea A un subconjunto débilmente cerrado en un espacio
E, de manera que se cumplen las siguientes condiciones;
1. E[AE, S(E")] es completo,
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2. En C(E[o(E, E')]), dada una sucesion cualguiera (f,) acotada
y equicontinua en A, se puede extraer de ella una subsucesién que es
uniformemente de Cauchy en A.

Entonces A es [o(E, E')]-compacto.

Demostracién. La prueba es andloga a la del Teorema 3. La
misma sucesién, construida alli, estd acotada en E y es equicontinua
en 4. Sin embargo, no se puede extraer de ella ninguna subsucesién
uniformemente de Cauchy en A. Luego 4 es o(E, E’)-compacto.

c.q.d.

Representamos ahora el dual topolégico E’ del espacio E, por
E), Dado el elemento « de £, 0 < «, supongamos que hemos cons-
truido E(F), f§ < «. Ponemos E(® para el subespacio de E*[o(E*, E)]
formado por los limites de las sucesiones de Cauchy contenidas en
U{E®) :f < o}.Sea T(E’) el subespacio de E*[¢(E*, E)] que coinci-
de con U{E® :f < w}. Entonces T(E’) es el minimo subespacio de
E*[¢(E*, E)] que contiene E’ y que es sucesionalmente completo.
Sea B; la familia de todos los conjuntos absolutamente convexos,
cerrados, acotados y metrizables para la uniformidad candnica de
T(E’). Ponemos

B: {Bl +A2’BIEB1:AZEJ42}

Denotamos por go(E, T(E’)) la topologia sobre E de la convergencia
uniforme sobre cada elemento de B.

Nota 1. En el espacio E, sea D un subconjunto acotado, cerrado
y absolutamente convexo, tal que E, es un espacio de Banach. En-
tonces D es un subconjunto acotado de E[¢(E, T(E'))]. En efecto,
aplicando el método de induccién transfinita, sea o« un elemento de
2, « >0, tal que D es ¢(E, E#))-acotado, f < «, (esto se cumple,
evidentemente para « = 0). Si v pertenece a E(%, existe una su-
cesién (v,) en U(E® :8 < «} que converge a v en E*[¢(E*, E)].
El conjunto polar M en E de

{v,v1,v3, ..., 0, ..}

es un tonel en E[o(E, U{E®), f < o3)] v, por tanto, M n E, es
un tonel en E,, de aqui que M absorba D y, por consiguiente, la
forma lineal v estd acotada en D. Resulta, pues, que D es un acota-
do de E[o(E, T(E")].

Sea B un subconjunto compacto de E[c¢(E, E')]. Representamos
por K(B) el espacio vectorial de las funciones definidas y continuas
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en B que toman sus valores en K, con la topologia de la convergen-
cia uniforme. Sea A la envoltura absolutamente convexa cerrada
de B en E'*[g(E'*, E')]. Fijemos un punto x de 4. Si z es un punto
de la envoltura absolutamente convexa de B, entonces

Z = 0% + %o%p + .o T XpKp, %p, %2, .., %, €K,
log] + faa| 4o+l < 1, %1,%, ..., %, € B,

v, por tanto, si " € E’ y ¢ es un ntimero positivo tal que

|{u, "y < &, para cada we B

se tiene que

1z, %71 < o] - Ko, 7)) 4 o)+ KX, 2700 + o A o] - [, 27)] <
< (Jog| + 2ol + ... Fa,l) & < ¢

y puesto que ¥’ es continua en E'*[o (E'*, E’)], resulta que [(x, #')| < ¢
luego podemos considerar ¥ como una forma lineal continua sobre
cl subespacio L de K(B) formado por las restricciones de los elemen-
tos de E’ a B. Podemos extender ¥ a una forma lineal continua %
sobre K(B), de aqui que, aplicando el teorema de representacién de
Riesz, exista una medida de Radon compleja u sobre B, de manera
que, para cada fe K(B), se verifique

w0 =, ran

Proposicion 2. Si E4 g es un espacio de Banach y v es un elc-
mento cualquiera de T(E'), la restriccion g de v a B es u-integrable.

Demostracién. Si v pertenece a E(%, entonces g es continua
en By, por tanto, es u-integrable. Supongamos que o es un eleniento
de 2, « >0, tal que la restriccién de cada elemento de

u{E® p< )

a B es p-integrable. Si v pertenece ahora a E(%, existe una sucesién
(v,) en
U{E® B < o

que converge a v en E*[g(E*, E)]. Si g, es la restriccién de v, a B,
la sucesion (g,) converge a g puntualmente y, puesto que g, es u-in-
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tegrable, n = 1, 2, ..., resulta que g es u-medible. Finalmente, g estd
acotada en B, luego g es u-integrable. c.q.d.

Nota 2. Se puede considerar x como un elemento x* del dual
algebraico de T'(E’), poniendo para cada x' € T(E’),

(x*, %) = Jdeu,

en donde f es la restriccién de x” a B.

Proposicion 3. Si E, g es un espacio de Banach, el elemento x*
pertenece a la compleccion de E[o(E, T(E'))].

Demostracion. Sea (x,) una sucesién de T (E’) que converge a
x'. Sean f, y f las restricciones de #; v x' a B, respectivamente,
n =1, 2, ... Se tiene que f, y f son funciones u-integrables y unifor-
memente acotadas en B, de aqui que se aplique el teorema de la
convergencia acotada de ILebesgue. Luego

-
lim (%%, x,) = lim [ fodu= J fadp=(x% %',
7—00 n—>co | B B

lo que expresa que x* es continua sobre los elementos de B;. Por
otra parte, es conocido que x pertenece a la compleccién de
E[u(E, E')], [2], p. 325. Razonando igual que en la prueba del Teo-
rema 1, se obtiene que x* es continua sobre los elementos de B. Por
tanto, ¥* pertenece a la compleccién de E[o(E, T(E")]. c.q.d.

Proposicion 4. En E [o(E, E')] sea {x;:j€ ], 2} una red que
converge a x. Si dicha red es de Cauchy en E [ME, S(E'))], entonces
converge a x en este UWltimo espacio.

Demostracién. Es obvio que {x;:7€ J >} converge a x unifor-
memente sobre cada acotado separable de E’[¢(E’ E)].

Sea « un elemento de £, « > 0, y supongamos que la red dada
converge a x uniformemente sobre cada acotado separable de
U{E,/ :f <. Si u es un elemento cualquiera de E,’, existe un
acotado separable A en U{E; : f < o} tal que u estd en su ¢(E,/, E)-
clausura. Dado un ¢ > 0, existe un indice j, € J de manera que

Koy — %, 'Y < &, hke], bk 2 4y, %' €4,
de aqui que

[(x; =%, %) < e j€], 7270 2 €A,
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y, consecuentemente,
g — w )| < e, 5E ] 5 > o

de aqui que la red dada converja a x para la topologia ¢(E, E',).
Puesto que dicha red es de Cauchy para la topologia sobre E de la
convergencia uniforme sobre cada acotado separable de E’,, se tiene
que converge a x para dicha topologia. Podemos afirmar, pues, que
{x;:j € J =2} converge a x uniformemente sobre cada elemento de A;.
Es obvio que también converge a x sobre cada elemento de A,. Po-
demos afirmar, pues, que la proposicién es cierta. c.q.d.

Teorema 5. Sea M un comjunto hiperacotado en un espacio E v
sea P la ewmvoltura absolutamente convexa cerrada de M, de manera
que se cumplen las siguientes condiciones:

1. E[o(E, T(E"))] es completo.
2. E, es un espacio de Banach.

Entonces P es o(E, E')-compacto.

Demostracion. Sea B la clausura de M en E,. Si {x;:7€ ], >}
es una red de Cauchy en E[A(E, S(E’)] es inmediato que también es
de Cauchy en E[p(E, T(E"))] y, por consiguiente, converge en este
espacio a un elemento x, de aqui que dicha red converge a x en
E[o(E, E')]. Aplicamos la proposicion anterior y obtenemos que
{x;:j € J, >} converge a x en E[A(E, S(E"))]. Por tanto, E[A(E, S(E"))]
es completo. Puesto que B es un subconjunto débilmente cerrado e
hiperacotado de E, se obtiene, teniendo en cuenta el Teorema 1, que
B es o(E, E')-compacto. Finalmente, P es la envoltura absolutamen-
te convexa cerrada de B en E, por lo que, de acuerdo con la Pro-
posicién 3, P es o(E, E’)-compacto. c.q.d.

Corolario 1.5. Sea M un conjunto hiperacotado en un espacio E
vy sea P la envoltura absolutamente convexa cerrada de M, de wmanera
que se cumplen las siguientes condiciones:

1. E es sucesionalmente completo.
2. E[p(E, T(E"))] es completo.

Entonces P es o(E, E')-compacto.

Corolario 2.5. Sea M wun conjunto débil, numerablemente compac-
to en un espacio E y sea P la envoltura absolutamente convexa cerrada
de M, de manera que se cumplen las siguientes condiciones:
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1. Efo(E, T(E"))] es completo.
2. Ep es un espacio de Banach.

Entonces P es o(E, E')-compacto.

Decimos que un espacio E es de generacién débilmente o-compac-
ta si existe una sucesién (4,) de subconjuntos absolutamente con-
vexos y débilmente compactos en E, cuya unién es total en E. En
6] hemos demostrado el siguiente resultado: d) S¢ E es un espacio
de generacion débilmente o-compacta, cada conjunto (relativamente)
numerablemente compacto de E'[o(E’, E) es (relativamente) compacto en
este espacio. Necesitaremos el siguiente teorema de Schwartz y Dieu-
donné [1] y [2] p. 311: e) Si el espacio E es de generacion débilmente
a-compacta, cada subconjunto de E'[o(E’, E)] numerablemente compac-
to es sucesionalmente compacto.

Proposicion 5. Supongamos que existe en un espacio E una to-
pologia T mds fina que la inicial de manera que se cumplen las siguien-
tes condiciones:

1. E[T] es B,-completo.

2. E[T] es de gemeracién débilmente o-compacta.

3. Si¢ F es el dual topoldgico de E[T1, F [o(F, E)] es sucesional-
mente completo.

Entonces T(E') = F.

Demostracion. Puesto que F[o(F, E)] es sucesionalmente com-
pleto, resulta que T(E’) € F. Por otra parte, E’' ¢ T(E’), de aqui
que T(E') sea denso en Fo(F, E)]. En Flo(F, E)], si 4 es un sub-
conjunto cerrado y T-equicontinuo, sea (u,) una sucesién en
T(E') n A. Se aplica e) y se obtiene una sucesién (z,) de (#,) que
converge a z en A. Puesto que 7(E’) n A es sucesionalmente com-
pleto, se tiene que z € (T(E')) n 4, de aqui que T(E’) n 4 sea débil, nu-
merablemente compacto y, de acuerdo con el resultado d), T(E’) n 4
es compacto. Por ser E[T] B,-completo, resulta, finalmente, que
T(E') coincide con F. c.q.d.

Teorema 6. Sea B un subcomjumto débilmente compacto en un
espacio E. Sea A la envoltura absolutamente convexa y cervada de B.
Si E, es un espacio de Banach de gemeracion débilmente o-compacta,
entonces A es débilmente compacto.

Demostracién. Si F es la envoltura lineal de A, existe una to-
pologia T sobre F, mas fina que la inicial, de manera que F[T] es

15 — Collectanea Mathematica
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igual a E,, que cumple las condiciones de la proposicién anterior.
Entonces T(F’) coincide con el dual topoldgico de E, y o(F, T(F"))
es la topologia de E,, que es completa. Basta aplicar ahora el Teore-
ma 5 para tener la conclusién. c.q.d.

Teorema 7. Sea B un comjunto débilmente compacto en un espa-
cto E. Sea A la envoltura absolutamente convexa cevvada de B. Si el
conjunto B es numerable, es condicion mnecesaria y suficiente para
que A sea débilmente compacto que E , sea un espacio de Banach.

Demostracion. Si A es débilmente compacto, entonces E, es,
obviamente, un espacio de Banach. Reciprocamente, suporigamos
que E, sea un espacio de Banach. La envoltura lineal cerrada G
de B en E, es un espacio de Banach separable y E4 ¢ = G. Aplica-
mos el teorema anterior sustituyendo 4 por 4 n G y obtenemos que
A n G es débilmente compacto y de aqui 4 = A4 n G. c.q.d.

Nota 3. En [2] p. 249 se demuestra el siguiente resultado: f)
Sea (x,) una sucesion débilmente comvergente al origem em um espacio
sucestonalmente completo E. St A es la envoltura absolutamente con-
vexa cevrada de dicha sucesion, emtoces A es débilmente compacto. Ob-
sérvese que por ser E sucesiomalmente completo, E, es um espacio de
Banach. Por otra parte, el conjunto {0, x1, %,, ..., %, ...} es numerable
y débilmente compacto. Por tanto, f) es un corolario de nuestro Teo-
rema 7.

Nota 4. El Teorema 7 no es valido en general si B no es numera-
ble, ni incluso cuando B es metrizable, como prueba el siguiente
ejemplo: Sea P;([0, 1]) al conjunto de las partes finitas del intervalo
[0, 1] que contienen a los extremos de dicho intervalo.

Dado

J=&0%, 0%, 1, 0=2 <41 < ... <%,.1=1,
definimos la funcién f; de [0, 1] en [0, 1], poniendo

fj(xi) =0 :=01,2,...,%n +1,

X+ % .
frx)=1, si x = —2—31, 1=0,1,2, .., %,
. X 4 % %+ %
f;(%) es lineal en [t, ——2—+—1] y en [—21, x,-_H] ,

1=20,1,2, .. n
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Es inmediato que la red {f;:Je P;([0, 1]), c} converge puntual-
mente a la funcién nula. Si E es el espacio C([0, 1]) y u es la medida

de Lebesgue en [0, 1], la integral de Lebesgue en dicho intervalo es
un elemento v de E’. Se tiene que

1
( frau = para J en P([0, 1]).
Ji0, 1]

Por otra parte, la red
;- JePA0, 1), e},
estd acotada en E y, por tanto, existe una sub-red
{(fi:AeL, >

que converge en la topologia o(E", E') a un elemento g de E”. En
particular,

w(f,) :Ael, >}

l 1
converge a v(g). Pero v(f)) = 5 » para cada A de L, luego v(g) = -

Si g estuviera en E, la red
{fitdel, )

convergeria a g en la topologia o(E, E’) y, por consiguiente,
{fi:del, =

convergerfa a g puntualmente en [0, 1], luego g seria la funcién nula
v obtendriamos la contradiccion.

Por tanto, g no estd en E. Sea H el hiperplano de E’, nticleo de g.
H es o(E’, E)-denso en E’ y, obviamente, [0, 1] puede considerarse
como un subconjunto de H. Sea A la envoltura absolutamente
convexa y o(H, E)-cerrada de [0, 1] en H. Si U° es el conjunto polar
en E’ de la bola unidad cerrada U de E, entonces U° n H = 4, de
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aqui que 4 no sea ¢(H, E)-compacto. Sin embargo H, es un subes-
pacio cerrado de E'yo y, por tanto, es un espacio de Banach.

Nota 5. Decimos que un espacio tiene la propiedad de Krein,
si dado un subconjunto A de el, débilmente compacto, su envoltura
absolutamente convexa cerrada es débilmente compacta. Dado el
espacio E, sea U(E’) el subespacio minimo de E*[¢(E*, E)] que con-
tiene E’ y que es de Krein. Sea B un conjunto débil, numerablemente
compacto de E y sea A la envoltura absolutamente convexa y ce-
rrada de B, tal que E, es un espacio de Banach. Puede demostrarse
que o(E, E') y o(E, U(E")) coinciden en B, utilizando la siguiente
propiedad [6]: S¢ M es un conjunto débilmente compacto de E'[a(E’, E)]
v z pertenece a la clausura de B en E'*, entonces z es débilmente con-
tinua en la envoltura absolutamente comvexa cerrada de M.

Lo que acabamos de decir sobre el espacio U(E’) permite afinar
muchos de los resultados expuestos en este articulo.
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