EINE NEUE CHARAKTERISIERUNG BORNOLOGISCHER
UND VERWANDTER RAUME

von

RoraAND BEHRENS

Von Kothe [1], Théoréme 1, bzw. [2], § 28.5.(4) stammt die fol-
gende Charakterisierung der bornologischen Riume:

«Ein Rawm E [T ist genaw dann bornologisch, wenn T die Mackey-
Topologie ist und der Dualvaum E', versehenw mit der Topologie der
gleichmdifigen Konvergenz auf den lokalen Nullfolgen von E[T], voll-
standig ist.y

Mit diesem Satz sind die bormologischen Riume dual charakte-
risiert. Im folgenden wird im wesentlichen eine Charakterisierung
der bornologischen Riume iiber Rdume linearer Abbildungen gege-
ben, die insofern von Vorteil ist, als auf die Bedingung, daB T die
Mackey-Topologie ist, verzichtet werden kann. Eine im Lemma (3)
bewiesene Eigenschaft der bornologischen Riume E[7], nimlich
die feinste derjenigen lokalkonvexen Topologien T’ zu tragen, die
auf der gesittigten Hiille der lokalen Nullfolgen von E[7J] T indu-
zieren, wird zur Definition der JM-lokaltopologischen Raume heran-
gezogen. Die Charakterisierung iiber R&ume linearer Abbildunge
besitzt dann nicht nur im Fall der bornologischen, sondern allge-
meiner im Fall der M-lokaltopologischen Riume Giiltigkeit.

Fir die Anregung zu dieser Arbeit und seine Unterstiitzung
mochte ich Herrn N. Adasch herzlich danken.

Die nicht definierten Begriffe sind Kéthe [2] entnommen.

DEFINITION 1: Sei E[T] ein lokalkonvexer Raum. Mit M werde
ein gesittigtes totales System beschrinkter Mengen von E[T] be-
zeichnet. In M wird ein Fundamentalsystem ausgezeichnet, das aus
absolutkonvexen abgeschlossenen Mengen M,, o aus einer Index-
menge I, besteht. Die Indexmenge I wird vermége « < f <= M,c M,
zu einer gerichteten Menge. Dieses Fundamentalsystem {M | € I}
werde wieder mit M bezeichnet,



200 Roland Belirens

DrriNirioN 2: Sei E[T] ein lokalkonvexer Raum. Die feinste
derjenigen lokalkonvexen Topologien, die auf den M,e M T indu-
zieren, werde mit JH bezeichnet. Gilt T = T, so werde E[T] M-lo-
kaltopologisch genannt. Fine lineare Abbildung A: E[T] = F
heile M-lokalstetrg, wenn ihre Einschrinkungen auf die M, o €],
fiir die von T herrithrende Relativtopologie stetig sind.

(1) (Garling [1], 2. proposition 1) FEine Nullumgebungsbasis
von TM wird durch Mengen der Form

V=rFrM,nU,
a€l
U, beliebige absolutkonvexe abgeschlossene T-Nullumgebung, gebildet.

(2) Ewnm Rauwm E[T] ist genan dann M-lokaltopologisch, wenn
jedes M-lokalstetige A : E[T] -~ F (F sei ein beliebiger Banachraium)
T-stetig ist.

Beweis: Sel V eine absolutkonvexe TH-Nullumgebung, N : =

E
= N =V, F; : =5, normiert durch das Minkowski-Funktional
neN P N

von V 4+ N, F:= F, und K der kanonische Quotientenhomomor-
phismus von E[TJ] nach F. Man zeigt leicht, daB K M -lokalstetig
ist, nach Voraussetzung ist K also T-stetig. Deshalb ist V eine
T-Nullumgebung. Die Umkehrung ist trivial.

(3) E[T] sei ein lokalkonvexer Rauwm. MP sei die gesdttigte Hiille
der lokalen Nullfolgen von E [T, und T * bezeichne die zu T assoziterte
bornologische Topologie.

Dann gilt T* = JMP,

Beweis: Tx < JMP: Kothe bewies implizit in [2], § 28.5.(4),
daB auf den absolutkonvexen abgeschlossenen Hiillen der lokalen
Nullfolgen T und T* iibereinstimmen. Da TH? definitionsgemif
die feinste lokalkonvexe Topologie ist, die auf den lokalen Nullfolgen
mit T iibereinstimmt, folgt dieser Teil der Behauptung.

TM? £ Tx: Da eine THP-Nullumgebung ¥ mit den lokalen Null-
folgen auch alle beschrankten Mengen absorbiert, ist V eine T *-Null-
umgebung.

Nach dem Satz von Grothendieck iiber die Vervollstindigung

von Dualrdumen ist der Dualraum von E[TH] E’[Tf’"(E)], wobei
Tn(E) die Topologie der gleichmiBigen Konvergenz auf den M,
« €1, ist. Mackey-Riume mit vollstindigem Dualraum E'[T4 (E)]
sind deshalb M-lokaltopologisch. Damit ist das Analogon zu dem
Satz von Ko6the im Falle der /-lokaltopologischen Raume bewiesen,
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Bevor M-lokaltopologische Raume i{iber Rdume linearer Abbil-
dungen charakterisiert werden, sollen sie im Falle M c P (P sei
das System der priakompakten Teilmengen von E[J7]) dual so cha-
rakterisiert werden, daB auf die Bedingung der Mackey-Topologie
verzichtet werden kann.

Hierzu bendtigt man ein I.emma

(4) a) Auf den M, fallen T (E'[‘TTNTET]) und Ts(E') zusammen.
b) Gilt zusdtzlich M c P, so fallen T, TN, T(E') und
T S(E’[ﬂ: ;,(T)]/) auf den M, zusammen.
Beweis: a) Seien M, und eine endliche Teilmenge 7 c E' be-
liebig vorgegeben. Es geniigt zu zeigen, dafB} es eine T, ;( ")-Nullumge-

bung U gibt mit U n M, c (F7)°. DaE’in E’qu,( )] dicht ist, gibt

1
es eine endliche Menge S ¢ E' mit 7T ¢ S + 5 Mg (Mg sei die in

~

E'[T ( )] gebildete Polare von M,). Daraus folgt (F7)° o2 - (['S)° n

N | -

1
n M,. Als U ist also Py (FS)° geeignet.

b) Da die M, nach Voraussetzung J-prikompakt sind, fallen
auf ihnen nach Koéthe [2], § 28.5.(2) 7 und Ts(E’) zusammen. Defi-
nitionsgemiB fallen T und T auf den M, zusammen. Mit a) folgt
nun die Behauptung.

Nun die duale Charakterisierung:

(5) Sezr Mc P.

TN ist die Toj)ologw dm' gleichmdfigen Konvergenz auf den kom-
pakien Mengen von E [qu,( )]

Beweis: Die Topologie der gleichmiBigen Konvergenz auf den

kompakten Mengen von E'[Tx(E)] werde mit T; bezeichnet.
Es gilt 7Y < J;: Sei V eine JT™M-abgeschlossene T¥-Nullum-

gebung. Nach (4) b) induziert V auf den M, Ts(E'[Tx(E)])-Nullum-
gebungen, d.h. zu M, gibt es eine endliche Menge S, c E' [T—u’(l?)]
mit (FS,)° n M, € V. Polarenbildung in E'[T 1,( )] ergibt: V* ¢
c IS, + M. Deshalb ist V' prikompakt in E'[ [Tu( )] und, da

E (iT 2 (E )} der Dualraum von E[T4] ist, auch kompakt. V ist des-
halb auch eine J;-Nullumgebung.
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Es gilt 77 < J?: Sei H absolutkonvex und kompakt in E'[Ty(E)].
Dann ist H prikompakt, H° induziert deshalb auf den M, T (E'
[Tx(E)])-Nullumgebungen und wegen (4) b) ist H° eine JM-Null-
umgebung. Damit folgt die Behauptung insgesamt.

Unter der Voraussetzung M c P ist ein Raum E[T] demnach
genau dann JW-lokaltopologisch, wenn E'[T4(E)] vollstindig ist und
jede in E'[T(E)] kompakte Menge T-gleichstetig ist. Im Falle der
bornologischen Riume ist dies gerade der Satz von Kothe, da eine
absolutkonvexe schwach kompakte Teilmenge von E’ in E'[T»(E)]
(MP bedeutet wieder das System der abgeschlossenen absolutkon-
vexen Hiillen der lokalen Nullfolgen von E[7]) kompakt ist, denn
schon jede beschrankte Teilmenge von E'[Ty»(E)] ist dort prakom-
pakt.

Der Beweis des folgenden Hauptergebnisses benutzt eine Idee,
die auch schon bei Pfister [1] und Wilansky [1] eine wichtige Rolle
spielt. Unter Ly (E[T], F) werde dabei der Raum der linearen steti-
gen Abbildungen von E[7J] in F, versehen mit der Topologie der
gleichmiBigen Konvergenz auf den Mengen M, e M, verstanden.

(6) E[T] st M-lokaltopologisch gemaw dann, wenn fiir jeden
beliebigen Banachvaum F Loy (E[T], F) vollstindig ist.

Bewess:  Sei die Bedingung erfiillt.

T
Vi=rM,n U, sei eine beliebige T¥-Nullumgebung. V'*

ael

sei wieder die in E’ [m] gebildete Polare, F: = B (V'*) der mit
der sup-Norm versehene Banachraum der beschrinkten K-wertigen
Funktionen auf V'*. T : E[T] — F sei definiert durch 7T'(x) (f) : = f(x)
firxeE, feVe. Wegen V* c Uy + M., acl, 148t sich jedes fe V'*
darstellen als f=f, 4+ (f — f.), fac Uaund f — f,e Mg. T,: E[T]~
— F sei definiert durch T,(#) (f) : = f.(x). T, ist T-stetig, da
NT(UMF < 1, und T, konvergiert gleichmiBig auf den M, gegen T’
wegen |(T' —T,) (%) (f)l =K%, f —fupl <1 fir xeM, und feVe-.
Nach Voraussetzung ist T stetig, V also eine 7T-Nullumgebung.

Sei nun umgekehrt E[T] M-lokaltopologisch. F sei ein beliebiger
Banachraum, und 44, # € J (J Indexmenge), sei ein Cauchysystem
stetiger linearer Abbildungen in Ly (E[T], F). A, konvergiert gleich-
miBig auf den M, gegen eine lineare Abbildung A, die — wie man
leicht zeigt — T7-stetig ist, nach Voraussetzung also stetig fiir die
Topogie 7.

Es gilt insbesondere das folgende Korollar;
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(7) E(T] ist genau dann bormologisch, wenn L~ »(E[T], F) fiir
jeden beliebigen Banachrauwm F vollstindig ist.

Ohne Beweis sei angemerkt, daB es im allgemeinen nicht méglich
ist, den Quotientenraumhomomorphismus K aus dem Beweis von
(2) gleichmiBig auf den M, durch T-stetige Abbildungen zu appro-
ximieren. Die Approximierbarkeit von K stinde im Widerspruch
dazu, daB es Riume ohne Approximationseigenschaft gibt.

M-lokaltopologische Riume sind fiir bestimmte Wahlen von M
in der Literatur schon untersucht worden. Als Beispiele seien ge-
nannt:

M = C, (die absolutkonvexen kompakten Mengen von E[T7)

T = J%: E[T] ist ein Kelley-Raum
(Buchwalter [17).
M = P (die prakompakten Mengen von E[T7)
T =J%: E[T]ist ein p-Raum
(Dazord, Jourlin [1]).

M =B (die beschrinkten Mengen von E[T])

T = T8 : E[T] ist lokaltopologisch, bzw. ein b-Raum
(Adasch [1], Adasch, Ernst [1], Noureddine [1]
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