UN PRINCIPIO DI INVARIANZA PER CATENE MARKOVIANE
DI ELEMENTI ALEATORI (¥)

di
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INTRODUZIONE

Nel 1951 Donsker [3] enuncié un teorema. del limite centrale
funzionale per successioni di variabili aleatorie (v.a.) che egli stesso
chiamo «principio di invarianzay.

Da allora molti autori hanno scritto sullo stesso argomento e
significativi sono i lavori di Billingsley [2], [4] Garling [5], Kuelbs
[6], Hoffmann-Jgrgensen [7].

In particolare in [6] e [7] sono dimostrati teoremi del limite cen-
trale funzionale per successioni di elementi aleatori (v.a. in spazi
lineari topologici).

Nella presente nota si dimostra un principio di invarianza per
una vasta famiglia di catene markoviane (CM), introdotta e stu-
diata dallo stesso autore in [1]; tali CM godono della proprieta di
non essere «p-mixingy nel senso di Billingsley [2] e sono tali che le
v.a. della catena sono a valori in D[0, 1].

1} PRELIMINARI

Sia @ un nucleo markoviano sullo spazio misurabile (K, I'). Con-
sideriamo lo spazio £, munito della o-algebra prodotto ] e su di
esso il processo canonico (&), o

Per ogni misura di probabilita 4 su (K, I'), indichiamo con P,
l'unica legge su (R, 7) rispetto alla quale (&,), » o sia una CM ammet-
tente  come nucleo di transizione e x come legge iniziale.

(*) Lavoro effettuato nell’ambito del G.N.LM. del C.N.R.

(**) Istituto di Matematica - Facoltd di Economia dell’University, Via
Partenope 36, 80121 Napoli - Italia
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Sia ora H una sottoalgebra dell’algebra B di tutte le funzioni
limitate e misurabili su (X, I'); supponiamo che H sia munita di
norma che ne faccia un'algebra normata; denoteremo questa norma
con |{|-|| per distinguerla dalla norma uniforme che indicheremo
con |-|.

Per il seguito supporremo che
(A) H sia stabile rispetto all’operatore T : B — B ;

If = JKf(x)Q('. dx) (1)

B) IT*fll <K, VfeH en>0 (2)

dove I f = f f(x) Q" (-,dx) e K, ¢ un parametro positivo
K
che dipende da f.

(C) esistano una legge di probabilita @« su (X, I') ed una successione
(e,)w >0 di numeri reali positivi, soddisfacente alla condizione

Ja>0: 21n2+°‘6,.<+oo | 3)
tali che T f —Tf] < &, IIfl | @
essendo ‘ To°f = JK f{x) Q> (dx).

Sia poi, perogni fe H, f, =foé,,n = 0.

Se indichiamo con P, la probabilita su (£, ) corrispondente alla
distribuzione iniziale Q°° ed al nucleo Q{.,.) sia E,, 1’operatore di
speranza matematica calcolato rispetto alla probabilita P_.

Poniamo inoltre per definizione:

o2=E_(f}) +2 :’gl Eo (f1fis1) (5)

avendo supposto, per semplicitd, ma senza perdita di generalita,

che E.(fi) = (fl iP, =0 (s

Poniamo ora S,=f; +... +f, (n 20), S,=0 e definiamo
un elemento aleatorio di D(0, 1], come segue:
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1
X, (t, w) ="G\/—%- S 0<E<1, 0el (6)

dove ¢ & la costante definita dalla (5) e dove con D(0, 1] si & indicato
(come di consueto, cfr. Billingsley [2]) lo spazio delle funzioni x su
[0, 1] che sono continue dalla destra ed hanno limiti sinistri tali che

(i) per 0 <¢< 1, x(t ) = lim, L2 %(s) esiste e x(t +) = x(f).
(i) per 0<?¢<1, #(t —) = lim, 4, (s) esiste.

Nella sezione seguente 'dimostreremo preliminarmente un teo-
rema del limite centrale per la CM (£,)y0, per tale dimostrazione
ci servitemo di opportune stime dell’errore introdotte da Sapogov
in [8].

Successivamente nella sezione 3) proveremo il risultato princi-
pale del lavoro e cioé un teorema del limite centrale funzionale (prin-
cipio di invarianza) per la catena di elementi aleatori (X,), prima
descritta. ‘

2) UN TEOREMA DEL LIMITE CENTRALE PER CM NON @-MIXING

In questo numero faremo vedere che, assegnata una funzione
feB, se [Tt —TP| <, Yge{f,fTrf}, dove T°f =fe (é”),,zo

soddisfa la condizione (3), vale il teorema del limite centrale per la

successione (f,)pn0= (fo &,)n>0 se 62 # 0. In particolare dimostre-
remo il seguente.

Teorema 1: Nell'ipotesi che siano verificate le (1), (2), (3), (4) : — 4)

la serie in (5) & assolutamente convergente e si verifica che ¢2 > 0.
—ii) seinpiti o2 % 0, allora3d C > 0ev > O:

a

P, (X fxloVn < a) — \/%J e 4 7

— 00

<Cn=r (7)

V a €R e per ogni distribuzione iniziale u.
Per la dimostrazione della parte i) del teorema 1 ci serviremo
del seguente.

Lemma 1. Se sono verificate le (1), (3), (4), allora
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T THf = T f ®
VYfeH e k>0

Dimostrazione: Dalla (3) si ha : lim ¢, = 0.

#H—>00

Dalle (1) e (4) viene che:

T f — T THf| < [T f — T4t f| + [T#(T*f) — T(T*f)| <
< Cntr’ Hf” + & Hka”) A& = 0
Passando al limite per # — oo, si ottiene la (8).

Notiamo ora esplicitamente che la (4) con la (5') si semplifica
nella

T 1 < - I @)
oo [~ o]
Siano poi S, = Y e, e Ry, = X n’¢,,
n=1 "=

dalla (3) risulta che

S; < + o0, lim R

WM—> 00

sm =0 V36e[0,2 4 o] 9)

Siamo ora in grado di dimostrare la parte (i) del teorema 1:
Dim. parte i) del teor. 1.
A norma del lemma 1 si ha:

Eeo(fif) = T2 T(f T4 f) = Eeo(fifi—iv1), V47 2010 <7

D’ora in avanti per semplicitd supporremo che la misura u sia
concentrata in x € K ed indicheremo con E, la speranza matematica
calcolata rispetto alla probabilita P,.

Avremo:

B0 ~ Ewlfif)l = | [ S0 0 8 |50 5, 227) -

~ [ o=@ [ w0 awy

<

[ o [ rene— e, iy | | @ ax) —getam |
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f £ @15 (2, dx) < 2171 Ifil- 5, (10)

< 2|f| sup
zeK

(I'ultima disuguaglianza & conseguenza della (4')).
D’altra parte per ¢ < 4, si ha:

E.(if) | = |EA- B 518 [ - @swan

<UL 52, (11)

< |f]-sup <
»eK

Inoltre vale la seguente:

< <

[ ], s ew.a | emam
<If1- A1l (12)

Dal fatto che S; < oo, per § = 0, viene che la serie (5') & asso-
lutamente convergente.
Non & difficile ora verificare che 62 > 0, infatti

‘Eoo(flfh+l)

Eo(fi) =T® T*f2 = T> f2 = E* (f})
c

E (i) =T D(fT- 1+ f) =T2(fTI~1+if) = Eo(fi fi—iv1):
Per cui

n—1

" 2
B ((2,51) =# Bl +2 8, 6 = W B o) =

=1

w—1 L.E :
—n (=2 3 Enlfify) —2 8, b

> "

=n(d +w,),

dove |w,| < 6-[f][Ifll* Ry, + (/) - 1fI - lIf1] - S1 = o(1),

e quindi l'asserto.

Per la dimostrazione della parte (ii) del teorema 1 premettiamo
1 seguenti lemmi:
Lemma 2: Nellipotesi che valgano le (1), (2), (3), (4), (5), si veri-
fica che
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E,(fif) — Eoo(fifie;+ )l < Ky IlfIl- 5, (13)
VitleN*:j<t

Dimostrazione: Per la (1) e dato che H & un’algebra, si ha:
E.if) — Bl = | [ ) @ )
[ e - [ wew | s e-iviwan | -

A
< Al -5,

_ | j S0 ) - j fw) 0= (@)

dove f(a') = f(x') JK ) Q=i (&, dx") e H
Dalla (2) deriva poi che

WAL < WA TP 711 < By DI

Di qui risulta immediatamente la (13).
Lemma 3:  Se sono verificate le (1), (2), (3), (4), (5'), si ha;

1 .
7'1)% (Fm.n) —0? < Yu (14)
m+n ;
dove F,,,= Y f;F,=0F,,;7, =0(1l).
i=m-+1

Dimostrazione: Sara sufficiente dimostrare la disuguaglianza (14)
nel caso m = 0, essendo analogo il caso m > 0.
Dal fatto che

"

1 1 T
BRI <o (8B GIE) < ISt (9

sard suffiente verificare che

7Ex (F2) — a?| <s,,doves,= 0(1). - {16)
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Possiamo scrivere:

3 [E.() — EL()] +

|E, (F3) — no? <

<

SE(f 3 f)-n % Eulified
f= t=7+1 h=1

+2
" % —1

< B |E( —Eu() +2 3 E,,(f,-- ¥ f,)—
=1 f=1 t=f+1

~0 -0 EEalifin | +2 E [Balifirnl

D’altra parte dalla (4) viene che

X IEU) ~Ealf)i < X 1P 5 <A So. (17
Inoltre dalla (12) si ottiene
3 (Ex(fifor )l <11 111~ So
e dalla (11) si ottiene
n—1 n—1 d
igl Es (f’ ‘:zi2+lf‘) B i§l Es (f’ .:=;+1f') <
p—1 n—1
<X X E-(Gl< X X e <
j=1tznt1 i=1tzn+1
LFL- AL Sa (19)
Infine in base alle (10) e (13) si ottiene che
& ite
6(f 2 5)- F Ealifinn|<| X EGA -
tzit1 h=1 t=7+1

, 2 E(fif) — X Eu(fifiv))| <
t>i+a+1 h>q+1

~ 8 Eulfified)|+
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i+q

<, )y le' ILfIl - & +2- lfl'llfll'lf.‘«1 & +I< K- |Ifll-g 5+

=f4

F20fl Il Ry ge1 < K}Hg- & +Ropv1), Vg 20,

dove K} = ||f|] - max (K, 2|f|, 1).
Da cui

n—1 oo
SE(f B A)-6-1 F Ealifiin] <

i=1 t27+1

< KjgSo +(n — 1) Ry, y11] (20)

Introducendo le stime (17), (18), (19), (20) nella (16), si ha:

|E.(F2) —no? < |IfI2- S, +28l1fl-IfIl So +2|fl‘||fl|'51 +
+2K}gSy+(n —1) Ry .11 < K}{(29 +3) S, +
+S14+2m—1) Ry 1 +1Ifl1Sel, V g >0

Posto g = [n1/2], si ottiene l'asserto.

Lemma 4 (Sapogov [8]) Sia (p,, # = 0) una successione di v.a. do-
tate di E|g,|3.

n\2

Se poniamo B, = E(g g,.); « = ess sup [E(elo_1, - 1) — E0)]

is1

B; = ess sup {E(g2lei_1,.- 1) — Ef@?l; 7 = E(lal)? < + o0 e

se supponiamo che W o«/BY2 4 ¥ 5,/B, -+ é y;[B32 = % (21)
i=1 . i=1 =1 "

allora esiste una costante positiva C;, tale che

Y e— Y E) e
i=1 i=1 1 _ Cq
Py Sa|——— J e~*224dz| < (22)
B2 Var J YU,
V aeR

Dimostrazione: Segue non difficilmente, considerando le funzioni ca-

ratteristiche della v.a. y, = 8,/VB¥,, dove B¥, = ¥ Efo?) & prati-
i=1
camente coincidente con B, per U, - oo. (cfr. Bernstein [11] § 9).



Un principio di invarianza per catene markoviane

Dimostrazione parte (ii) del teorema 1:

Per il seguito faremo le seguenti posizioni: V# > 0
4 =1.§lmf(i—1)("1+nz)+i , 1<igd,
g = Xl i+ —Dpey . 1 <E<] 1
i =f(ln-——1)m+nz+1 + .. +fn

’ in In
F/=Ya ., F/'=Y¢
i=1

im=1

dove my=[nf] , my=[w] z”=[_”_]

Y 24« ’ (2-}—0(,2)

siha [, >ny >mn, F,=F, +F,).

133

Vogliamo verificare che la successione (g,)s»o soddisfa le ipote-

si del lemma 4. Poniamo B/, = E’” E,,(g,-z) + 2 2"‘"1 Ex(
i=1

=

5 ‘E Qs')‘

Per la condizione di markovianita, considerazioni simili a quelle che

conducono alla (11), consentono di affermare che

"
lEz(Qi Qi)[ < ny |f] I+ 2 Eli—1y(my + ) + ¢ —im — (i— Lz *
=1

Risulta allora che

u—1 n
; Ex(@i : 2 Qi)
+=1 f=i+1

n22+¢
dato che [, -ny Ry, 0y = s w2t - Ry, ny, #21% -
l”-nl
. l,,-nl
S Ryigu >0 lim 2 —=1.

7—>00 %22 +a

E' evidente a-lora che, per # — oo,

n
B, = ¥ 11 (62 + 5" ny)

i=1

S ot lfl IfIH - Row2e1 =0

RO) 7y <

(23)
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conformemente al lemma 3.
D’altra parte

«; = ess sup |Ex[Ex(g; — Ex(g,)| &1, .., E(i—l)n1+\i—-2)n2)lelr e @i—1]-
Ma
ing1+{i~1)n2
<
f=(—1){n; +n2)+1I

[Ex(gi - Ex(gi) IE(i—l)m +(i~2)nz)

Ez(fi[£(i—1)+(i—2)nz) - Ex(f;
€ |Ex(fi{ 5'\1'—-1)m+(1'—2}n;) —E.(f) < lifll- (sj—(i—l)m—(i—-z)"z + 57‘)'

in
Quindi, essendo ¥ «, < 7, [[fll * Ro p4,, Si ha:

i=1

in
Em 3« < ||f]| - lim ZZ”

B—00 = 1 n—roo fp2 T4

RZ taug,+1 = 0 (24)

Analogamente

ﬁi = €ss sup IEx[Ez(QiZ - Ex(eiz)l £(£—1)n1+(i—2)»2’ ey 51) lei-—lt"" Ql] <

< |E (02 — E (02 16— tym +mpi—2) <
im+ (5§ — 1)n2

< 2 IE;: (f72| 5(;'— 1ym, +(i-2)nz) -
1= —1)(m+n2)+1

(G —1)nz—1 ing+{s—1)
- Ex (f72) +2 E E lEz(fhfa) | 5(;-— Iy + (i — 2)nz) -

k=@ —1)m+m)+1 e=k+1

- Ex(fkft)lp

da cui banalmente viene che

B: < 1F1I2* Ropyy + R I1FIl - #1* Ro s,
e quindi

In

Z B
lim ”;‘B‘, =0 (25)
H—>00 »

se si pensa che valgono la (23) e le seguenti

!
Yany (o +5',) Lom R
. §=1 . N (i 0,
lim * =02 lim 22— Omets —
#—>00 " n—>00 n .
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. Infine .

v: = E.(lo3) < mi-1f]-E,(e?) e quindi

in
Y
- lim =t 26
Any, ny: 11121o (B,7%) 0 (26)

Dalle (24), (25), (26) si evince che

Eln : Zm ‘3, Eln ”

i=1 i=1 i=1 <%_”1
B0 > 0ty + gt {E I <1

e quindi, sulla base del lemma 4, si ha:

1 a .
S e dz
\/27! J_oo

: i \2 :
Se si pone B, = E,,( y g,-) , si ha:
i=1

< Crn—ris, (27)

Fn - Ex(Fn) . Fnl —_ Ex(Fn,) . ‘IBnI + Fn” _ Ex(Fn”) V Bn”
' UW VB, oVn B,” o\n

Se osserviamo che

D ) FII . x(F II \/B r ll)]z ) an” _
) VF 77 u ]2 B " ) UW

. Bn” _ [Ex(Fn”):IZ . Bn” . Bn” 1

- B no2 on2

-0

allora calcoli analoghi a quelli fatti per B,’ portano a concludere che

B, = Yhny(o2 +5s,") , per #n > co.
i=1

In base alla (27) deduciamo quindi che esiste 28 > 0 tale che:

Px(

Fn” — Ex (Fn”)

oVn

> e)s 1 (28)
" e2np—n
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Dalle (27) e (28) non & difficile far vedere che 3C >0 e» >0

F, —E_(F,) 1 [e
_”___.~_’_L< _— =212 dz < Cn—" 29
P"( cVn a) V2= J_me (29)

VacR e xekK.

Dalla (29) e dal fatto che

liEx(F,» <L 117118
n n

risulta completata la dimostrazione del teorema.
Come si puo notare, per la dimostrazione del teorema 1 non &
stata adoperata alcuna condizione di ¢-mixing.

3) DIMOSTRAZIONE DEIL TEOREMA PRINCIPALE

Siamo ora in grado di dimostrare il seguente terema del limite
centrale funzionale:

Teorema 2: Nelle ipotesi del teorema 1 e se ¢2 > 0, allora
X, 2w ., n-ow® (30)

uniformemente rispetto ad x € K, dove W & la misura di Wiener su

[0, 1] ed il simbolo 2Py indica la convergenza in distribuzione ris-
petto alla probabilita P,.

Dimostrazione: Supponiamo che siano verificate le ipotesi del teo-
rema 1 per y = 2 e a = 1, vogliamo verificare che:

(@) Xu(), Xp(T2), o, X, () 252> (Wt), .., W(ty)
VE20 e Hh<th<..<te[0,1] ; #—> oo,
uniformemente per x € K.
(b) EAX,() — X,()12" |1X,(t) — X, (5)|3 < 4K2(t; — 41)2,
Vielt, b

dove K & una costante positiva.
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Per quanto attiene alla parte (a) del teorema, la (30) & evidente
per £ = 1, a norma del teorema 1 e della definizione di mistura brow-
niana.

Per £ = 2 (il caso £ > 2 & analogo al caso & = 2) occorre veri-
ficare che

(X,(8), X,(0) 222> (W(s), W(t) (31)
per ogni s < te[0,1].

In base al corollario 1 pag. 31 di Billingsley [2], & sufficiente di-
mostrare che

(X, (5), X, (t) — X,(5)) 222> (W(s), W(t) — W(s). (32)

Dal fatto che W(s) e W(f) — W(s) sono indipendenti e distri-
buite N(0,s) e N(0,¢ — s) rispettivamente, verificare la (32) equi-
vale a verificare la seguente

1 1
’P,{;-Vn: Spe) < @ W (S[nt]‘— Stag) < b} -
(33)

-0

1 a 1 b
_ e~ 22 gy . e #320-35) g4
(vzns J_oo ) (vzn(t—s) J_m )
per # > o0, Ya,beR.

Per la proprieta di Markov ed in base al teorema 1, si ha che il
primo membro della (33) & maggiorato dalla quantitd 2C n—* che
tende a zero per n — o0, s < te [0, 1].

La parte (a) del teorema del teorema & dunque dimostrata, essen-
do la convergenza uniforme rispetto ad x € K.

Dimostriamo ora la parte (b).

Per il lemma 3 si ha:

Ex{IXn(t) - Xn(tl)lz ' an(tZ) - Xn(t)lz} =

1
- o Ex{ls[n;] — S[nt,]|2 . ]S[ntz] — S[”‘]]Z} <
o

< ((nts] —[mt]) (02 + Stnta] -—[m]) ([nt] —[nty]) (02 + Stnt] — ttr)
c4n2 .

<
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< g2 (8] = [01]) (@] — [m81]) _ { [nts] — [nty] K}z

%2 ”

' G2 - 8r 54 02 - Sp
dove K, = sup (02 5- ) [nt])( + St [n:g)
n=0 o4

Se t, — ¢, 2 1/n, allora

[nty] — [nt]

<h—1 +~L<2(’52—t1)
n n . .

e di qui segue I'asserto.
Se ¢ty — ¢, < 1/n, dalla (6) segue banalmente I'asserto.

Corolilario al teorema 2: Nelle ipotesi del teorema 2 e per ogni dis-
tribuzione iniziale y della catena (£,),»0, si ha ‘

X, 2Puy w
per # — oO.

Dimostrazione: Per il seguito indicheremo con D0, 1] la o-algebra
di Borel per la topologia di Skorohod (cfr. Billingsley [2]). Sia
A eD]0, 1], tale che W(94) = 0 dove con 94 si & indicata Ia
frontiera di 4.

Allora

P, o X,~1(4) — W(4)] < J P, o X,~ 1(4) — W(A)| (i) <

< sup |P,o X, 1(4) — W(d)] -0
z€K

per # - oo, conformemente al teorema 2, e 'asserto.

CONSIDERAZIONE FINALE
L uniformita rispetto ad x € K della validitid del teorema 2 in-
sieme coi teoremi 15.4 e 15.6 di [2] i fanno concludere che:

— se si indica con m, ,_;, la proiezione naturale da D in R, si verifi-
DP,

ca che X, om > W om,, ., uniformemente per x € K,
E>0 Hh<i<. <tkE[O, 1.

— 3 ny > 0 tale che la famiglia di probabilita (P, X,-1), xeK
k n=ny

& ((tight» .
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