UN PROBLEMA DE TRANSMISION NO LINEAI,
DE TIPO HIPERBOLICO-PARABOLICO

por

EvAa SANCHEZ MANES

1. — INTRODUCCION

Sean QU y Q@) dos conjuntos abiertos de R* que satisfacen las
siguientes condiciones:

1) 22 es un conjunto abierto acotado cuya frontera I' es una
variedad de dimensiéon # — 1 y clase C®

2) Q) es un abierto no acotado cuya frontera I’ es comuin con
Q2 y tal que QU@ yI' = R*

Q(l) nQ(Z) = g

Sean Q¥ (¢ =1,2) los abiertos cilindricos Q¢ x 10,7 con
T < + oo y sean fi(x,¢), x = (%1 ... %,) dos funciones dadas defini-
das sobre Q) Ilamaremos # = (1), 412)) a la solucién, si existe y
es tinica, del problema clasico

DZ“ u(l) .Jl_ A2 u(l) + ]»%(1) =f1 en _Q(l) X }0, T[
P (1) —D,u? — Zn D/(|D; u?| #=2 D, u2)) = f, en Q2 x 10, T
i=1
(p>2,43>0

con las condiciones siguientes:
— iniciales y finales

(2) w(x,0) = D, 'V (x,0) = 42 (x,T) = 0
— de contorno, y te]0, TT.

Si I'=1I1ul, en donde Iy v I'y son conjuntos abiertos en I'
disjuntos, variedades de clase C°° y dimensién # — 1, entonces
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(3) u(l)/rz — D?tu(l)/Fz - Diu(l)/l’z — D"(Dtu(l)) /1_,2 — u(Z)/I’z — M(Z)/I"z =0

(4) lim V) (x, ¢) = lim D, »'V (x, £) =

|xl—+0c0 |x|—>+co

= lim Au'D (x, ) = lim A(D, w0 (%, ) = 0

|#]—+o00 |#]—>+oc0
— de transmisién en I'y, v ¢ €]0, T

D, 14,(1)/1,,l = 14(2)/1,I
Dn (‘Dt u(l))/l"l = Dn M(l)/f', =0

(5)1 n
D,(4u)[p, = 3 |D; u2|P=2 D, u2 cos (n, x;) [,
i=1
o bien
Dn (D 14(1)) rn = 74'(2)/111
(1) — 4(1) =
(5)2 Dtu /I‘1 u /FI

u
AuV |, = _leDi u2|P~2 D, 42 cos (n, %;)|r,
=

Por otra parte, sea 2, c R, m = 1,2,... un abierto acotado, que
podemos elegir como el complementario de 22y’ en una esfera
de radio 7, que contiene en su interior a 22 centrada en un punto
fijo y tal que lim7z, = + o0

m—>00
Llamaremos #,, = (#U,,, 42),) a la solucién, si existe y es tni-
ca, del problema clasico

”
(6) - Di 7’{’(Z)m - 2 Di (]Dl M(2)1n|P—2 Dz M(Z)m> =f2 en Q2 X JO’ T[
i=1

$>2, 430

donde R, f; representa la restriccién a £2,, X 10, T[ de f;, con las
condiciones:

— iniciales y finales
(7) w0V, (x,0) = D, uV,, (x,0)=u?, (v,T)=0

— de contorno y £ €10, T
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(8) ', [p, = D, uV,[p, = D, wV,, [, = D, (D,uD),) [, = u2, [ =0
9) w,,/py, = D, uV,, [y, = Dy, [ = D, (D,u1),,)[r,, =0
siendo I, la superficie esférica de radio 7,, correspondiente
— de transmisién en Iy, v £ €10, T[

Las mismas condiciones (5); 6 (5), aplicadas a u,,.

Nos proponemos demostrar que la solucién # del problema P
existe y es tnica en un sentido débil, que especificaremos més ade-
lante, que la solucién #,, del problema P,, también existe y es tinica
en el mismo sentido que # para cada valor de m =1, 2... y que si
prolongamos por cero a todo Q) x 10, T cada una de las soluciones
1), la sucesién resultante converge en un cierto espacio hacia la
solucién # del problema P.

También estudiaremos el tipo de dicha convergencia

Para todo ello, se hacen necesarias las siguientes etapas

1) Formulacién de un teorema de existencia y unicidad para las
soluciones de los problemas P,, v P

2) Acotaciones o «estimaciones a prioriy sobre las soluciones #,
o sobre sus prolongaciones por cero a todo QW x 10, TT

3) Paso al limite en dichas soluciones cuando m — +

Diversos autores han contribuido al estudio de los problemas de
transmisién para operadores lineales elipticos de segundo orden y
de orden superior, entre ellos, citamos a Campanato, Stampacchia,
Lions, Schechter.

Problemas lineales de tipo parabdlico e hiperbélico-parabédlico se
encuentran estudiados en Lions [4] Gisvard-Baouendi [1] y Talenti-
Pagani [1].

En cuanto a problemas de transmisién relativos a operadores no
lineales citaremos en particular el problema de transmisién de tipo
hiperbélico-parabdlico estudiado por Cohen y Rubinov, problema
que aparece en Biologia (Ver Lions [3]).

Una gran variedad de problemas de transmisién lineales y no
lineales son estudiados en Lions [2] dentro del marco de los proble-
mas «raidesy.

15 — Collectanea Mathematica
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El problema de transmisién que resolvemos aqui tiene su origen
en el trabajo de Lobo [1]. Se estudia en dicho trabajo un problema
de transmisién de tipo parabdlico asociado a operadores no lineales,
pseudomondtonos de distinto orden, y tal que la parabolicidad cam-
bia de sentido en las dos ecuaciones que constituyen el sistema en
el que tiene lugar la transmisién. En el problema de transmisién
que constituye el presente trabajo hemos considerado una de las
ecuaciones de tipo hiperbélico asociada a un operador lineal de cuarto
orden, mientras que la otra ecuacién es parabdlica retrégrada, aso-
ciada a un operador no lineal, concretamente el operador laplaciano
generalizado.

El hecho de considerar la parte parabdlica de nuestro problema
como retrégrada, nos ha condicionado de manera definitiva a la
hora de estudiar el tipo de condiciones de contorno y de transmisién
asociadas, para llegar a obtener resultados de existencia y unicidad.
En efecto, aunque en un principio nos hemos planteado un problema
de transmisién de tipo hiperbélico-parabdlico con condiciones de
transmisién no diferenciales (siguiendo la denominacién de Lions
[4]) a lo largo de nuestro trabajo los espacios funcionales que nos
han permitido llegar a una buena formulacién en términos de ana-
lisis funcional, abstracto, y a unos métodos de resolucién apropiados
(regularizacién eliptica y parabdlica) nos han llevado a considerar
condiciones en la frontera (concretamente en las paredes del cilindro
0Q2) % 10 TT) en las que intervienen junto con las derivadas respecto
de la normal a I, las derivadas con relacién a 7.

Queremos hacer notar también, en relacién con los métodos em-
pleados, que el método de Galerkin que tan 1til se ha revelado en
los problemas no lineales, no es aplicable en este tipo de problemas,
debido al caricter parabdlico retrégrado de una de las ecuaciones.

2.— FORMULACION DE UN TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD
PARA LAS SOLUCIONES DE LOS PROBLEMAS P v P,.

Es evidente que, segiin que elijamos las condiciones (5); o (5),
tendremos dos problemas de transmisién diferentes.

Cualquiera de los problemas clasicos P o P,, asi planteados, no
sabemos si tiene solucién, ni siquiera si ésta es tinica. Para resolver-
los, procederemos de la forma siguiente: ‘

Sustituimos el problema cldsico por un nuevo problema que lla-
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maremos débil. La existencia y unicidad de solucién de este pro-
blema débil nos lleva a un teorema de andlisis abstracto. Después,
veremos en qué sentido estin relacionados ambos problemas. Es
decir, bajo qué condiciones la existencia y unicidad de solucién en
uno de ellos (débil) entrafian existencia y unicidad en el otro (cla-
sico).

RESOLUCION DEL PROBLEMA P.

2.1. — Planteamiento del problema débil o problema P’

El marco funcional

Denominaremos D (2%) i = 1,2 al espacio formado por las res-
tricciones a Q%) de las funciones de D (R"). Llamaremos D°(!_2(")) a los

subconjuntos de funciones de D(2Y¥) que se anulan en un entorno
de I 2.
Emplearemos ademds las notaciones:

si o eﬁ(f)(l)) llamaremos
aellly, = (]2 00y + 114261212 00) V2
Evidentemente esta norma equivale a

o]y, = (A]|ul|2L2@w) + [|A#]|2L2(a)) 12 con A >0 si u eﬁ(ﬁm)
tomaremos

HMHVZ = ( }”: |D‘iu|1’)l/1’

i=1)Q@

definimos entonces los siguientes espacios

IO/I = {u elcj(!j‘l))/yl =0 en I'y}
= {(g, u3) € Vi X D(QD) fyyup = you3 en I'
= I}l X W

(10); ¢ V, = completado de 171 respecto de la norma [||u|[|,,

<o go

V, = completado de lo)(ﬁ(Z)) respecto de la norma ||ull,,

V = completado de v respecto de
\ leelly = Nledllly, + [lu2llly, + lluslly,
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o bien
CVi={u eﬁ(ﬁ(l))/yo u; =0 en I}
W= {(yu3) € Vi x D(@2)Jyyup = yous en I'y
V =V, x W
(10); ¢ ¥V, = completado de I°/1 respecto de |||ul||,,
V, = completado de DO(I—J(Z)) respecto de ||u||y,
V = completado de v respecto de

lllly = Ilwllly, + [lu2llly, 4 [luslly,

\

Es evidente que, en cualquiera de los dos casos, V coincide con
Vi x W siendo W el completado de W respecto de la norma

[[2¢]

w = [[lwallly, + lluslly,

Los espacios Vi, V, y V son espacios de Banach separables y
reflexivos, lo mismo que sus duales. Ademds, ¥ es un espacio de
Hilbert respecto del producto escalar:

(u, )y, = A1, V) 20wy + (Au, 4V)12000) = ay(1s, v)

siendo 4 > 0 el ndmero que aparece en el enunciado del problema P.

En el caso 4 = 0, ap(# v) no define un producto escalar en Vi,
ya que la no acotacién de QW nos impide aplicar la desigualdad de
Poincaré. Tomaremos entonces:

(11) a,(u,v) = (4, ), con & >1/2
Sean también los espacios

H, = LZ(Q(I)) H, = LZ(Q(Z)) H=V,x H x Hy

desde luego, H es un espacio de Hilbert, respecto de la topologia
producto.

Si identificamos H con su dual, y denotamos por V' al dual abs-
tracto de V, se tiene que

Ve—sH V'

en donde el signo —— representa la inclusién densa.
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Emplearemos la mnotacién L2(W) para representar al espacio
L2(0 T; W). Finalmente, elegimos los espacios

DIOT;V)=D(OOTVy) Xx DOOT[; W) en donde V; y W
vendrin representados por (10); 6 (10),, segiin que resolvamos el
problema de transmisién (5); 6 (5),.

Tomaremos:

V = complecién de D(]J0 TT; V) respecto de

(12) [lu]ly = H”l“Lz(V,) + i|“2”L2(V1) + [|#3llee v -

Desde luego, 7 es un espacio de Banach separable y reflexivo, lo
mismo que su dual V’.
Sea ahora

H = L2(Vy) X L2(H,) X L*(Hy)

que es un espacio de Hilbert respecto de la topologia producto.
Identificando H con su dual, se tiene que

Vs> H— 7"
Definicién del Operador A
En los espacios V| y V, respectivamente, definimos las formas

@, (uy, v1) = (

Qo

A%l A'Ul + Z[ Uy V) , Uy, U1 EVI

. Jew

”
as (g, v2) = ¥ f |D; u3|P~2 D; uy Dyvy , #p,v2€ V),
oo

i=1
Ambas formas definen dos operadores 4, y A, tales que

(Aj ny, vy, = @ (1, v1)

(Azuz, v2)p,p, = a(uz, v2)
en donde se ha tenido en cuenta que a, verifica la acotacién:
p—2
(13) |az (12, va)| < |l ™ [lv2]ly, .

A partir de 4| y A, definimos dos nuevos operadores A; v Aj
como sigue:
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T
(A; w1, 7’1>L2(V',)L2(V,) =J dat a,(uy(¢), v1(2))
0

=1

r 1 1
(A2 g, Va) Loy Loy = I @t az (15 (), v2(f)) con ry + P
0

Finalmente, podemos definir un operador
A L2(Vy) % L2(Vy) X LP(Vy) — L2(Vy) x L2(V7'y) x L"(V")
en la forma

Al —1 0 “ o

Auw = | 4, AT 0 1y (14)
0 0 (M 2a4—AL) \ uy

En el caso 4 = 0 tomaremos como A:

kI —1 0 \ [ owg
Av= | 4, kI 0 1y (14 bis)
0 0 (eMP~2 4y —kI U3

siendo % la constante mencionada en (11)
Llamaremos operador A a la restriccién del operador A al espa-
cio V.

Definicion del operador A e

Dado un niimero real & > 0, conservando las notaciones ante-
riores, definimos el operador A, en la forma siguiente

AT —1I 0
A=\ 4 M +e4 0 siz>0  (15)
0 0 (e¥)P=2 4y — AI

si A =0:
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kI —1I 0
A;=1 Ay kI + e(do+ kI) 0 (15 bis)
0 0 (ey=2 4, — kT

El operador L

Si weV,u = (u; uyu;) llamaremos »' al vector (u'y;u'yn'3),
donde estas derivadas se consideran en el sentido de las distribu-
ciones con valores vectoriales.

Definicion 1
Llamaremos W al espacio vectorial
W = {ueVu eL2(V,) X L2(V"y) x L' (V?,)}

que es un espacio de Banach separable v reflexivo respecto de la
norma

ool = Hoslly 4 o8| 227y x L2y x L9 vy
En los lemas siguientes enunciaremos algunas propiedades de los

elementos de este espacio.

Lema 1 El espacio D([0T] V) con V dado por (10); 6 (10), es denso
en W
Lema 2 Siue W, entonces % es igual a una funcién continua de [0 7]
en H salvo posible modificacién en un conjunto de medida nula
Ademés W —— CO([0 T]; H).

TLa demostracién de ambos lemas es afidloga a la de los lemas
2.2 vy 2.3 de Lobo [1]

Definicién 2
Denotaremos por D(L) al espacio

D(L) = fueVu' e L2(Vy) x L2(V'y) x L¥(V"5), 1, (0) =
— (0) = w3 (T) = O}

que es un espacio vectorial bien definido en virtud del lema 2
Sobre D(L) definimos los siguientes operadores
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L:D(L) - L2(Vy) x L2(V'y) x L¥"(V'y)
- L

u w= (u'y,uy —1's)
’

L:D(L) -V
2 — Lu = Lu|y (restriccién a 7)

Entonces en D(L) consideramos la siguiente norma
(16) 11y = leellv + 11 Lo|| 227y x L2y x 227 (177

que convierte a D(L) en un espacio de Banach
Ademas se tiene que:

Lema 3 D(L) es denso en ¥V

El semigrupo G(S)

Sea G(S) el semigrupo de traslaciones en ¢ a la derecha (cf. Lions
[3]) v sea — A su generador infinitesimal.
De las definiciones anteriores se deduce que

1weD(L) = uy € D(A)

Tomaremos
G(s) O 0
Gs)=1 0 G(s) o0
0 0  G(s)

que es un semigrupo sobre ¥ y sobre H. Ilamaremos-/ a su genera-
dor infinitesimal y representaremos por D (A; H) a su dominio en H.

Formulacion débil del problema de transmisién (Problema P’)

Para cada g = (0, f1, f,) demostrar la existencia y unicidad de
un elemento # € D(L) tal que satisface la ecuacién

Lu+4 Au=g en V'

Antes de resolver este problema, veamos en qué forma se relaciona
su solucién con la del problema clasico planteado en un principio.
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2.2.— Demostracion de que el problema débil engloba al problema cldsico

Escribiremos el problema P en una forma equivalente con ayuda
del cambio de variable

vy=uye* vu=D u e vy=uye".

FEnunciamos la proposicién siguiente:

Proposicion 2

Sean fy e L2(J0 T x QW), f, e LP(J0 T[; 22) y sea v = (v; v v3)
solucién del problema P junto con sus condiciones iniciales y finales,
de contorno en [, y de transmisién en I'y, A¢€]0, TT.

Supongamos ademds que v € C2([0 T7; V). Entonces v es solucién
del problema P’

La demostracién de esta proposicién sigue los pasos usuales en
este tipo de problemas, y no la daremos aqui.

2.3.— Demostracion de la existencia v unicidad de solucion del pro-
blema P’

En lugar de resolver directamente el problema, vamos a plan-
tearnos otro problema que llamaremos «regularizado parabdlicon
del anterior y que denotaremos P,’.

Si ¢ > 0 es un niimero real fijo, demostrar que existe una solu-
cién w, e VnD(L) (no necesariamente unica) del problema

Lo,+A.0,=gen V" g=(0,f,f)eV".

Para ello, aplicaremos el segundo teorema de existencia por regu-
larizacion eliptica de Lions [3].

En lo que sigue, demostraremos que los operadores 4, vy L cum-
plen las condiciones exigidas en este teorema

Proposicion 3

Los operadores A y A, definidos en (14) y (15) respectivamente
son acotados en V.
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Demostracion

Teniendo en cuenta que L2(V,)— L2(H,) y que L?(V,)— L2(H,),
p = 2 lo que implica que

Hull iy < Co(T) ey VY ueLl2(Vy) , Ci(T) >0
Nt amgy < Co(T) Nwjlirgry Vuel?(Vy) , Co(T) >0
v el resultado (13) sc obtiene después de un sencillo calculo:
A, #lly < oy lw1ll2ry + o2 92ll20ry +
+ o3 flusllz ) + oa Huslle e - (18)
en donde hemos tomado
ap=1+21 ay=14¢e+ AC2(T) a3= (1)P~2 a4= AC2(T)

La desigualdad (18) es vilida para el operador A con ay =1+
+ AC2; (T) y en el caso A = 0, aparece % en lugar de A.

Proposicién 4

Los operadores 4 y A, son pseudomonétonos en D(L).

Demostracion

Pseudomonotonia del operador 4,.

Aunque haremos todos los célculos para el caso A > 0, los re-
sultados se mantienen también cuando 7 = 0.

Sea A, = AV 4+ 4,2 con

21 —7 0

0 0 0
AV =1 4 a+eqa, o] 42=10 o0 0
0 0 0 0 0 (P2 4y — A

El operador A,V es mondtono, hemicontinuo y acotado, segiin
se comprueba ficilmente. En el caso A = 0 es necesario emplear la
hipétesis £ > 1/2 para obtener la monotonia, ya que Ay no es el
producto escalar en V. Demostraremos que el operador A,2 es
pseudomondtono en D(L).



TUn problema de transmisién no lineal de tipo hiperbdlico-parabdlico 239

A partir del teorema 5.1 pag. 58 de Lions [3] y del teorema de
Kondrasow (Negas [1] pag. 106), se comprueba que

i) La inyeccién de V, en L2(Q?2) es totalmente continua

ii) Si {u;} € D(L) es una sucesién tal que #; -« débilmente en
V,ueD(L), Lu; -~ Lu débilmente, entonces 1,3 ->uB3) fuer-
temente en L2(H,).

Por otra parte:
limsup (A2 uj, uj — 1) < 0= lm sup (A ;3 11,30 — u3% < 0

Ademés, es sencillo comprobar que A, es una aplicacién de dualidad
relativa a o () = ##~1 respecto de la norma en L?(V,). Esto implica
que A, es un operador pseudomonétono en L?(V,), asi que se tiene

liminf (A 3, 43 — 03 > (A uB), u3) — 1B3)) VveD(L)
y operando se llega a

liminf CA® uj, uj — vdyry = (ADw, 0 — 09y  VwveD(L)
De la Nota 2.12 pag. 189 de Lions [3], resulta finalmente la pseudo-
monotonfa de A4,. La pseudomonotonia de A se obtiene de la mis-

ma forma.
La coercividad de A, se deriva de las desigualdades

—siA>0
(A, wypy 2 2w 2oy + € |12l200 00y + sl Prr ) —
— 2. C(T) Nuai2rr ey (19)
—si A=0
(A, uyyry > ka H'u'lHZI.Z(I',) 1 & !I“z“zmuq) -+ ”'”3”1)/.”(1’2) -
— kR C(T) [lu3l2rr-y . (20)

La demostracién de que L cumple las condiciones exigidas en el
teorema de existencia sigue los mismos pasos que la demostraciéon
andloga que aparece en Lobo [1] pag. 243 y ss., asi que no la repe-
tiremos aqui.

Debido a todo lo anterior queda establecido el siguiente teorema:
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Teorema 1

Conservando las notaciones anteriores, se tiene que: .
Fijado cualquier & > 0, existe un elemento #, € D(L)n ¥V’ tal qu

Lu,+ A,u,=g en V’ (21)

El paso final consiste en demostrar que, cuando & —» 0, la solu-
cién #, de (21) converge hacia un elemento u € D(L)n ¥V que es so-
lucién del problema P’.

Estimaciones a priori

Imponemos la condicién g € D (A4; H) € ‘H. Multiplicando en ambos
miembros de (21) por u, € V, y teniendo en cuenta que {Lu,, #,> > 0
y las desigualdades (19), (20), tras un sencillo célculo resultan las
acotaciones

Hotell] 2y < Ci si e<g (22)
Ve ||u52HL2(V1) <Cy si ex<g (23)
[le3]| < C3 si e < g (24)

sean los vectores

—nl A S M A

e e

(G =T Gl 1 G*(s) —I G(s) — I
l —( S s s s

Grio) =L Gl =1, 3)

v = (E(S)__—I 11 G(S) —1 2 G(S) —1 7533)

Multiplicamos por » en (21) y puesto que las componentes de L
conmutan con G y con G* resulta

ap 01112020y + 22 102012028,y + C(T) 110112y — 3 1103112128, <

< (HE.@;I £ G(s) —1

) (HvzHr_z(nl) + ”v3”L2(H2))

+ 1' ‘ le

L2(Hy) L2(Hy)
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Puesto que g e D(A; H), el primer paréntesis del segundo miembro
tiene un limite finito e independiente de ¢ cuando s - 0, asi que es

sencillo ver que |[vy]|.(y,) se mantiene acotado por una constante
independiente de & cuando s < sp. Entonces

G(s) — I
s

R < Cy sl €< g

lim ||og]] 2,y = lim .
s—>0 0—>s | 12(V))

resultando la acotacién
H(usl),HLl(Vl) < C4 si ¢ < &.

Multiplicando en ambos miembros de (21) por el vector (#,2 — 2,1,
0, 0) € V, se obtiene:

le2 2y < Cs sl e < g. (25)

Y las acotaciones (22), (24) y (25) proporcionan la primera estimacion
a priovi

llellv < ki si & < g- (26)

De (23) se deduce que si V & ||u2|] L2y estd acotada cuando & < ¢,
también estd acotada la expresion & ||%,2||z2r,) Si & < &. Asi que, la
desigualdad (18) permite concluir que [|4, #,||y~ estd acotada por
una constante independiente de & cuando & < g. Hemos obtenido
asi la segumnda estimacion a priorvi

HAB %eH"V' < kZ si e < & - (27)

En la igualdad (21) multiplicamos por J~1 L %, siendo J la aplicacién
de dualidad relativa a o (¥) = x. Operando se llega a:

”L 1“5”7"' < HgH"" + HA'S 7"5”‘7"
y teniendo en cuenta (27) se obtiene la fercera estimacion a priori
L wyllyr < k3 s 0<e<og.

Paso al limite cuando ¢ - 0

Se deduce de (26) que puede extraerse una sucesién {u,} tal que
u, — 1t débilmente en ¥ cuando & -0
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De la misma forma

|4, #yl|lvr < By > A, u, — y; débilmente en 7’ cuando ¢ -0
<k

L )y 3= L u, -y, débilmente en ¥’ cuando £ —0.
Por lo tanto, si en la ecuacién (21) multiplicamos por un elemento
v € V arbitrario y hacemos & - 0 se obtiene

Xntx=gen V.

Del teorema 3.81-C de Taylor [1] deducimos que # e D(L) y que
22 = L u.
Calculando vemos que lim sup (4u, u, —u) < 0 y de la

e—>0

pseudomonotonia de 4 se deduce que
(g —Lv,u —vypy =2 {du,u —v)yy VYveD(L)

Tomando v = — 0 w,0 >0, w e D(L) y pasando al limite cuando
6 >0resulta Au =g — Lven V'
Queda demostrado el teorema siguiente:

Teorema 2

Fijado cualquier elemento g e D(A; H), existe un elemento
uweD(L)nV solucién del problema P’.

Unicidad de la solucién del problema P’

El problema P’ es equivalente al que se obtiene haciendo el cam-
bio de variable v = ¢* %, que es de la forma

Lu+Au=fen V.
Pero la solucién de este problema si existe, es tinica ya que A4 es un
operador estrictamente mondétono.

Este razonamiento no es védlido en el caso 4= 0, porque QW
no es un dominio acotado.

El paso dltimo, que consiste en demostrar que si la solucién del
problema P’ es suficientemente regular, entonces es solucién del pro-
blema P, sigue un razonamiento analogo al que aparece en Lobo
(1] pag. 253 y ss. asi que no lo repetiremos aqui.
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E1 PROBLEMA P,

Se trata de asegurar la existencia y unicidad de solucién u,, del
problema P, para cada valor de m. Después, hemos de prolongar
por cero a todo Q) la primera componente de dicha solucién, obte-
niéndose asi una nueva sucesién que, segiin demostraremos, converge
en un cierto espacio hacia la solucién » del problema P. Sin embargo,
no es necesario hacer una exposicién de los cédlculos efectuados para
resolver P, porque, salvo alguna pequefia modificacién, siguen una
marcha andloga a los anteriormente expuestos.

3.— PASO AL LIMITE EN LAS SOLUCIONES %,
Si u eV, (espacio en el que hemos resuelto P,), llamaremos %

a la prolongacién por cero de % al dominio Q1. Desde luego, % € V
v ademds

||””'7'm = Hﬁ]h'

También:

v =UD(L,) = UD(L%)

mn
m m

es decir, dado u €V existe una sucesién {u,}, u, € D(L,) tal que
u,, —u# en V. Estos elementos #, pueden tomarse muy regulares,
de forma que L, u,€7.

Volvamos ahora a nuestro problema. Como es usual, es necesa-
rio obtener en primer lugar algunas acotaciones o estimaciones a
priori.

Sea 1, la solucién del problema regularizado parabdlico de P,,:

’
Lm Uem + Asm Uep = gm en V m (28)

que, cuando ¢ — 0, converge hacia u,,, solucién de P,, para cada
valor de m.

Multiplicando en (28) por #,, y repitiendo todos los célculos que
hicimos en el problema P’, resulta que todas las acotaciones que se
obtienen para los componentes de u,, son validas para unas cons-
tantes que no dependen de ¢ ni de m.
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Es decir
Huem”"Vm < k 0 <esx & > vV om.

Pasando al limite cuando & — 0, resulta la

Primera estimacion a priori

HumH"l’m <k v om

o bien

H‘ﬂqu) <k Vm.

Pero A es un operador acotado asi que

Scgunda estimacion a prior
NHA %, <k Vm.

Queda pues asegurada la existencia de una subsucesién que seguire-
mos denotando {1,} tal que

%,, - u débilmente en V
A4 %, -~ y; débilmente en V’.
Puesto que u,, € D(L,,) es solucién de P’,,, se verificard que:

<Lm Uy v>V'm T + <Am Uy ‘U>7"m Vm — <gm’ ‘Z)>-‘|/'m Vi

cualquiera que sea ve7V,,.
Tomemos en particular v € D(L},) con la condicién de que sea
muy regular, y entonces, para m > m, tendremos

<u1m Lf"' v>1”m Vm + <Am ‘ltﬂl’ v> 7"’m Tm = <g17” v>1!’m Tm
0 bien
<1/L, L: 'U>'V'm Vi —{- <A %, 5>-v' p = <§m’ ?)'>-'p'-'p .

Prolongando por cero el primer sumando y teniendo ademis en
cuenta que
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LEv=L*%
obtenemos
(s LEDY + (A T, Ty = (Fs D)
Pasando al limite cuando m — oo
Qo LEVYyrv + (v, Vyyry =g D)y
igualdad que puede escribirse en la forma:
(o, L* Tyyry = (& — 21, vy

y que es valida para todo 7 perteneciente a un conjunto denso en V
segtin las observaciones que hicimos al principio de este razonamiento.
Entonces, teniendo en cuenta que D (L*) es denso en 7, concluimos
que w e D(L)

L%:g — 1 en 7/'.
Habremos obtenido el resultado que buscdbamos si demostranios

que y; = A u pero estos célculos son una repeticién de los que apa-
recen en una proposicién andloga en el problema P.

16 — Collectanea Mathematica
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