ECUACIONES DE EVOLUCION CON RETARDO VARIABLE
por

J.M. Fra1LE PELAEZ

Este trabajo tiene como objeto presentar resultados de existencia
global de soluciones para ciertas ecuaciones diferenciales funcionales
asociadas a procesos con retardo variable. El principal argumento
sera la aplicacién de ciertas estimaciones puntuales sobre las solu-
ciones de una ecuacién diferencial escalar.

NOTACION Y RESULTADOS AUXILIARES

Se dice que § es un grafo monétono en R2 si, para todo par [#q, s{],
(72, s;] €B se tiene que (s; — s;) (¥ — #2) > 0. Tales grafos estan
biunivocamente asociados con aplicaciones (eventualmente multivo-
cas) f: R — P(R) definidas por sef(r) si [r,s] €f. Por lo tanto,
puede hablarse indistintamente de grafos o de aplicaciones monétonas.
Por otra parte, un grafo monétono se dice maximal si R(I 4+ 48) = R
para todo 4 > 0.

La seccién minima, %, de una aplicacién monétona es

k(r) = po(r) = {y € B(r)[ly| = inflz], z € B()}.
Por otra parte, puesto que 8 puede ser multivoco, conviene introducir
Bt (r) = sup {Iylly € B(r);.

Sea X un espacio de Banach real, | - | su norma. Se introduce el fun-
cional

.+ Ayl — x|
71— - s @
I:x, yJ 111—1>II;)1+ h
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En estas condiciones, una aplicacién. 4:D(4) € X - X se dice
acretiva si

V [%,y], [%,5] €4, se verifica [x — %,y —J] > 0.

Una aplicacién acretiva se dice m-acretiva si, ademds, R(I + A4) = X
para todo 1 > 0.

El siguiente resultado, de cardcter técnico, serd fundamental
para lo que le sigue, y su demostracién puede encontrarse en ([3],
apéndice).

PROPOSICION

f c R2 es un grafo maximal monétono, £ es su seccién minima.
Supongamos que:

i) B#(0) = 0; k(r) > 0 si, y s6lo si, » > 0; k() aplica conjuntos aco-
tados en conjuntos acotados.

e R)
ii) im — = D*k(0) < + co.

r—>0+ 7

3 ds
iii) Jok_(s7= + oo para todo 8 > 0; 1/k € Li,. (0, ).

Sea x > 0 dado, y sea P, (f) la solucién maximal local — sobre [0, a,]
— de la ecuacién diferencial

s'(¢) = k(s(2), s(0) = x.
Entonces se tiene:

1. Para todo T € (0, o), existe x; > 0 suficientemente pequetio, tal
que el dominio de existencia de cualquier solucién Y,(f), con
% < %7, contiene al intervalo [0, 77].

2. Para todo T € (0, o), para todo fe (0, T), v para toda sucesién
{x} | 0, se verifica que {%,(¢)} { 0.

3. Para todo T € (0, o), para todo ¢ € (0, T), existe x, , > 0 tal que,
para todo x € (0, 7 ,), se verifica la desigualdad
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,(t) < exp(M). ¥,0),

donde M es una constante que s6lo depende de k(7).

ApLIcaciON

Sea X un espacio de Banach (real), 4: X — X un operador m-acre-

%+ hylxy — |x
tivo con dominio D(4), [x, y] = lim il yl}f | IX.
h— 0+

Se considera el problema

" Encontrar u: [— 7y, T) - X, solucién de #'(¢) + Au(f) -
o ) HIO) 20,10
1(0) = uy € D(4)
'\ ul;_yy 0p = Ug; con %y € C([— 7o, 0]; X), %p(0) = ug

siendo — 7y =1inf¢(f) < 0,y¢:10,7] = R una funcién real con
t>0

¢’ €[0, 1], de forma que el conjunto de ceros de ¢’ no tenga puntos
de acumulacién, y con ¢ verificando el teorema de valor medio.
El problema (*) resulta ser equivalente a

Encontrar u: [0, T) - X, solucién de
() { w(t) + Ault) + (Mu) (8) + g(9) 5 0
1(0) = ug € D(A)
siendo

o , sl ¢(t) >0
8l) = {f(%o(qi(t)), st $(t) < 0

f(x) es una aplicacién de X en X, tal que

[flx) — f(¥)x < R(lx — v]x),

donde k: Rt — R+ es no decreciente, £(0) = 0, 2'(0) < + o y, en
general, satisface todos los requerimientos del apartado anterior.
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El problema (**) admite un tratamiento estandar para la existencia
local de soluciones (cf.[3]; [1], para el caso f lineal. Véase también
[4]). Por el contrario, lo que aqui se pretende resaltar es la aplicacién
de la proposicién al problema de la prolongacién de las soluciones.
Supondremos, pues, de ahora en adelante, que cualquiera que sean

(to, v9) e R* X D(4), la ecuacién (**) admite una solucién local, a

la derecha de #y, tal que #(fy) = vy, ¥ que dicha solucién es fuerte
(en el sentido de pertenecer a WIL (ty; &y + ao; D(A)), donde a, de-
pende de %, v vp). Y demostraremos que, con cierta condicién sobre
la funcién %, el problema (**) admite solucién fuerte sobre [0,T).
(Para la unicidad no existe ningtin problema: cf. [3]). La hipétesis

que se requiere para %, es:

5 w*(thg; s; h) < p(s) - O(h),
(***) ¢ Vse[—7y,0), Vhe(0, ], para algin 6 > 0 tal que
s+ def—ry, 0]

siendo y o ¢ € B[— 7y, 0) = {funciones acotadas en [—7g, 0)},
y siendo w7 (%y; s; 8) = sup {|#%o(s + A) — Tp(s)|x/0 < & < 8}.

Naturalmente 0(d) quiere decir que lim 5
i—~0

estas condiciones se puede demostrar el siguiente teorema:

, estd acotado. En

TEOREMA

El problema (**) admite una tnica solucién fuerte, definida sobre

[0, T), para todo uye D(4)

DEMOSTRACION

Supongamos que [0, 4) es el mayor intervalo sobre el que la so-
lucién existe, con d < T; se trata de llegar a una contradiccién.
Para ello, dividiremos la demostracién en dos partes.
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Parte 1.

Supongamos que 4 < ¢~!1(0) (y, naturalmente, d < T). Sean
t,t + h [0, d), con ¢ suficientemente préximo a 4, y llamemos g, (f) =
= |u(t + h) — u(t)|x. Utilizando la ecuacién (*) en ¢y ¢ 4 , asi como
las hipétesis sobre f y &, puede probarse ficilmente que

a
a2 &) < Rt (uo; 4 (6 6 + 1) — ¢ (9)),

sin méas que utilizar convenientemente las propiedades del producto
[+, -]. Pero, puesto que w* es no decreciente en su tltimo argumento,
y k(r) es, también, no decreciente, se sigue la desigualdad

< k(o™ (t; ¢ (2); 147 (0)))
que, por ser ¢'(0) < 1, a su vez implica que
< k(o (o ¢ (8); h))
En resumen,

d
2 &) < k(o ([ ¢(0); h))

V¢, & convenientes

. 0(9)
Por otra parte, como lim 5
J— 0+

tante M € R+, se sigue que

= M e (— o0, o) para alguna cons-

Ve > 0,37 > 0 tal que, si § (0, n),
entonces
0(8) € (8(M — &), (M + ¢)).
Elijamos entonces, para tales ¢ > 0, 5y > 0 de forma que

0 < ko < n/l1¢ll 0, 0~ (on
y con

hy 4 0 cuando ¢ | 0
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y sean s < d tal que by =d — s; t < 0 < s cualesquiera; & € (0, Aqg).
Ciertamente,

d
(2) 7 &(t) < k(o* (w0 6 (8); 7))

La hipétesis sobre %, implica ademds, que

ot (Uo; s; k) < y(s) - O(h)
Vse(—7y,0),Vhe (0, dy)/s + he[—r, 0]
donde dy es un n.° suficientemente pequefio

. (que podemos suponer, si fuese necesario, igual a Ag)

La desigualdad (2), quedarfa, en virtud de que %(r) es no decreciente,
como

a
— &) < k(@) - 0(h)

para ¢ < ¢ < s y & suficientemente pequefio.

Si, en particular, elegimos % € (0, %], se obtiene

a
= &t) < R(y(8(9) - O()) < k(($() (M + &) 1)

y, como y o ¢ € Bio([0, T); R), todavia serd cierto que
< k(AR),

donde A es una cota superior de (M + &) y(¢(¢)) sobre [0, ¢~1(0)].
Si integramos sobre [0, 6], se obtiene

lu(o + &) — u(o)lx < [u(h) — u(0)|x + ok(AR),
expresién esta, que se satisface para cualquier sy > % > 0 suficien-

temente pequefio, y cualquier o € (0, d) tal que ¢ 4+ kg € (0, d).
Dividiendo por % > 0, y haciendo %4 | 0%, queda

{ ' (o) lx < 10 (0)x + o A" (0)
Voe(0,d — hy)
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Ahora bien, como % dependia de &, y % | 0 cuando & — 0, ésto implica
que

{ ' (0)x < |4 (0)|x + oAk’ (0)
s e (0, d)

donde A podria ser, eventualmente, una constante distinta.
Entonces,

@

s + 1) — wlle < |

Js

s -+ h s+ h

j1t'(0)|x do < h|n'(0)|y + AR'(0) J odo =

= I {11/ (0)ly + 2AK'(0) 5y + A2 - AK'(0)

Puesto que, tanto s como %’(0) son finitos, se sigue que

3 lim u(f) = u, € D(4)

t—>d-

Ello, junto con nuestra hipétesis de trabajo de que el problema
(**) admite siempre solucién local a la derecha de cualquier valor
inicial — en el caso actual, a la derecha de (4, #;) —, contradice
la definicién de d. Por consiguiente, ha de ser d > ¢~1(0).

Parte II.

Supongamos ahora que [0, 4) es tal que ¢~1(0) <d < T < + 0.
En primer lugar, cabe hacer dos observaciones: como nos vamos a
interesar en la existencia del limite lim #%(#), podemos restringir nues-

t—>d—-

tro estudio a valores de ¢ préximos a d. Esto implica, en particular,
que podemos considerar sélo valores que estén dentro del intervalo
[#~1(0), ) o, lo que es los mismo, tales que ¢(f) > 0. A su vez, una
consecuencia inmediata de ello es que

(Mu) (t) = flu(4(s)))

gt +h) —g(t) =0, cuando ¢, ¢+ he(¢71(0), d):
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Finalmente, puesto que #(f) se supone solucién fuerte en [0, 4), siem-
pre nos serd posible encontrar £y € (¢=1(0), d) tal que |u'(fy)|x < + 0.

Sea ¢ > 0 fijado, arbitrariamente pequefio, y sea o < d tal que
o + & < d. (Nuestro propésito es el de hacer, posteriormente, o | 0;
por lo tanto, podremos escoger sigmas de forma que ¢4 d. O, lo que
es lo mismo, dado un ¢ € (0, d), préximo a d, éste determinard auto-
maticamente, valores ¢ > 0 préximos a cero).

Sea fy = ¢~1(0) con la propiedad antes indicada, y sean fy < ¢ <
< § < o cualesquicra. Como #(f) es uniformemente continua sobre
compactos de [0, d), se sigue que

36 > 0 tal que, si |ty — #,] < 6 con 4y, ¢, €10, d), entonces
u(t)) —ult)] < e

El valor de 6 > 0 lo podemos escojer siempre de forma que s + § < d
(por ejemplo, puede escojerse § < &).

Vayamos ahora a la ecuacién; las propiedades del producto [-, -]
permiten llegar facilmente a la expresién

% l(t + h) — u(t)|x < |[(Mu) (4 h) — (Mu) (t)|x <
|fluld(t + 7)) — fu(d@))lx <
< Rlulg(t + 1) — ulg(®)lx) <

ko s (0; (¢ + B) — B) <
< ko (u; $(0); 1)

VAN

N

Esta desigualdad nos va a interesar, tan sélo, en ¢ > £, Si la inte-
gramos sobre el intervalo (%, o], se llega a

g

(o + k) — u(o)|x < lu(ty -+ h) — u(ty)ly + [ kR(wt (u; ¢(2); B)) dt <

(o (i 4 (0); 0) dt <

< fu(ty + h) — u(to)|x -1

N tl)
(o

< wF (%0, to, (S) +

k(o (u; ¢ (2); 6)) dt

-‘ tb

donde hemos utilizado el hecho de poder elegir % €[0, §] (véase la
definicién de 4).
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Como la desigualdad obtenida es valida para cualquier %2 <
v cualquier o € (fy, §), se sigue:

(3) wt(u; 0;0) < ot (u; ty; 0) + r k(o™ (u; (2); O) dt

o € (fy, s)

Vamos a estudiar lo que resta del problema segiin se dé uno de los
dos siguientes casos:

1er Caso
¢'() e[p. 1] con p > 0.

Entonces, 1/¢"€[1, 1/p] v, si efectuamos el cambio ¢(f) =7, la
desigualdad (3) se convierte en

1 [®©)
ot (1; 0; 8) < @ (1 &y, 8) + _P— [ k(w* (u; 7; ) dr <
J @ (t)

< puesto que ¢(o) es inferior o igual a o, sale

1 [®
< ot (u; by ) + ? L mk(w"‘ (w; 7; 6)) dr +

+ % ﬁ k(w* (u; 7; 6)) dr

Estudiemos ™ (u; 7; 8), con 7 € (¢ (k), %), 0 < &, s + ¢ < d. Puesto
que # es uniformemente continua sobre compactos de [0, d), para ca-
da 7 € ($(tp), to), I 4, €[0, 6], tal que w*(u;7; 8) = |u(r + h,) — u(r)|x.
Por otra parte, obsérvese que

r.r 4+ h el[dlto), b + 61 € (k). to + ] S [$(ko), 4);

utilizando de nuevo la continuidad uniforme de u, se sigue que

lu(r + h,) —u(r)|y < &
Por consiguiente,

t

r' k(o (u; 7, 8)) dr < [ k(e) dr = (ty — d((to) £ (e)

J P () P (f)
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De manera analoga se puede demostrar que o (#; y; §) < &. En re-
sumen,

to — o[t 1 [
ot (u; 0; 0) < {a + '(—0—;(—0))—13(3)} +7J: k(w* (u; 7; 8)) dr

Como 6 <& 0<sys-+e<d, sesigue que

a

1
w*(u; 0,6 <1, + —P‘{ k(w™ (u; 7; €) dr

(fo — (o) (e) 7, (fo — #(20)) %' (0)
UEO’S’E'ZS"{_ r_s—>.>1+
( ) n p e 0 j)
(En particular, 5, > 0 si & > 0).
Entonces, si s€(0,d) ~ Jgg=d — s/s + e < d, Ve < g; de don-
de sale que

1 s
wt(u; s;8) <, + ? [ k(o (u; 7; €) dr
o tﬂ
Ve < )

Una aplicacién de la proposicién 3P concluye que
Je; tal que, si ¢ < min{g, ¢}, entonces debe ser

(07 (u;s; €) < ectet—h
| donde 1a constante sélo depende de k y de p.

Pero w*(u;s; &) > |u(s + &) — u(s)|y; dividiendo por ¢ > 0 y hacien-
do &€ — 0 se obtiene, finalmente,

( ty — ¢ (b)) k(0
(‘ |1'I»I(S)|X < { 1 + ‘(—0_¢](§M } ecte. (s — )
( se (0, d)
s+ h
Comod<T < + oo, ¥y como “,1,(3 + h) — H(S)IX < , [uI(U)!dO', se

Js

obtiene que 3 lim u(f) = uy e D(A). Un argumento similar al de la

t—d—

parte I muestra que existe contradiccién con la definicién de d.

(1) Véase la observacién 1, sobre la continuidad de s— (%, s; ).
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Nora

La hipétesis impuesta a %, admite formulaciones distintas. Por
ejemplo, que exista el limite

fim AT O SR gy

h— 0+ h

En esencia, la hipdtesis sobre %,(f) no se necesita para abordar la
parte IT de la demostracién. Por ello, una idea esquemadtica de la
manera de proceder serfa como sigue:

Se eligen

s<d hy=4d —s;t <o <s cualquiera; ¢t + k,, h < k.

Como t,t +h<d < ¢1(0), = gzg,,(t) < k(o (W; ¢(2); k) (*)

Por otra parte, se puede aplicar el teorema de convergencia dominada
de Lebesgue:

lim

04 }o+ h

lim =l r k(o™ (%, ¢ (2); k) dt =

Jm ], 7 (2) dt.

0

( . k(o™ (g $(2); h)) dt:f

Por lo tanto, integrando (*) entre [0, ¢], dividiendo por %, y
haciendo 4 | 0%, se llega a:

W < WO+ | 70 d
ge(0,s)

o+ h
De donde |u(c + A) — u (o) < [ |u'(s) |ds < h|uw'(0)|x +

J o

g+ h s
—}—J J 7(t)dt ds lo que implica que I lim u(o) = u;.

4 0 o—>d-
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2.0 Caso.

En realidad este caso se reduce a cuando sea 4 un punto de acu-
mulacién (por la izquierda) de ceros de ¢’(¢). En efecto, si asi no fuera,
podriamos encontrar siempre un intervalo [fy, d), con #, suficiente-
mente préximo a 4 y tal que |#'(f))|x < + o, y proceder como hasta
ahora. El teorema, pues, estd demostrado.

OBSERVACION 1

La funcién s - w*(u; s; &) es continua alli donde estd definida.
En efecto, la definicién de o™ (#; s; ¢), y la continuidad uniforme de
u, implican que

Vs3 k[0, & tal que w¥(u;s; &) = |u(s + h) — u(s)|x-

Sea s, - s cuando # — o0, y supongamos que w*(u;s,; &) = |u(s, +
+ h,) — u(s,)|x con h, €[0, &].

Como {h,} estd acotada, existe una subsucesién {#,} tal que
h,, > h cuando #' - oo, donde, en general, & # k. Se tiene que

Hm ot (u; sy; &) = lu(s + A) — u(s)|x < 0¥ (u;s; &)

n'— 0o
Por otra parte,

lim |u(s,, + &) — u(s,)|x = (s + h) — u(s)|x = ot (u;s; &)

#n’ —» 00
y

['M(S”, + hs) - M(S”,)|X < (u+(1t; Siss 6);

luego w*(u;s; &) < Him w*(u; s,,; €).

7' —» 00

En definitiva, hemos demostrado la existencia de una subsuce-
sién {n'} < {my tal que

lim w*(u;s,; &) = ot (u;s; &).
n' —» 00
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Un argumento estandar prueba que, en realidad, toda la sucesiéon
™ (u; s,; €) converge hacia wt(u; s; ).

OTRAS OBSERVACIONES

La hipétesis (***) requerida sobre el dato inicial se traduce,
aproximadamente, en una condicién de lipchicianidad local de 7
sobre [ — 7y, 0] como resulta ficil demostrar.

La posibilidad de estudiar ecuaciones diferenciales perturbadas
por operadores integrales (no lineales) de tipo Volterra mediante
técnicas mas o menos semejantes a las aqui expuestas queda abierta:
cf., por ejemplo, [3], pag. 12y 77.

Asimismo, la exigencia sobre la funcién retardo ¢(¢) de que su
crecimiento sea relativamente suave (¢’ < 1) parece poder relajarse
en el sentido de que quizas bastara pedir — 7y < ¢(f) < £, y ¢’ €[0, c]
para algtn valor constante ¢ > 0.

Finalmente, un buen resumen de las propiedades del producto
[+, -] puede encontrarse en [2], cap. 1, IIL.
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