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Abstract. In this paper we prove that certain class of semilineal
elliptic problems, formulated in very generals terms by using the
theory of maximal monotone graphs, admit a finite propagation
speed. More concretely we show that if the data of these problems
have compact supports, then the same happens to theirs solutions.
These same techniques will also be applied to some evolution pro-
blems. The first results in this direction are due to H. Brézis and to
O. Oleinik & A. S. Kalashikov & C. Yuilin, respectively.

§1. INTRODUCCION.

En el estudio de ciertos problemas de minimizacién de funcionales
convexos no diferenciables, Auchmuty-Beals [2], Berkovitz-Pollard
[8] v Redheffer [23] pusieron de manifiesto que las soluciones de
dichos problemas, asi como de sus ecuaciones de Euler correspon-
dientes, posefan soportes compactos.

Tales resultados condujeron de forma natural al estudio de la
siguiente cuestién general (propuesta en Lions [22]): ;Bajo qué
hipétesis la solucién de una Inecuacién Variacional posee soporte
compacto?

En este sentido, Brézis [11] mostré que, a efectos de abordar tal
cuestién era de gran interés utilizar la conocida formulacién equiva-
lente de las Inecuaciones Variacionales como ciertos problemas no
lineales de la forma
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—Adu 4 o(u)sf en 2

(1.1.) == Poc,/.g, (€2) {u —g en I’

siendo

Q abierto regular no acotado de RY(N > 1) de frontera I'= 00
« grafo maximal mondtono de R2 con 0 € «(0). (!)

f, g, datos conocidos sobre adecuados espacios funcionales (2)

La compacidad del soporte de la solucién de (1.1.) ha sido esta-
blecida primeramente en Brézis [11] y [12] (para el caso en que 0 €
Int «(0)) y mds tarde en Bénilan-Brézis-Crandall [6] (para « en una
més amplia clase de grafos y 2 = RY).

La importancia del conocimiento de dicha propiedad reside en
las posibles interpretaciones fisicas, puestas ya de manifiesto en
Brézis [13] y Brézis-Stampacchia [15], asi como en la posibilidad
de extender resultados de existencia y unicidad tenidos s6lo para
el caso de 2 abierto acotado.

El objeto del presente trabajo consiste en la extensién de los
resultados mencionados en [11] y [6] a situaciones no contempladas
en ellos, por una parte, y a problemas con condiciones de contorno
mds generales que las de (1.1.), por otra. En concreto, se estudiara
la compacidad del soporte de la solucién del problema de Neumann
no lineal

—Au + a(u) ef en 0

(1.2.) = P (£2)

%,

_ou € y () en I'
on

(1) Dado « : R— P(R) se dice «operador (o grafo en R2) maximal monbtonon
si verifica

i) w—y)(@a—>b) =20 Vreal@ , Vyea(d)
il) mno existe otra a* : R — P(R) satisfaciendo (i) y tal que
a(a) c a* (a)VaeR.
Para un desarrollo exhaustivo de la teoria de estos operadores, véase Bre-
zis [10].

(2) En lo que sigue se supondri conocida la teoria de espacios de Sobolev
Wm b (Q). (Véase Adams [17).
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(siendo # vector unitario normal exterior a I' y » grafo maximal
monétono de R2 con 0 € y(0)).

También se mostrard como las presentes técnicas pueden ser apli-
cadas a problemas no lineales de evolucién, tales como:

% —Aurlu=fen Q=(0T) X2 (T <+ow,m>1)
(1.3) .

|1 u = g en ¥ = (0,7) x I

#(0, x) = ug(x) en 2

obteniéndose la compacidad del soporte de la funcién u(t,-) Vie
[0, 77 ().

El problema (1.3.) aparece en fenémenos de filtracién de liquidos
y gases a través de medios porosos y ha sido considerado por nume-
rosos autores (véase por ejemplo la exposicién de Diaz [19]), siendo
Zeldovich-Kompaneetz [26], Barenblat [3] y Barenblat-Vishik [4],
los primeros en observar la compacidad del soporte para dicho pro-
blema para el caso de 2 = (0, o) v f= 0.

Los conceptos de soluciones para los problemas (1.1.), (1.2.) y
(1.3.) que aqui se adoptan, vendridn motivados por los resultados
de existencia ya tenidos (sélo para el caso de 2 acotado) y que enun-
ciamos a continuacién.

Teorema 1. (Brézis [11]).

Supuestos

£ abierto regular acotado de RY.
feL>(Q).
geC2(I) con ad(g) € L=()(4)

entonces existe una dnica #e W2¥(Q) V) < + oo tal que

(3) De hecho, es posible mostrar la compacidad del soporte de la solucién

de una mdés amplia clase de problemas. (Véase Diaz [19]).

(49) Al grafo « se le pueden asociar diversas funciones reales, tales como

ot (r) = Max a(r), 2~ () = Min a(#), o0(r) = a+(¥) siv << 0, 20(0) = 0
W) =a—(r) si > 0.
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(1.4) Jwel>(R) con w(x) ea(u(x)) c.t.p. de 2 verificado

(1.5) { —Adu 4+ w=f en 2 (en sentido de distribuciones).

u=g en I'.

Teorema 2. (Bénilan [5]).

Supuestos
Q2 abierto regular acotado de R¥.
(1.6) R(«) +R(y) =R.
fel=(Q)

entonces existe una tdnica u € H2(2) n Wl (2) tal que

(1.7) JweC(Q) con w(x) ea(u(x)) c.t. xef \4
(1.8.) JzeHVY2(I') con z(x) e y(u(x)) c.t. x eI verificado

—Auw +w=f en Q (en sentido de distribuciones).
(1.9.) ou

—— =z en I".

Teorema 3. (Damlamian [16]).
Supuestos
Q abierto regular acotado de R
JeL2(0, T:H-1(Q))
uy € H-1(Q)
geWn1(0,T:L>(2) n L2(0. T : H(Q2))

entonces existe una tnica funcién # € C([0, T] : H-1(f2)) y con
u(t, *) € L1(Q) verificando

(1.10.) w(t, <) = |u(t, )" -u(t,-) e H(Q) c.t. te(0,7)
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%(h ) —Adw(t, ) =f@¢ ) en H1(Q) c.t. te(0,T)
(1.11.)

w(t, x) = gt *) et (tLx) e

u(0, x) = up (%) c.t. xe

Las correspondientes nociones de solucién a adoptar pueden ser
ahora precisadas, independientemente de 2, en la siguiente forma:

Definicion 1. Una funcién u € W2?(Q) Vp << + oo se dird «solucion
de (1.1.) (en W2?(Q)) si verifica (1.4.) y (1.5.).

Definicion 2. Una funcién u € H2(Q) n Wi (Q) se dird «solucion
de (1.2.) (en H2(Q2) nWheo(Q))» si verifica (1.7.), (1.8.) y (1.9.).

Definicion 3. Una funciénueC ([0, T]: H-1(Q)) y conu(t, -) e L1 (2)
se dird «olucion de (1.3.) (ew H=1(Q))» si verifica (1.10.) y (1.11.).

La estructuracion del presente trabajo viene motivada por el
método general que se empleard en la obtencién de la compacidad
del soporte de las soluciones de los problemas en consideracién.
Tal método, utilizado ya en Brézis [11], Bénilan-Brézis-Crandall [6],
Brézis-Friedman [14] y Tartar [25], consta de dos etapas. Primera-
mente se establecerd la acotacién «a priori» del soporte de las solu-
ciones mediante el empleo de adecuados resultados de comparacién
(que se obtendran en §2) aplicados a ciertas ’super’ y “’subsoluciones”
con soportes compactos que se construirdn en §3 (caso estacionario)
y §4 (caso de evolucién)). Posteriomente, un sencillo argumento
permitird extender los Teoremas 1, 2, y 3 al caso de £ no acotado. (5)

De la descripcién del método empleado se desprende que los re-
sultados que se obtendrdn en §3 y §4 admitirdn numerosas variantes
con s6lo cambiar el marco funcional de resolucién o considerar no-
ciones de soluciones diferentes a las aqui tomadas.

Finalmente indiquemos que los resultados de §3 y §4 admiten

expresiones equivalentes en términos de minimizacién de funcio-
nales o resoluciones de Inecuaciones Variacionales (véase Diaz [9])
obteniéndose as{ una «unificaciény con los resultados pioneros en la
materia.
(5) En la literatura existente sobre soportes compactos para problemas no
lineales, se tienen otros métodos distintos al aqui citado, tales como los em-
pleados en Auchmuty-Breals [2], Berkovitz-Pollard [8], Bensoussan-Lions [7]
y Redheffer [241.

10 — Collectanea Mathematica
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§2. RESULTADOS DE COMPARACION.

Los resultados que presentamos en esta seccién tienen una na-
turaleza técnica en el sentido de que nos proporcionan una herra-
mienta indispensable para las restantes secciones del trabajo. Salvo
los resultados referentes al problema (1.2.), los demés son adapta-
ciones al caso en consideracién de técnicas bien conocidas en la li-
teratura por lo que prescindiremos de su demostracién, enviando
al lector a Djaz [19] para una integra exposicion.

Se tiene:

Lema 1. Sean
JuLf Y foe Lia(R) tales que f; < f < f, c.t.p. de 2

(2.1.) 1,8y g2€C2(I) con aO(gy), «0(g) v a0(g2) € Lige(L2) tales que
g1 <g<g en I'

Entonces si Py, tiene una solucién u; € Wi#(2) (Vp < o) con
soporte compacto (¢ = 1, 2), el problema P,,, tiene también una
solucién con soporte compacto, u € W#2(Q2) (Vp < o) verificando
ademds

uy S u <uy c.t.p. de Q...

Nota 1. El caso £ = RV habia sido tratado anteriormente en
Bénilan-Brézis-Crandall [6].

Como se verd mas tarde, en la seccién §3, el problema Py, re-
querird introducir una notable variacién con respecto a los resulta-
dos existentes hasta el momento para este tipo de problemas. En
concreto, construiremos funciones que verificaran la ecuacién no
lineal en {2 pero de las que no podremos asegurar, en general, que
su derivada respecto a la normal varie monétonamente respecto sus
valores en la frontera. Esto motiva la introduccién de un orden
entre la clase de grafos de R? (no necesariamente monétonos) dado
ya en Diaz [17]:

Definicion 4.

Dados y y y grafos (eventualmente multivocos) de R2? se dird
que y <7 si
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(2.2.) y=(r) <y~ (r) para reD(y) y #€D(p) tales que » < #

4
y*(r) = sup y(r), 7~ (7) = inf 3(7).

Noétese que si y y 9 son grafos maximales monétonos de R? tal rela-
cién es satisfecha cuando se verifica

y () <y*(r) VreR
condicién ya utilizada en Brézis [9].

Lema 2.

Sean
fi,fyfael~(2) talesque f; S f < foc.t.p.en 2
y1, ¥ ¥ y2 grafos de R2, y maximal monétono, con
0€y1(0) ny(0) ny2(0) y tales que

VIZY Y2

Entonces si P, tiene una solucién wu; € H2(2) n W= (Q),
(=1, 2,), toda solucién u € H2(Q) n W->°(Q) de P, verifica

%,/

uy < u < Uy c.t.p. de Q.

DEMOSTRACION. Sea w € L2(f2) (respectivamente w;, w, € L2(Q)
tal que w(x) € a(u(x)) (respect. w;(x) € a(u;(x)), w,y(x) € a(uy(x))
c.t.p.de @

y
—Au + w = f (respect. —Au; + wy = f), —Au, + wy = fp) en L2(2)

Restando las ecuaciones correspondientes a # y u, se tiene
—Aw —u)) +w —wy =f—f, <0

Multiplicando ahora por (# — uy)* € H(Q2) y utilizando la Férmula
de Green obtendremos

grad (1 — uy) - grad (u — uy)* dx — (—aﬁ - %) (0 —uy)7dI'<
Q r\on on

<J(w2 —w)(u — uy)Tdx <0
Q



148 . J. Nldefonso Diaz Diaz
Luego por consiguiente

ou Oty

— _—— = — +dl' < 0
(p(an an) (e —u2)

Pero si u(x) > uy(x), por la hipétesis hecha sobre yyy; (1 =1, 2)
concluiremos

v3 (a2 (%)) <y~ (u(x))
luego se tendra

(— % () + 22 (x)) () — w3 G @@) — yEm®) -

31; on

- (u(x) —uy(x)) = 0 c.t.p. de I
y por tanto ha de ser
(w(x) —uy(x))* =0 c.t.p. de @

lo que demuestra que #, > u c.t.p. de 2. De una forma totalmente
andloga se obtendria que #; > u c.t.p. de Q..

Nota 2. El lema anterior generaliza la Proposicién 1.15 de Brézis
[9] referente a a () = # y y y y; grafos maximales monétonos de R2.

Los resultados siguientes nos permitirdn suponer més tarde al-
gunas hipétesis adicionales sobre el grafo « sin perder ninguna ge-
neralidad.

Lema 3.
Sean
fe LR(Q)

g€ C2(I') con «0(g) e L (I

« y & grafos maximales monétonos de R2 con 0 € «(0) n &(0)
y tales que

D(x) c D(&)
(2.3
180(r)] < |a0(r)] V7reD(x)
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Entonces si f y g no cambian de signo y Pg;, tiene solucién con
soporte compacto, el problema P, tiene también solucién con so-
porte compacto,,.,

De forma andloga se obtendria:

o,f,8

Lema 4.

Sean

fe L=(Q)

a, & y p grafos maximales monétonos de R2 con
0e€a(0) na(0) ny(0) y tales que

D(a) € D(%)

@0(r)] < |e9(#)] V7 eD(a). (6)

Enronces si # y u* son soluciones de P, ;,(2) v Pg;,,(2) respectiva-
mente, se tiene:

i) sif > 0 entonces 0 < # < u* c.t.p. de
=

0
ii) si f < 0 entonces 0> u > u* ..,

Nota 3.

El caso £ = RV habja sido tratado anteriormente en Bénilan-
Brézis-Crandall [6]. También en Brézis [9] se obtiene este tipo de
resultados para problemas distintos a los aqui considerados median-
te adecuados teoremas del maximo.

Finalmente para el problema (1.3.) se necesitard el siguiente
resultado:

(6) Notese que en los dos lemas anteriores hubiese bastado exigir

g0(r) < a0(r) si r > 0
en el caso positivo y
a0(r) < a0(r) si v <0

en el caso negativo.
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Lema 5.

Sean

pr) =l 1-r yreR, m >1,
1, f2€ L>°(0, T : L>(Q)) tales que f; (¢, x) < f2(t, x) c.t. (¢, x) €0Q,
€1, 82€ L2(0, T: HV2(I')) talesque g, (¢, x) < g2(¢, x) c.t. (£, x) €3,
g1, o € L (Q) tales que g, (x) < 1 2(x) c.t. xe .
Entonces si #; e C([0, T] : H-1(Q)) con u, (¢, -) e L1(Q) c.t. t e (0, T),
satisfacen
0u;
ot
Blu(t, M) 58t ) et (Lyex
1;(0, x) = ug;(x) en Q.

) —AB( (¢, ) o fit, ) c.t. te(0,T) en H-1(Q)

para ¢z = 1y 2, se tiene
uy(t, %) < uy(t, x) c.t. (£ %) €Quusn

Nota 4. El lema 5 generaliza resultados similares de Barenblat
[3] y Baranblat-Vishik [4] establecidos para 2 = (0, + ) y f=0.

§ 3. SOLUCIONES CON SOPORTE COMPACTO PARA CIERTOS PROBLEMAS
SEMILINEALES ELIPTICOS

A lo largo de esta seccién mostraremos como los problemas P, ;,
y P,;, admiten una tnica solucién y con soporte compacto para
cierta clase de grafos « v y maximales monétonos de R2. Tales re-
sultados seran obtenidos con dos «tiposy de hipétesis diferentes, lo

que motiva la siguiente estructuracién:

3.1. Datos con soporte compacto.

En este apartado explotamos una idea debida a Bénilan-Brézis-
Crandall [6] para la construccién de super y subsoluciones. A di-

ferencia del citado trabajo (en el que £ = RY), ahora no se posee
un teorema de existencia y unicidad sobre 2 (que se tendrd «a pos-
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terioriy), y tampoco son conocidos teoremas del maximo para P, ;,

y P,,, sobre dominios no acotados, por lo que sus argumentos no

puedan ser directamente aplicados a los problemas en cuestién.
Comencemos considerando P, ;. (£2). Se tiene:

Teorema I. Sean

o = d0¢ grafo maximal monétono de R2 tal que ¢(0) =0 y

e,
1oVl

fe L (), f con soporte compacto.

(3.1)

geC2(I"), a9(g) e L>°(I'), g con soporte compacto.

Entonces existe # € W2?(Q) (Vp < o0) solucién unica del problema

—Au + a(u) s f en Q
u=g en I

Ademds # tiene soporte compacto en £.
Demostracion. Gracias a los Lemas 1 y 3 bastara suponer
f=0ctp de Q
g=20ctp del

o grafo maximal mondtono acotado de R2? verificando (3.1.),
pues en otro caso bastaria tomar

£+ = max(f, 0) (respect. —f =f —f")
g7 = max(g, 0) (respect. —g~ =g —g7)
M siav(r) >M
oy tal que oy () =< a(r) si —M <o (r) < at(r) <M
—M sio(r)< —M
y entonces una vez demostrado que toda solucién Py, ;. - (respect.

P, i) tiene soporte compacto, se concluirfa por los citados Lemas
que toda solucién de P,,, deberia tener también soporte compacto,
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En el caso simplificado por las consideraciones anteriores, una
forma de acotar el soporte de toda solucién de P,,, se tiene encon-
trando una supersolucién v > 0 y con soporte compacto; es decir
verificando

v=2genl

y Jfe L>(Q) con f > f tal que —4v 4 «(v) 5 f en Q, pues de nue-
vo por el Lema 1, se tendria que toda solucién « de P, , verificaria

Osu<v ctp de

y por consiguiente
SOp % € SOp. V.

Para construir la deseada funcién v observemos que la funcién real

T ds
Vit~ | ————
’ { V255

es no decreciente y sobreyectiva gracias a la acotacién supuesta
sobre o. Sea entonces

(3.2.) b= Y-1
Se tendri que

W (r) =V24(h(r)) c.t.p. de R

h'(r) €ex(h(r)) c.t.p. de R
Sea también Ry > 0 tal que
sop fusopgC Q= (xeQ: |x| < Ry

Construyamos la citada supersolucién de la forma v(x) = G(|x|),
siendo
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_%Cl 72+C2 si 7 < Ro

(3.3) G(() = )
h(Ry —7) si Rg <7 < Ry

0 Si7'>R]

\

donde Cy, C, y R, representan unos pardmetros que seran elegidos
posteriormente.
Impongamos las condiciones siguientes:

a) veCl(RV)

Se debera tener necesariamente que:
(3.4 ——%CIROZ 4 Cy = (R, — Ry)

y

(3.5) —CiRy= —V24(h(R, — Ry))
b) v>gen I.
Bastard exigir para ello que
(3.6.) h(R;y — Ry) > K siendo K = max g
¢) —Av+ a(w)sfconf>fen Q.
Con este fin distingamos en 2 las regiones

2y = {xeQ:|x| < Ry
Q0= {xel:Ry < |x| <Ry
Q2 = {xe:|x! = Rp

En Q, se tiene por construccién que v > 0, luego como 0 € «(0)
se tendra

o= (v) 20

y por tanto bastara exigir
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—Av > B siendo B = sup ess f

=

Teniendo en cuenta que

o = 6"(wl) + 6/(1af) =D

1
la condicién a exigir en 0, resulta
(3.7) C,-N > B

En Q0 se tiene

My = — B(Ry — ) + H(Ry — i) =)

luego tomando

fla) = (iR—‘——l?- W(Ry — |x]) en 2,0
0

se tendrd que

—Av 4+ a(v) 3 f c.t.p. de 2,0

f2fctp de 20

Finalmente en 21, v = 0 y 4dv = 0 y por tanto basta tomar

f !m =0
Una posible eleccién de los parametros C; y C, es:

B
3.8. C1=—
(3.8.) 1=

1 B 1 B
3.9. C, = h(¥P(K — — R2=K + ——— Ry2
(3.9) 2 ( ())+2N 0 +2N 0

Para obtener la igualdad (3.5.) o equivalentemente
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T (3 R) =)

bastard elegir adecuadamente la cota M supuesta sobre «, en con-
creto se puede tomar

S5 B — 800

(3.10) M=_2
K —s

siendo s < K tal que
1 (B 2
s) < —|—=R )
b0 <5 (R
(No6tese que ¢(0) = 0 v por tanto se tiene asegurada la existencia
de tal s). Finalmente, una vez determinada ¢ y por tanto ¥ se tomaria
(3.11) , R, =Y(K) + Ry.

Establezcamos ahora la existencia y unicidad para P,;,(2) con
verificando (3.1.) pero ya no necesariamente acotado. Con este fin,

sea Q abierto regular acotado de frontera I verificando:
Brcc (Qp =xel:|x <Ry)

donde R; viene dada ahora por (3.11.). Por el Teorema 1, existird
uwe W2r(Q) (Vp < o) verificando

g —Adi + a(i@)sfen O
[

=g en I’
siendo
f=fla
v
P 5 genI'nl’

'\ 0 en el resto de I'.

considerando entonces la funcién # definida en 2 mediante
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% en 0
U = _
Oen Q —Q

se obtiene que # e W2?#(Q) (VH < o) y u es solucién de P, (2).
La obtencién de (3.11.) muestra que toda posible solucién = de
P, () debe verificar

sop w C 2y,

y esto junto a la unicidad para P,;,(f2) y la construccién de # de-
muestra la unicidad,.,, .

El caso en el que las condiciones de contorno son de tipo Neumann
no lineal es algo mas delicado que el de condiciones de Dirichlet
pues las acotaciones de los pardmetros tendrdn sentidos diferentes.
Esto nos obliga a suponer una hipétesis adicional sobre el grafo y
que viene motivada por la construccién de adecuadas super y sub-
soluciones y como tales funciones no son tinicas, la hipétesis es suscepti-
ble de mejorar. Sin embargo, consideramos que el resultado obteni-
do posee un notable interés dado que no se conocen, hasta el momento,
ningan resultado de esta naturaleza para condiciones de Neumann
no lineales.

Teorema I1.

Sean

o = 0¢ grafo maximal monétono de R2 con »(0) = 0 y verifi-
cando (3.1.)

y grafo maximal monétono de R2 con 0 € y(0) y tal que
R(x) + R(y) =R
(3.12) Je >0 tal que pO(r)| > N |V(r) | si lr| <
fe L>(£), f con soporte compacto.
Entonces existe # e H2(Q) n W (Q) solucién dnica del problema

—Au + a(u)s f en Q2

Q—ﬁey(u) en I’
on

Ademds # tiene soporte compacto en Q.
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Demostracion. Como en el teorema anterior y gracias ahora a
los Lemas 2 y 4, bastard operar con

fz20 ctp de@

v « grafo maximal mondtono acotado de R2? wverificando (3.1.).
Consideraremos como supersolucién para P, ;.(£2) la funcién » dada
por (3.3.) donde ahora los pardmetros Cy, C,, R; y M seran determi-
nados de forma que se satisfagan a) y ¢) del Teorema I asi como,

') —ﬂefz(v) en I'con y <y
on

Observemos que en virtud de la definicién de v se tendrd sobre

ov d ov ~ x;
—— (%)= — Y cos(n,x) —(@x) = — cos (n, x;) G'(|x|) —
a8 = = ¥ cos (m5) T(3) = — % cos (%) G'(1) %
luego
v - , ,
— LW el~N G, NG ()] ctp xel
n
Distingamos

En [ se tiene

y por tanto se puede afirmar que

(3.13.) «Siv(x) = —%Cl Ry2 + C, entonces i?—(x) < NC;Rp.
n

En I'|0 se tiene

G'tr) = —h(R, —7) = —V2F(h(R —7))
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y por tanto

(3.14) «S1 0 <o) < —-;—Cl Ry2 + C, entonces

ov '
E(x)! <

<SNVé@@)».
’ 67)
En Iy G'(r) = 0 y por tanto ™ = 0.
"

En virtud de (3.13.) y (3.14.) se tendri la relacién deseada euntre
y v % con sélo exigir

e < —%Cl R02+C2

(lo que se logrard con sélo elegir R, suficientemente grande) y

Para que la funcién v dada por (3.3.) satisfaga las propiedades desea-
das, impondremos a los parametros Ry, C;, C, y M las mismas con-
diciones que en el Teorema I, salvo la condicién (3.7.) pues ahora
la expresién (3.15.) acota superiormente C,. La condicién

—Av 4 o(v) = fen 2y (£29 dado en el teorema I)
se satisface de una forma mds fina a (3.7.) exigiendo
(3.16.) Ci N+ «%(h(R, — Ry)) > B.

Recordemos que el resto de las condiciones sobre los pardmetros
seran:

(3.4 —-;-cl Re2 + Cy = h(R; — Ry)
y
(3.5.) Ci Ry =V24(h(R; — Ry))

Una posible eleccién de C; y C, serd entonces
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_ v (¢
(3.17) C, = R

(3.18) C,=D + %V—_JéiRo siendo D = h(R; — Ry).

Para lograr (3.5.) acotemos adecuadamente «; en comcreto basta
tomar

) a(r) si 7 < s
warp () =
M | My si7>s

N

siendo

LB -

.D-—So

M, =

y sp > 0 elegido de forma que

¢ (so) < % (y—;\ial)z

Finalmente la condicién (3.16.) se satisface eligiendo D > sy de forma
que

es decir

lo que se logra eligiendo Ry tal que

(3.19) R, =R, + sv[ 2(6‘\:' f_"(e)) (7;\;8) — ¢(so))].

La existencia y unicidad para P,;, () con a verificando (3.1.),
pero ya no necesariamente acotado y y satisfaciendo (3.12.) se va a
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obtener de una forma similar a como se hizo en el Teorema I. En
concreto, sea 2 abierto regular acotado de frontera I" tal que

QROCQC-Q

donde R, viene dado por (3.19). Por el Teorema 2. existird una tinica
funcién i € H2(Q) n W= (Q) tal que

—A# + a(@t)> fen D
—-a—u-ey(ﬁ) en I’
on

siendo

f=/ria

la obtencién de (3.19.) muestra que toda soluciéon w de P, ;. (Q)
debe verificar

sop w C 2,

pero ademds la funcién » dada por (3.3.) junto con (3.17.), (3.18.) y
(3.19.) es también una supersolucién (en el sentido indicado al prin-
cipio de esta Demostracién) para P,,.(2) y por tanto se deberd
tener que

ulp—ran =0
Considerando entonces la funcién » definida en £2 por

@ en 0
® = B
Oen Q —Q

se obtiene que # € H2(Q)n W1 (2) y u es la tinica solucién de
Pa,f,'/(g)***

Nota 5.

La hipétesis (3.1.) hecha sobre « en los Teoremas I y II es la
mejor posible sobre o para concluir que las soluciones de P, ,(2) y

P, ;,(Q) tienen soporte compacto, pues basta tomar Q = RV y aplicar
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el Teorema 6.1. de Bénilan-Brézis-Crandall [6] que asegura que dicha
hipétesis es entonces necesaria y suficiente para este fin.

3.2. Caso de 0 € Int o(0).

La hipétesis (3.1.) es satisfecha por todo grafo « de R2 tal que
0 € Int «(0). Sin embargo, los trabajos de Brézis [11], [12], Bénilan-
Brézis-Crandall [6] muestran que la hipdtesis de que f tenga soporte
compacto puede ser mejorada en este caso. (Nétese que ahora la
condicién necesaria para la existencia de solucién con soporte com-
pacto para P,,.(2) es que

(3.20.)  f(x) e [a (0), «* (0)] para |x| suficientemente grande).

La condicién (3.20.) resulta ser casi suficiente, pues basta afiadir-
le una hipétesis de convergencia de f(x) hacia a=(0) y «* (0) cuando
|#| -> +00. En concreto la hipétesis sobre f hecha en Brézis [11] y
[12] es

) lim ess. |x[¥ (f(x) —a¥(0)) <O

(.21) e
lhm ess. ||V (f(x) —a=(0)) >0

3] — +o0
Veamos como (3.21.) es también suficiente para el problema

P, ;,(82) con sélo hacer una hipétesis débil sobre y.

Teorema III.

Sean

o grafo maximal monétono de R2 con a=(0) < 0 < «7(0).
fe L2(Q) satisfaciendo (3.21.)

y grafo maximal monétono de R2, y tal que
(322) J6>0y Jm >0 tales que |pO(r)| > m - |r|, si [r] > 6

Entonces existe u e H2(2) n W>°(Q) solucién tinica del problema

11 — Collectanea Mathematica
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| —Adu + a(u)s5f en Q

| - €y (u) en I
on

Ademds u tiene soporte compacto.

Demostracién. Gracias al Lema 2, bastard suponer
f=0ct.p de 2

Por (3.21.) dado & > 0 existira R, > 0 (v todo lo grande que se
quiera) tal que

iz (f(x) — 27 (0)) € —¢ c.t.p. de Q%= xeQ: x| > R,

Construyamos ahora una supersolucién v > 0 y con soporte compac-
to. Mas concretamente exigiremos

(323) —4dv>Ben®, B=supessf

Q.
324) —4dv= ]—;]; > f(x) —at(0) en QuRe={xeQ: R, < x| < R}
v=20 en QR = {(xeQ: R < |x]}
v
(3.25.) ——Z—:};ef;(v) <y en I

Con este fin distingamos:

Caso I. N > 2.

Construyamos v mediante v(x) = G(lx|), siendo

g~~_;—cl'1’2+C2 , si 0<7’<R

G =
) ( s—rZ—Nlogr—I-Cng‘N—l—C,, , st R, <7< R

2 —-N

0 , si Rgvr



Soluciones con soporte compacto para ciertos problemas semilineales 163
La condicién de que v C1(Q) nos lleva a obligar

&

2—N

(3.26) ——Ci R2+Ca= R>-N-Tog R, + C3- R2=¥ + C,

&

- Cl Rs == ERal_N LOg Rs +

R~V 4 C3(2— N) R1-V

2—N
o lo que es equivalente
(327) —C,-R¥=¢-logR, +———+ C3(2 — N)
2—N
€ )
3.28. ———— R2"VTog R+ C3R2"N - C4 =0
(3.28.) 2N g 3 + Cq4
}7
3.29. Log R+ ——— +C3(2—N) =0
( ) g R+ SN T 3 ( )
Ahora bien, restando a (3.28.) la expresién (3.29.) multiplicada por
2—N
resulta
e+ R2—N
T e—-np
y por tanto
—¢-Log R €
C3= -
2— N (2 —N)2

De (3.27.) y (3.29.) resulta

C,=——1
=g (%)
y por (3.26.)
R €
C,=—2—R2 V1o £l — R2-N _ R2-VW
T3 N g(R) z e )+
e 'R
—R2" V1o .
i 2 g(Rs)

11* — Collectanea Mathematica
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La funcién G puede ser ahora escrita como

1 ¢ R e R,
- lo 72 — R2 lo £)- R2-¥
2 RN g(Rs)[ It g(R,) +
€ .
4+—————(R2-¥ —_R2-V) si 0 <7 <R,
(2—N)2( )
(3.30.) G(r) = & - log (i) B € 25 o
2—-N R, (2 —N)2
+—° _R2-¥ s R, <7<R
(2 —N)2
0 si R<v

Por la construccién de G, la condicién (3.24.) es siempre satisfecha.
Ademds teniendo en cuenta que

aoe) = () + v — 1) =L
la condicién (3.22.) se tendrd exigiendo
(3.31) N,RiN log(;:s) > B.
Estudiemos ahora el comportamiento de —g:— (x) en I'. Como en el
Teorema II se tendra
— 2 (3) e [N [6 ()], NG ()] e.t.p. de T

luego se puede afirmar que

&
) entonces

i v(x) = 3
n

R ' ov
R2-N 7, £ —— ()] <
N og(R ()I

< Na-Log(;:

&

).Rz—N».

Por otra parte si R, < 7 < R se tendrd
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N|G' ()| _ Nerl =¥ log (R/r)
G(f) & rZ_NIOg(E) _ [ 7’2_N+ € Rz—-N
-2 r (2—N) (2—N)
luego
IN|G' (7)] < Nert—¥ log(R|r)
Gr) 1 N R 1 B v
R, 72N log[= R2-N _ R2-V
SR og(7)+(2_N)21 |

pero por la hipétesis (3.22.) se tendra
Jo >0y JIm >O0talesque y () 2m - 7rsi 0 <7<

por consiguiente la condicién (3.25.) se conseguird exigiendo
R
R,

1 R 1
—R-n2-VNlog[~)+—— _[R2-N _R2-W
> g(r)+(2_N)2[ 2]

e
N -2

(3.32.) 8 < R2-¥ log(

(3.33) Nr—"log(R/7)

N

m si R, <r<<R

Determinemos finalmente R, y R de forma que se tengan (3.31.),
(3.32.) y (3.33.). Se tendra (3.32.) si

(3.34.) _BR
(N—2N

lo cual se satisfacerd tomando R, suficientemente grande. La con-
dicién (3.33.) se tendra si

o [R2N — R
'R, (2 — N)2
~ log( ) <
RN-1 R m-R,
. 2

lo que en virtud de (3.31.) se satisfacera si

2
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G R - RAY
R,-B<

m R
N2

Luego fijado R, mediante (3.34.) bastard tomar R suficientemente
grande de forma que se tenga (3.31.) y

(335) — " __pe-v B MR _pp M paw

-
(2 — N)2 N 2-N3z °

Caso II. N =1.

La expresién (3.30.) de G se concreta ahora en

/ 1 ¢ R e 'R
- log{ —|[72 — R2] + —1o IR, + ¢(R — R,
s 2 R, g(&)[ ]+ 5 g(R) + & )
si 0 <7 >R,
G(r) = ,
le-rlog(—ﬁ)—e-r—{-sR si R, <7 <R
0 si R<vr

De una forma andloga al Caso I, ahora habra que exigir

R
1 > B
Og(R,)

€

R,

a<<R—Rs—R,-10g(

&)

y como
G0l elg(/R)
G(r)  er-log(r/R) — er + ¢R
< M_—_— ! si Re <7< R

~ R,log(r/[R) . R,
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bastara
R >,
"
Caso III. N = 2.
Consideremos ahora
l .
__2_ 12+C2 S1 0<7’<R5

G(r) =s
) \( (log7)2+C3-logr +C4 siR, <7 <R

De una forma similar al Caso I se obtendria

C3= —¢e-log R

Cy — % (log R
2( g R)?
£ R
“ =% IOg(R,)
y
£ € R
C, =_2_(logR) 7(logR)2—e.logR-logR,A—.slog(—R—)

R, v R serian elegidos de una forma completamente analiga al Caso I,
de forma que

B2 log(R)
- Rs ‘Rs.

0 < — (log R,)2 — ¢log R,

€
2

(— log R — —112 log R) m(log R, — log R)2

Re
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Los detalles de la existencia y unicidad de soluciones se obtienen,

J

en los tres casos, exactamente igual que en el Teorema II,,,

Nota 6. ILa hipdtesis (3.21.) es en alguna manera optimal como
lo muestra el siguiente contraejemplo debido a Brézis [18]: Sean

Q=RY
a() =0si7» >0y a(0) =(— oo, 0]

entonces Vg > N existen K y R, tales que el problema
— Au 4 a(n)sf en R¥
con

K si x| < Ry

si || >R
no admite solucién con soporte compacto.

3.1.3.  Ejemplos.

Entre la gran variedad de situaciones concretas en las que se
satisfacen la hipétesis de los teoremas I, IT y III, se pueden citar
las siguientes:

Ejemplo 1.

El grafo
(3.36.) a(r) =|rm-signr=1|""1-r con 0<m <1
satisface obviamente la hipétesis (3.1.). De aqui que se tengan:
Corolario II.1.
Sean

feL*>®(Q), f con soporte compacto. -
geC2(I'), g con soporte compacto,



Soluciones con soporte compacto para ciertos problemas semilineales 169

Entonces existe una unica u € W2?(Q) (Vp < o0) solucién del
problema

(3.37) —Au+ " l-u=f en, 0<m<1
u=g en I

y ademés u tiene soporte compacto en Q,,

Corolario I1.2.

Sea fe L*° (), f con soporte compacto en 2. Entonces existe una
tnica # € H2(2) n Wt>° (Q) solucién del problema

—Au+lum—t-u=Ffen 2, 0<m<1

——aﬁ(x)zl si u(x) >0, xel
on
(3.38.)
~ﬂ(x)=—lsi u(x) <0, xel
on .
— 1 sﬁ(x) <1 siux=0 xel
on

y ademds u tiene soporte compacto en 2.,

Nota 7. El problema (3.37), rige los procesos de filtracién de
gases a través de medios porosos, asi como los de distribucién de
temperaturas en medios no isétropos, (ambos en regimenes estacio-
narios).

El problema (3.38.) junto con los que citamos a continuacién
son ejemplos tipicos de la teoria de Problemas Unilaterales.”

Ejemplo 11.2. Como ilustracién del caso 0€ Int «(0) se tiene por
ejemplo:

Corolario I1.3.

Sea fe LR(R), f satisfaciendo (3.21.)

g€ C2(I'), g con soporte compacto.

Entonces existe una tnica u € W2?(Q) (Vp < o) solucién del
problema, B
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du(x) + flx) = S ult) >0 xe

(3.39) Au(x) + f(x) = si u(x) <0, xeQ
— 1 < Au(x) + f() 1si u(x) =0, xeQ

=g en I'

y ademds u tiene soporte compacto en Q..

Corolario I1. 4.

Sea
fe LR(D), f satisfaciendo (3.21.)

Entonces existe una dnica # € H2(Q2) n W1>°(Q) satisfaciendo

( Au(x) + f(x) = 1len Ry —-Z—u(x) =1 en I'siu(x) > 0,xe0
n

Au(x) +f(x) = —1enQ vy —2—”—(;6) = —1 enI'siu(x) <0, xeQ

~ n

’ — 1 <du(x) + f(x) < 1lenQy —1 s—zﬁ(x) SlenTsiu(x) =0,xef
n

y ademds # tiene soporte compacto en Q..

Nota 8. Problemas de una naturaleza similar a (3.39.) y (3.40),
han sido extensamente tratados (en el caso de 2 acotado) en Duvaut-
Tions [20].

§4. APLICACION A PROBLEMAS DE FILTRACION.

Los resultados de §3 pueden ser aplicados a algunos problemas de
evolucién por medio de un argumento no muy lejano al de «separa-
cién de variablesy, usualmente empleado en la resolucién de proble-
mas de contorno para ecuaciones lineales de segundo orden. Como
se vera, la linealidad puede ser ahora sustituida por una no linealidad
potencial. Mas concretamente se tiene:
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Teorema IV.

Sea

feL*>(0, T:L>°(R2)), f(¢, -) con soporte compacto en £, c.t.
te (0, 7).

(4.1.) geWte(0, 7T :L>°(R2))n L2(0, T : H..(2)), g(¢, -) con soporte
compacto c.t. te€(0, 7).

1y € L (), 1y con soporte compacto en Q.

Entonces existe » e C([0, T]: H~1(£2)) solucién unica del problema

%— —Aym=1-y=fen Q, m>1
(4.2.) '
(t, "1 ult, x) —glt,x) en B
. #(0, x) = (%) en £
Ademas

w(t, ) e LL(Q), |u(, )™ -u(t )ell(Q) v
lu(t, )"~ 1-u(t, ) e Hl(Q2) c.t. te(0,7)

v la funcién u(f, -) tiene soporte compacto en 2 V¢ e [0, T].

Dewmostracion.

Gracias al Lema 5 bastard suponer

ft, %) 20 ct.p.de Qyvec.t ((x)eQ
g(t,x) 20 ct.p. de ¥
ug =20 c.t.p. de Q

pues en otro caso bastaria tomar
[t ) = max(f(t ), 0) (respec. —f~(¢,-) =f(t, ") — f* (")
c.t. te(0,7)
gt (t ) = max(g(t ), 0) (respec. —g=(¢,") =g(t.") —g* (%)
uyt = max (ug, 0) (respec. —uy™ = ug — up™)
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y como

((,x) <f7(tx) ct. x de 2, c.t. te(0,T)

gt x) c.t. x de I', c.t. £€(0,T)
o™ c.t.p. de 2
se tendria

wy (£,+) <u(t,+) <wuy(t,:) c.t. pde 2, c.t. te(0,7)
(si #1, #o y 2 representan soluciones del problema (1.3.) correspon-
dientes a los datos (—f~, —g~, —uy™), (f*, &%, we™) ¥ (f, & ug) res-
pectivamente). Supuesto va el problema simplificado por las considera-
ciones anteriores, una forma de acotar el soporte, en cada ¢, de toda
posible solucién de (1.3.) se tiene encontrando una supersolucién

v(t,*) 2 0 y con soporte compacto en c.t. ¢ € (0, T). Construyamos
tal funcién de la forma

v(t, x) = () - X(x)

donde 7 y X serdn elegidas adecuadamente.

Etapa 1. (Eleccion de X).

Consideremos en @ la funcién X (¥) = G*(|x|) siendo

1/m
(—%CH’Z—FCZ) si 7 < Ry
(g (Ry — 7)™ si Ry <7 < R,
0 si » > R,
donde

Ry > 0 es elegido de forma que

(U _sop f(t,-))u( U sop gt ) U sop upc L,

te(0,T) te(0, T)

hy viene dada por (3.2.) para el grafo « tal que
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(4:5.) a(r) = |p|iim—1.y m > 1

Ry, C{, C, y M son pardmetros positivos a determinar.

(Nétese que al igual que en el Teorema I, se pueden determinar
adecuadamente R;, C; C, v M de forma que X™ represente una
solucién con soporte compacto para Py s 0 (2) con o dada por (4.5.)
v f* v g* adecuadas). Impongamos de momento que X € C1(2) y
dejemos para mas tarde el resto de las condiciones sobre X. Se de-
bera tener

(4.6) = (3.4) — %cl Ro2 + C, = h(R; — Ry)

(4.7.) = (3.5) — Ci Ry = —V2¢y (hy (R, — Ry))

Etapa II. (Eleccion de ).
Dado m > 1, sea 7€ C([0, T]) satisfaciendo

(4.8.) T(t) —lt@)" 1 7() =0 en (0,7)
7(0) = ¢

para alguna constante ¢y > 0 (7). Nétese que se deberd tener

(4.9.) ' (¢) € [z (0)*, ©(T)™] en c.t. te (0, T)

Etapa I11. (Determinacion de las constantes de X y 7).

Sea v (¢, x) dada por (4.3.) con X y t definidas por (4.4.) vy (4.8.)
respectivamente. Impongamos a v las condiciones de supersolucién:

i) Se tiene

ov

St x) — At D)0 = T X () — () - X (@) =
— 7)) X(3) — (@) AX @) =70 1X@) — AX @) =
— F%(t, 7).

(7) Nétese que la ecuacién (4.8.) es una ecuacién de tipo Bernouilli y por tanto,
integrable elementalmente,
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En virtud de la eleccién de R y de la definicién de X y de la esti-
macién (4.9.), se tendra:

fE@E )= f(t,7) c.t.p de 2, c.t. te (0, T)
con sélo exigir,

(4.10.) Cy"-Cy+N = B* con B* = sup ess f(¢, x)
(t,x)€Q

il) w(t, x) = 7(f) - X (x) = g*(¢, x) sobre 3. Luego para que
lg*(t, )" ~1-g*(t,-) > gt %) c.t. pde T
bastard que se tenga

(4.11) (Co- (R(R; — Rp))™1\)y™ » K* siendo K* = sup ess g(t, x)

¢MEE
iii) »(0,%) = 7(0) - X(x) X w*(x) en 2 y por tanto se tendrd
ug* > uy c.t. p de 2
exigiendo

(4.12)  Cy- (h(Ry — Rg))™ > L, siendo L = sup ess  uy(x)

7€Q

Con el fin de determinar los pardmetros, observemos que (4.11.)
v (4.12.) se tiene si

%
(4.13) = (3.6) h(R; — Ry) > K, siendo ahora K — Max — { é‘fz ,
0 ”m
CI‘I’:' }y ademds la condicién (4.10.) se puede expresar como
0
. B*
(4.14) = (3.7) C;-N 2> B siendo ahora B = R
0

La eleccién de Cy, C,, R y M de forma que se satisfagan (4.6.), (4.7.),
(4.13.) y (4.14.) coinciden con la que se tiene al exigir (3.4.), (3.5.),
(3.6.) y (3.7.), eleccién ya realizada en el Teorema I. En concreto
bastard tomar

c_ B
N
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1 B
C,=K+ ~— 2 R
2 Tty

M dado por (3.10.)
(4.15.) R, = ¥Y(K) + R,.

Para establecer la existencia y unicidad para el problema (4.2.)
consideremos 2 abierto regular acotado de frontera I' verificando

Brclco
con R; dado por (4.15.). Gracias a la hipétesis (4.1.) se tiene que
geWuL1(0,T; L*(2) n L2(0, T : H(Q))
y por tanto el Teorema 3, nos asegura la existencia de una tnica

ueC([0,T]: H-1(Q) y con u(t, ) € L1(Q)

verificando
ot e =R ~
W—A[ur" 1o = f en (Q,T) x Q

(4.16.) .
| (¢, %)™~V -t x) =g %) en (0,7) x I
# (0, x) = #y(x) en @

siendo

ft.) =1t )N, 8¢ ) =g )la, 4o = uola. c.t. te(0,7)

ademads

lib(t, )| - @(t, ) e LV(D) v |@(t, )" 1-a(t, ) e Hyl(Q)
c.t. te(0,7)

Considerando entonces la funcién # definida en  mediante

AR 0]
ult, ) = w(t, ) en Q c.t'. te(0,T)
0 en 2 — 0
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se obtiene asi u e C([0, T]: H~1(£2)) con #(¢, ) € L1(2) solucién de
(4.2.) verificando ademas

ety Wty ) € LVQ) v ut, )"~ 1-ut, ) € Hol(@)
c.t. te(0,7).

La obtencién de la supersolucién v muestra que toda posible solucién
w de (4.2.) debe verificar

sop w (¢, *) € Qp, c.t. te(0,7)

y esto junto a la unicidad para (4.16.) y la construccién de » demues-
tra la unicidad,,, .

Nota 10. En Brézis-Friediman [14], se muestra como ciertos
problemas de evolucién (completamente distintos al (4.2), gozan de
una propiedad atn mdés «fuerter que la de compacidad del soporte
de la solucién, en el sentido de que basta suponer que

#o(x) > 0 cuando |x| > + o0 x € (2 =RV por simplicidad),

para obtener la compacidad del soporte de la solucién del problema
en cuestién.

Tal propiedad no es satisfecha por el problema (4.2.) ya que en
Kalashnikov [21] se muestra quesi# es solucién (4.2.) (con 2 = (0, 4 o0)
f=0) y si u(ty, %) > 0 para algtn (%, %) € (0, T) X (0, ), enton-
ces u(t, x9) >0 Vi, t = £y.
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