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1. — INTRODUCCION,

Se considera un cuerpo homogéneo e isétropo que ocupa un abier-
to 2 de R3, con frontera I" «egulary (por ejemplo de clase uno).
Sea p su densidad, ¢ su calor especifico y & su coeficiente de conducti-
vidad térmica. Supondremos ¢ y ¢ constante positivas, pero £ fun-
ci6n de la temperatura. (Si ¢ y ¢ también dependen de la tempera-
tura, las ecuaciones que se obtienen pueden reducirse a las del caso
que aqui se trata, mediante un sencillo cambio de variable).

Se quiere determinar la evolucién de su temperatura a lo largo

de un intervalo de tiempo [0, 7] con los siguientes datos:

a) La superficie I" se mantiene en todo instante a temperatura
cero.

b) Existe un aporte de energia calorifica que por unidad de
masa vale, en el punto x y en el instante ¢, f(x, £).

¢) La temperatura del punto x € 2 en el instante inicial es yg(x).
En estas condiciones es conocido que, si se designa por y(x, ¢) la
temperatura del punto x € 2 en el instante ¢, entonces:

(*) Este trabajo ha sido realizado, en parte, durante una estancia en el Insti-
tut de Recherche d’Informatique et d’Automatique (I.R.I.A.) de Francia, sub-
vencionada por los Servicios Cientificos de la Embajada de Francia en Espaifia.
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y(x, ¢ =0, xel, telo, T[, (1)
y(x,0) = yo(x), x€Q.

Ta resolucién numérica de este problema resulta complicada
debido, naturalmente, a su caridcter no lineal. Su discretizacién
completa mediante un esquema implicito conduce a un sistema de
ecuaciones numéricas no lineal que podria resolverse con el algorit-
mo de Newton, a condicién de que se verifiquen ciertas hipétesis,
en particular, la diferenciabilidad de k.

Para salvar la dificultad que supone la no linealidad, ciertos
autores proponen esquemas en diferencias finitas de varios «nivelesy
(DuPONT - FAIRWEATHER - JOHNSON (5], LEEs [6], [7], DENDY [3])
mientras que otros introducen métodos de tipo «predictor-correctors
(DoucLAs-DUPONT [4], PRICE-VARGA [12], MEVER [10], WHEELER [13]).

Los algoritmos que se proponen en este articulo son esencial-
mente distintos de estos dltimos y, en cierto sentido, préximos al
de Newton. En efecto, al igual que éste persiguen la resolucién del
problema no lineal, son de tipo iterativo y cada iteracién requiere
la resolucién de un problema lineal.

Sin embargo presentan ciertas ventajas respecto al algoritmo
de Newton: primeramente su convergencia puede demostrarse sin
hip6tesis de regularidad sobre % y, en segundo lugar, no tienen na-
turaleza local (la convergencia se prueba cualquiera que sea el punto
de partida).

2. — PRELIMINARES.

A continuacién se recuerdan ciertos resultados de la teoria de
operadores mondtonos, que serdn fundamentales en este articulo
(ver p. ej. A. Pazy [11]).

Un operador maximal mondétono en un espacio de Hilbert, H,
es una aplicacién definida en un subconjunto D(B) de H llamado
dominio, y con valores en el conjunto de las partes de H, que es
mondtona, es decir:

si y, € Bx;, y€Bx, entonces (y; — ¥y, %3 — %)y > 0 y tal
que no existe ningtin operador monétono con grafo mayor.

Asi, por ejemplo, toda aplicacién § de clase C! en R, que verifique
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f'x) =0 para cada x € R,

es un operador maximal monétono en R.
Si B es un operador maximal mondtono, puede probarse que,
si Aw < 1, entonces para cada fe H existe un tnico # € H tal que:

(1 —Aw)u + ABusf,

siendo A un real positivo. El operador J,* = ((1 — Aw) I 4+ AB)~1
que a f hace corresponder # es una aplicacién lipschitziana de cons-
tante (1 — Aw)~ 1.

El operador B,» = I—_J—‘ies lipschitziano de constante 1/4,
para todo 4 tal que 1w < % *

J:2 v B;® son, respectivamente, el operador resolvente y la apro-
ximacién Yosida de B — wl.

Para finalizar se enuncia dos lemas que seran utilizados mds
adelante.

Lema 1. — Sea B un operador maximal monétono en un es-
pacio de Hilbert H. Son equivalentes:

i) ueBv —wv
i) uw=B,"@v+ Au), 1>0.
Demostracion: (ver BERMUDEZ-MORENO [1]).

Lema 2. — Si B es un operador maximal monétono en H se
verifica:

flvg — va — % (Ja(wy) — Ja(@)li2y <

— Ay — v))lly + llv1 — 2l

V1, Uy, Wy, wzeH, A>0.

Demostracion: (ver BERMUDEZ-MORENO [2]).

(*) Para w = 0 se escribird simplemente J;, B;.
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3. — DESCRIPCION DE LOS ALGORITMOS. CONVERGENCIA.

Las hipdtesis sobre los datos del problema son las siguientes:

i) o y ¢ son constantes positivas,
iil) keC(R), k(x) > « > 0 para cada x € R,

)
iii) feL2(0,T; H-1(2) (*),
iv) o€ L2(9Q).

v

Sea f la primitiva de & pasando por el origen, es decir,

po) = | k@ @)
Entonces 8 es un operador maximal monétono en R, y (1) equivale a:
ec (1) — 3 LB (v0) = of (5,9 en 2 %10, T,
at i=1 ax,l
y(x,8) =0 en I'x 10, T[, (3)
¥ (%, 0) = yo(x) en Q.

A fin de escribir este problema en forma variacional, se definen
la aplicacién bilineal, continua y coerciva,

a. Hol (.Q) X Hol (Q) —> R ,
3 0z

op
a(z, p) = — T dx 4
( (P) igl Q axi axi ( )

y el operador maximal monétono en L2(£2):
B(z) (x) = B(z(x)) casi por doquier en Q.

Pues bien, no es dificil probar, mediante producto escalar por ¢
e integracién por partes, que el problema (3) equivale a:

(*) H-1(Q) = (Ho' (Q))

8
Hol(Q) = (g e L2(Q) af. eL2(Q), i=1,...,m plp=0
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ot
para todo ¢ € Hyl(f2), (5)
¥(%,0) =yo(x) en 2,

asi como la existencia de solucién tnica, verificando:
veL2(0, T; Hol()), % e L2(0, T; H-1(Q))

(ver p. ej. J. L. Lions [8]).

Por otra parte, si se prueba que B,;(z) € Hy!(2) cuando z € Hy1(2),
el lema 1 permite afirmar que (5) equivale a:

QC(%\; (t), QD‘) + o('(B)L(y(f,) -+ },H(t))r (P) = Q(f(t), (p)

para todo ¢ € Hpl(R),
¥ (% 0) = yo(x) en 0, (6)
u(t) = Bi(y(t) + 2u()).

Si ahora se tiene en cuenta la definicién de B;, no resulta extrafio
plantearse el estudio del siguiente,

Algoritmo 1.

Se parte de ul, yl elegidos arbitrariamente en L2(0, T; Hy!(L2)).
Obtenidos #* e y*, las funciones #"*1 e y*+1 se definen del siguiente
modo:

g{@;W»ﬂ+4 wﬂmwywuww—ummw

1
A
+4§wa+mw»ﬂ

para todo ¢ e Hyl(Q), (7
¥ 1(x, 0) = yo(#) en 2,

w1(t) = ur(t) +%yn+ 1(2) _%]l(y”(t) + Aur(2)), (8)

9 — Collectanea Mathematica
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donde [, es el operador resolvente de B.
Noétese que (7) es un problema lineal, concretamente:

dyn+1 1 ,

oc yﬂt ——ZM” "l=of + Au"—%A];,(y”—{—lu”)en!)x]O,T[,
o

yrri=0 en I' X0, TT, 9)

Y*T10) = ¥ en Q.

Para que el algoritmo esté bien definido es preciso que J,(y* 4+ Au?)

pertenezca al espacio L2(0, T; Hy!(f2)). Este resultado es consecuen-
cia inmediata de la siguiente:

Proposicion 1. — Sea p(t) = J,(2(f)) c.p.d. en ]0, TT. Entonces
2e€L2(0, T; Hyl(2)) implica p € L2(0, T; Hyl(2)).

Demostracion: Sea w; la base ortonormal en L2(Q2) definida por:
w; = 0 en I',

donde 4;, j = 1,2, ... son los autovalores del operador —A en Hyl(Q).
Sea V,, el espacio engendrado por wy, ..., ®,, ¥ ¢.() = g: £ (2) w,

i=1

el elemento de V,, definido por:

(90 (8), @) + A(B(gn(9), w) = (z(8). ), j = 1,..., m  (10)
para «casi todon» ¢ €]0, TT.

Sustituyendo w; por — ;—1 L w; se tiene:
‘j
@), —Law) + 2(B(ga(), —ow) = (), —aw), j=1,..,m

Multiplicando la igualdad j-ésima por £™, sumando las obteni-
das desde j = 1 hasta j = m y utilizando la f6rmula de Green resulta:

||vqm(t)|l2(L2(.Q))3 + AV B(gn(t), Vqn (t))(LZ(n)P =
= (Vz(t), Vg () 2y » (11)

puesto que z(f) = 0, ¢,,({) =0 en Iy (0) = 0.
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Por otra parte vB(qg,(t) = k(g,(¢) V¢, (f), por consiguiente
(11) implica:

T T 1/2
(1+ Aa) - [ 119 o 0)| 2 gy B < ( f 19202z dt)
Jo \]

i

H‘Z»;HLZ(O, Ty Hol() S C (independiente de m),

T 1/2
17 @ (8)] 1212 (@) dt)
0

de donde

en virtud de la desigualdad de Poincaré.
Esta acotacién permite afirmar la existencia de ¢e L2(0, T;
Hyl(Q)) v de una subsucesién {g.} tales que:

{gm} —>qen L2(0, T; Hy!(£2)) débilmente cuando » - oo.

Finalmente, mediante un método de monotonia (ver J. L. LIONS
[8]), es posible pasar al limite en (10) y probar

q(t) =p@) c.p.d.en]0, TT

lo que acaba la demostracién.

La proposicién que se da a continuacién prueba la no expansi-
vidad de la aplicacién que transforma el par (#™, y™) en el par (" *+1,
ym + 1)‘

Sean #, ¥y elementos cualesquiera de L2(0, T; Hy!(£2)). Denota-
mos #, v los elementos de L2(0, T; Hy!(Q)) que verifican:

(—‘f% ®.9) + (%ym, ¢)= o(f0), ¢) — a(i ¢) +

Fa (70 + 3#0),g) vera todo peHyt(@), (12

y(%,0) = y(x) en 2,

w(t) = a(t) +§y(t) —%Jz(&(t) +a). (13)

Sea Q el operador de W = (L2(0, T; L2(2)))2 en si mismo, que
transforma (%, y) en (u,y). Se tiene la siguiente:
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Proposicion 2. — Si en el espacio W se considera la norma
hilbertiana:

1 (T 12
2 J‘o ||y(t)||2(L2(.Q)) dt)

T
1ty )y = ( J 06 &)1 2z B +
0

la aplicacién Q es no expansiva.

Demostracion: Sean (u;, y;) e W, i =12y (u,y;) = Q (i, %),
1= 1,2

Escribiendo (13) para # = #%;, ¥ = §;, ¢ = 1,2 y restando las igualda-
des resultantes se obtiene:

loey (8) — up (t)Hsz(m = A_l2 ly1(2) — 3"2(t)||21,2(9) +
1l (t) — 2 (t) ~—;—(J‘A(y'1 O + 21 (8) — Ja(2(0) +
+ 2 (0)] 2 + —j-(ylw — 32(0), i (t) — ia(t) — (J;(y\ ) +
+ Ay () — J;.<(y'z(t) + mz(t»)) . (14)
L2(Q)
Sean z;, ¢ = 1,2 las soluciones de

a(z, @) =J v; pdx, para todo ¢ e Hl(Q)
Q

Escribiendo (13) para #;, v;, ¢ = 1,2 sucesivamente, restando las
igualdades obtenidas y tomando ¢ = 2;(f) — 25(¢) resulta

c a4 1 i
92 ’ 1¥1(#) — y20)1128-110) +7H.‘}’1(t) — ¥2()1Pr20) =

= — () — #at) — % Ja(510) + Adiy () — Ja(5200) + Aia(®),
y1() — yz(t))u(o) .

Sustituyendo esta tdltima expresién en (14) se obtiene:
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1
Hoy (8) — w2 ()220 = — ? [y () — yz(t)”zu(m +
- . 1 - - - -
i) = @) — (L0 + 2 0) ~ (520 + 22(0)) 1P

c d
_ Q;L = Hy1(t) — v2(01125-100) -

Si se utiliza el lema 2 para
v; = i, (t), w; = v;(¢) + Ad; (), 1=1,2

esta igualdad implica

wm—mwmm+%mw—mwu-

d - -
=+ 9; —gt—”yl(t) —3’2(t)||2H—x(m < |l () — Mz(t)Hsz(g) +

+%wmwwww. (15)

Integrando esta desigualdad de 0 a T se obtiene el resultado.

La no expansividad de la aplicacién Q en W no es suficiente para
garantizar la .convergencia del algoritmo I en dicho espacio. No
obstante se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 3. — Sea {y" la sucesién construida mediante el
algoritmo (7), (8). Se verifica:

lim {y"(f)y = v(f) en H-1(2), c.p.d. en ]0,77T. (16)

n-— 0O

Demostracion: Calculos analogos a los realizados en la demos-
tracién de la proposicién anterior permiten probar la igualdad:

oc d , . ,
:;_—(Zt_ Ny 1(t) — v (6)12g-100) + N1 TL(E) — 2 (812200 +

1
+ ﬁ [|y*+1(t) —y(t)HZLZ(!)) < lw(t) —u (t)||21,2(_o) +

+ % y* (@) — ¥ (@O)12120) 7
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Integrando de 0 a ¢ resulta:

2237410 — 3 (012 + [ 1 (1) — w(2) |21y dT

0

1 . .
- —--J Na* (7)) — v (1)||?12(0) AT <J lee* (7) — 0 (7)[1212) 4T +

Zzo 0

1
_L_;"_z(o”y"(r) —3’(T)H2Lz(_q,dr. (18)

De este modo la sucesién:
t l 3
{ f () — () P 47+ 5 i 137() = 3 ()P d}

es mono6tona decreciente, acotada inferiormente y, por tanto, con-
vergente cuando » tiende a infinito, para casi todo ¢. Pasando ahora
al limite en (18) se obtiene el resultado.

Algoritmo II.

Primeramente vamos a utilizar de nuevo el lema 1 para escribir
el problema (5) de otra forma.
Es evidente que v es solucién de (5) si y sélo si verifica:

oc (% ¢) + a(wy, 9) + a(B(v) — oy, ¢) = o(f(), p, V peH,l(2)
¥ (%, 0) = yo(x) (19)

siendo o un ntimero real cualquiera.
Sea 1t = B(v) — oy; en virtud del lema 1 se tiene:

# = B;*(v + Au) para todo 2 >0 (20)

de manera que (19) equivale a:

ec( 2, )+ wa(y.g) + alu.g) = o(f(0. ). para todo g Hor(0),

= B,*(y + Au), (21)
¥ (%, 0) = vo(#).
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Esta formulacién sugiere el algoritmo:

oc (aa};”’ (}J) + wa(y*, @) + a(w”, ) = o(f(), ¢), (22)

y*(#, 0) = yo(7),
wtl = B*(y* + A%, (23)

cuya convergencia se prueba en la siguiente:

Proposicion 4. — Si o = Eli-y A >0 se verifica: lim {y"(f)} =

= v(¢) en H~1(Q) para casi todo ¢ €]0, T7T.

Demostracion: Restando las igualdades (23) y (20) se obtiene

. 1
() — wT1(#)] 120200 < 3 |y (@) — y*(@)12L20) +

+% (W) — wr @), Y — 3" D)z + |10(O) — 0 0)|Praay > (29)

. .. PO S 1
yva que B;® es lipschitziana de razon751 Aow < o
Sean z, 2" las soluciones de:

a(z, @) =J y@dx para todo ¢ € Hyl (),
Q

a(,¢) = | y"pdr para todo peHol(2).

Ja

Restando (22) de la primera igualdad de (21) vy tomando a conti-
nuacién ¢ = z — 2" resulta:

—— |y — " (t)HzH-l(m + olly () — y”(t)HZLZ(Q) +
+ (u(t) — (), y(?) — ¥*"(#))2i9) = 0

y utilizando esta igualdad en (24)
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c 1
|o6(8) — 6T 1 ()] 12200) + %TIIy(t) — V@210 <

< Jlu(t) — u”(t)HZLZ(!))'

Integrando de 0 a 7 se obtiene:

oc

¢
v (@) — (t)“zH‘l(Q) + [ || (7) — 1“'"'—1(7)“2Lz(m dt <
Jo

v

t
< j || (T) — #*(7)||2120) T para casi todo £€]0, T|. (25)
0

Por consiguiente la sucesion:

{ r [t (7) — 4" (7)]1212(q) dT}

Jo
es convergente, lo que permite probar:
{{ly (@) —y*@)llg-1q} —> 0 para casi todo ¢€]0, T

sin mds que pasar al limite en la desigualdad (25).

4. — RESULTADOS NUMERICOS.

Como ejemplo «testy se ha utilizado el problema (1) pero con
tan solo una dimensién espacial. He aqui los valores de los datos:

=101, T=1 o=c=1

1 siy<0
k(y) = ,
2v+1siv 20

Yo(x) =0
flx, ) =2 — a2 + 2¢ — 2(2 — 12x + 12x2).

+ En este caso se conoce la solucién exacta que es:

v(x, t) = t(x — x2).
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Para resolver el problema lineal que surge en cada etapa de los
algoritmos I y II, se ha tomado un esquema totalmente implicito
en tiempo y, como aproximacién del operador laplaciana, el cldsico
esquema con tres puntos.

. 1 .
Como paso se ha elegido %2 = ETX tanto en espacio como en
tiempo.

El «test de parada» utilizado en cada paso de tiempo ha sido,

Ly — ¥ (jh, 1h)]

2 EAY, 10-2,
|v(7h, th)|

1 9
9 =1
donde v* representa el valor aproximado de la solucién en el punto
(h, ih), obtenido en la iteracién #n-ésima.

Las tablas 1 y 2 representan el ntimero de iteraciones requeridas
para los diferentes valores de 1 en cada paso de tiempo, por los al-
goritmos 1 y 2, respectivamente. (*)

Como # inicial se ha tomado #0(x) = 0.

Tabla 1
P ! 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
025 | 12 10 9 8 8 7 6 6 6 5
0.5 7 6 6 5 4 4 4 3 3 3
0.75 5 4 4 3 2 2 1 2 1 2
I 12 3 3 3 4 3 4 4 4
1.25 5.5 5 4 5 5 5 5 5 5
1.5 6 6 5 6 5 6 S 5 5 5
1.75 7 6 6 6 6 6 6 6 6 71
2 7 7 1 1 6 1 1 1 1 1

(*) Los célculos han sido realizados en los ordenadores de los Centros de Cal-
culo del I.R.ILA. y de la Universidad de Santiago.
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Tabla 2
' 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0.25 303 2 2 2 2 2 2 2 2
0.5 12 2 2 2 2 2 2 2 2
0.75 2 2 2 2 2 2 2 3 2 3
1 3 03 3 3 3 3 3 3 3 3
1.25 4 4 3 4 3 4 3 4 4 4
1.5 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
1.75 5 5 4 5 4 5 5 5 5 5
2 6 5 5 5 5 5 5 5 5 6
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