RESTRICCIONES DE LAS ALGEBRAS Hy™

por

JuriAn Curt

1.— PRELIMINARES

Consideremos la circunferencia unidad 7 y un subconjunto abier-
to E ¢ T. Aunque algunos resultados permanecen vélidos, con pe-
quefias modificaciones, para E cualquiera supondremos siempre
que E es abierto. L;* serd el dlgebra de Banach uniforme de las fun-
ciones de L*° (T, dm) (dm = medida de Lebesgue sobre T) que son
continuas en E y H;*™ la subalgebra de L;* constituida por las funcio-
nes que extienden analiticamente al disco unidad D por medio de la
integral de Poisson. También, fe Hg™ es una funcién analitica aco-
tada en el disco unidad que extiende continuamente a los puntos de E.

El dlgebra H;> tiene espectro compacto mf y hay una proyeccién
continua, gz, de mE sobre el disco cerrado D que viene dada por la
transformada de Gelfand de la funcién z: estd claro que 7z es inyec-
tiva sobre el conjunto 7z~ ! (D) y sobre cada punto o € T hay una fibra
mE = 7z~ 1 (). Por otra parte, la inclusién Hz™ ¢ H* (Hz* = H*)
da lugar a una aplicacién continua entre los espectros

@:m=m? —>m"

y es sabido ([4]) que esta aplicacién es exhaustiva. Si a € E es evi-
dente que la fibra m,F se reduce a un punto. En el caso en que a ¢ E
la aplicacién @, que induce aplicaciones entre las fibras

R

da lugar a una g, inyectiva, es decir, m, = m,®. Para verlo, es sufi-
ciente observar que g, inyectiva quiere decir que las funciones de Hz>
separan los caracteres de m, y esto es consecuencia del Teorema 1.1
de [8].
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Podemos considerar también el espectro X% del élgebra L;*° for-
mado por fibras X F encima de cada punto « € 7. También es cono-
cido que este espacio X¥ es precisamente la frontera de Shilov de
H;> ([4]). Esté claro también que X F se reduce a un punto cuando
@ € E y que cuando o ¢ E, entonces X, = X,, la fibra correspondien-
te de X = Esp (L) (Lema 1.2 de [8]). En los puntos « € E — E 1la
proyeccién ¢, aplica X, en X E.

Consideraremos ahora las dlgebras que se obtienen al restringir
las funciones de £>° a lasfibras m,%, dlgebras que son triviales si « € E.
Llamaremos 4,F a esta 4lgebra restriccién. La misma demostracién
de [6] (Cap. 10) prueba que 4,F es una subalgebra cerrada de C (m,F)
de espectro m,F y la frontera de Shilov de 4,F estd contenida en X,E.
Por lo tanto, AF, se puede considerar como un élgebra de funciones
sobre X,E.

2.— EXTENSION ANALITICA DE LAS RESTRICCIONES.

Nos interesa estudiar la regularidad de 4,F; cuando « ¢ E veremos
un resultado més fuerte, que es la coincidencia con 4, = 4,2.

ILeMA 1.— Sean E c T un abierto y ag¢ E un punto de 7. En-
tonces existen un abierto 4 que contiene a D U E y una funcién
f(z, o) definida para ze 4, a« € E tales que

i) siack, lim f(na) = 2%
Z—>0 o — U’O

i) Re f(z,0) > —K si (z,0) edxE (K> 0).

, uniformemente respecto de «.

iii) si F € 4 es un compacto, existe M > 0 tcl que
f(z,0)! S Mp st (z,0) e Fx E

iv) f(z, «) es continua respecte « y analitica respecto z.

DEMOSTRACION.

El Lema y la demostracién son una modificaciéon del Lema 1 de
[31. Sea ¢ >0y f(a) =a(l 4 ¢). Llamaremos B=T7 — E y

=S5 (2 - 202 o123

o — &Ko
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con lo cual ya se cumple i).

Sifi (2 0) = Bl +2 y fo(2, &) = f(2, &) — fi (2, «) tenemos

Ble) —2
[f2(z 0)| < M|z|e e —z| wcE
|2 — B ()]
acotacién que se obtiene con un simple célculo y teniendo en cuenta

que ap ¢ E.
Si ahora consideramos el abierto D definido por |z — «g] < 3,
€

2 =B

es 2€D, a € E implican |f,(z, )| < M’
Ahora
4= {z tz—B(0)]| > %}, es un abierto que contiene a

a€cE

D u E y se cumple

Ifa(z, «)| < M 'y, por tanto, Re f(z, «) > — M" para
2€4, n D, a€kE.

Por otra partesiy, = {z: Re fi(z,0) < — 2}, a € Ey 4, =N C v,
a€E

A; es un abierto que contiene a D U B y se cumple
Refi(z2,0) > —2sized;,ack.

Por lo tanto para zed =4; n 4, n D, a € E tenemos Re f(z,a) >
> — K. Finalmente iii) se cumple porque f; estd acotada sobre
FxEsi F € 4 es compacto y iv) es inmediatol|.

TEOREMA 1.— Sean E c T un abierto y ag¢ E un punto de 7.
Existe un abierto @ que contiene a D U E de modo que si fe H™ se
puede encontrar una funcién g analitica y acotada en @ de modo que

lim (f (@) — g () = 0.

I—>0ty
zeD

DEMOSTRACION. (Cf. el Teorema de [3]).

f) + 1Ifll
If+ 1A

y f no nula en D, por tanto

Sustituyendo f(z) por podemos suponer |[|f]| <1

(&) = exp ( —J I g 0)

Tgiﬂ__z
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donde p es una medida positiva sobre T". Sea f(z, ) la funcién del
Lema 1 y definamos

H () = exp (— [ e € du(6),

J E

con lo cual H es analitica y acotada en 4; sea

et + 2z i

L(z) =exp(— J . w (6))
T—E €~ — X
i0
y 4= N {z : Re (—f—+—z) > —2}; al ser T — E cerrado
0eT_E e — 2z

resulta que A’ contiene a un abierto que contiene a D U E y en 4,
L (2) es analitica y acotada. Sea, finalmente, g (z) = L (2) - H (2) que es
analftica y acotada en @ = 4 n 4’ y es solucién del problema ya que

,f(z)_g(z)lzil,(z)l-lexp(—J f(z,e"")d/z(ﬂ)—eXp(—J e‘; =
E E € —2Z
dp(6) -0

cuando z - «y en D ya que L estd acotada en 4’ 3 D U E y se tiene
en cuenta i) del Lema 1J|.

COROLARIO.— Sea E c T abierto y age T — E. Entonces
Hoolmuo = HEoolman

S
y, de hecho, toda funcién de H' *°|m,, PTOViene de una funcién analitica
y acotada en un abierto que contiene a D U E.

3.— REGULARIDAD Y NO MAXIMALIDAD

El Corolario anterior nos dice, en particular, que el dlgebra 4,F =
=H E g, (si « ¢ E) es un 4lgebra regular sobre X, ya que es sabido
([6]) que 4, lo es; asi pues, X,F es la frontera de Shilov de 4,F. De
manera andloga al caso de H* la regularidad de las 4lgebras 4,F
sirve para estudiar la maximalidad de H;*> como subélgebra de L.
Veamos de que manera y dejemos para mas adelante el probar que
A,F también es regular cuando o € E.

PROPOSICION 1.— Si M es una subélgebra cerrada (uniformemente)
de Lz que contiene estrictamente a H;*°, entonces M contiene la
funcién z.
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DEMOSTRACION.

Es facil ver que el dlgebra H;> es del tipo H> n Cyp (cf. [1]) donde
Cp indica la C*-4lgebra engendrada por los productos de Blaschke
inversibles en B, siendo B un algebra cerrada tal que H* ¢ B c L,
pues Hy® = H*® n Lg™ y L™ es del tipo Cp teniendo en cuenta
un resultado de [2] (Teorema 1.2.1) y el hecho de que un producto de
Blaschke es inversible en H*® - L;*° solamente cuando es continuo
en E; se toma como B el 4lgebrc engendrada por H* y los conjuga-
dos de los productos de Blaschke continuos en E.

Entonces por la propiedad de Douglas (Teorema 3.2 de [1]) exis-
te un producto de Blaschke b € H> con b € M; elijiendo b; € Hg™
producto de Blaschke de modo que

bob=— % eM se tiene z = bibta
+ﬂblb

[

1 —az

y, por tanto, ze M.

También se puede demostrar la Proposicion de manera andloga
al caso E = ¢ ([6]) teniendo en cuenta que H;*° es logmodular sobre
XE (4]

Resulta, pues, que toda superalgebra estricta de Hy* (cerrada)
contiene a C (funciones continuas sobre 7). Es inmediato que la
més pequefia de estas superdlgebras es precisamente Hy> + C (es
cerrada en virtud de 1.2 de [7]). Es claro también que entre H;* y
Lg> no hay algebras débilmente cerradas (respecto de la topologia
débil de L>°) cuando E # ¢ ya que una tal dlgebra deberia contener
a z y por tanto coincidir con L*° (distinta de Lz™ si E #¢).

Vamos a ver a continuacién que una subdlgebra estricta de L™
que contenga H ;> ha de dar lugar a una subdlgebra estricta de C(X,>)
al menos sobre una fibra.

LEMA 2.— Sea B éalgebra cerrada con H® ¢ Bc L*® y Cp la co-
#*

rrespondiente C*-dlgebra (cf. Prop. 1) y D,, D, dos élgebras cerra-
das tales que H n Cz € Dy, D, € Cy y Esp (D;) = Esp (D,). Enton-
ces ha de ser Dy = D,.

DEMOSTRACION

Puesto que H* n Cp es una subdlgebra logmodular de Cp (Lema
3.1 de [1]) los espectros de D; y D, se pueden considerar como su-
bespacios de Esp (H® n Cp). Por la propiedad de Douglas D; estd

7 — Collectanea Mathematica
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engendrada por H>® n Cp y conjugados de productos de Blaschke;
entonces un cardcter y € Esp (H™ n Cp) pertenece a Esp (D;) si y
solo si |y (b)] = 1 para todo b producto de Blaschke con & € D; (misma
demostracién que en el caso particular de H*, cf.[5]). Puesto que
un producto de Blaschke & es invertible en D; si y solo si |y (8)] = 1
paia todo y € Esp (D;), resulta el Lema//.

ProposiciON 2.— Sea E ¢ T un abierto y B un algebra cerrada
#*

con H;* € B € L™, entonces existe al menos un punto a e 7T tal

que é;xf c C(XE).
#*

DEMOSTRACION

Si H;*® € B € L™ la Proposicién 1 da ze€ B y se puede seguir el

razonamiento de [6] (padg. 194) para concluir que §|xf = C (X,5)
para todo « implicaria Esp (B) = Esp (L;*°) y entonces se aplica
el Lema 2.
Para probar la Proposicién cuando B = H;*® es suficiente ver
que existe un 4lgebra B con H;* c B c© Lz™; por ejemplo sirve el
# #

algebra H;> + C que es estrictamente mayor que Hpo, vy si E #7T es
H;>® 4 C c Lg™; en efecto, es suficiente ver que Esp (Hz> + C) #
#*

# Esp (L;*°): si « ¢ E, en este punto la fibra de Hz™ + C es igual a
mE vy la fibra de L, es igual a X B, fibras que son diferentes, ya que
para todo y € X, F se cumple |y (b)] = 1 cuando b es un producto de
Blaschke continito en E, pero tomando b de manera que sus ceros
se acumulen en «, ha de existir un carcter yo € m,® con y,(6) =0y,
por tanto, yxo¢ X, E//.

El hecho de que las édlgebras 4,F = ]-?ET,,,:' sean regulares sobre
X,E combinado con la Proposicién 2 da lugar, de manera analoga al
caso de H®™ (cf. [6] pag. 194) al siguiente

TrOREMA 2.— Si E ¢ T es un abierto, Hz™ no estd contenida en

ninguna subdlgebra de L;*° que sea maximal entre las subdlgebras
cerradas.

Este resultado nos dice, pues, que el caricter maximal de H,*
(dlgebra del disco) se pierde totalmente en el momento en que E
deja de ser toda la circunferencia; ya hemos observado antes que el
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cardcter maximal débil de Hy*® = H® se perdia también totalmente
en el momento en que E dejaba de ser vacio.

Consideremos finalmente la cuestién pendiente de la regularidad
de HS,r cuando acE:

TEOREMA 3.— SiE c T esun abiertoy a esun puntode T, a ¢ E,
#*

A
entonces el 4lgebra restriccién A4, = Hyx? es regular sobre el
espacio compacto X E.

DEMOSTRACION

Este resultado ya lo hemos obtenido como consecuencia del
Corolario del Teorema 1 cuando « ¢ E. Supongamos, pues, « € E.

Consideremos en la fibra X, F un cerrado F y un punto xo ¢ F;
podemos suponer o = 1 y hemos de construir una funcién % e Hg*>
de modo que y(h) =0 si ye Fy xo(h) # 0. Podemos coger un en-
torno de gy que no corte a F, entorno que sera del tipo

{xeX,F: |x(f)l <& con fieLg™

(suponemos ¥, (f;) = 0); cada funcién f; se puede descomponer como
una suma f; = f;! + f;2 donde f;! € Cx* (funciones continuas y acota-
das en E y nulas en " — E) y };2 es nula en E y medible y acotada en
T — E. Como que las combinaciones lineales de funciones caracte-
risticas de conjuntos medibles de 77 — E son densas en el segundo
tipo de funciones es ficil ver que podemos suponer que el entorno
que separa yo de F es de la forma {yeX,E : I&M (x)! < & donde
@y = funcién caracteristica de M ¢ T — E o bien

{xe X,k : 1% (2)] < & donde @ € Cp*™.

Consideremos en primer lugar el caso en que el entorno separador
sea del primer tipo y definamos

. n ¢
1 (0) =@y -log |1 —e¥)si el y h(z) =exp (1/2n.j ib——i——zu(e) a0)
—n€’—2z

con lo cual serd s € Hg™ (pues # es acotada superiormente y » =
sobre E) y sobre T tenemos la igualdad c.p.t.

| = |1 —e® si GeM; |h| =1si 6¢M.
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Ahora la funcién
ou - 7 (0)
0) = T—
1o = 220
pertenece a Ly y la relacién f(6) (1 — ) =@y (0) -/ (6) da lugar a
0=y (pm) -z (h) si xeF c X5
Ahora bien, para todo y es x(py) = 0 o bien yx(py) =1 y para ¢
pequefio los y del entorno de yo cumplen y (gy) = 0y los y € F cum-
plen y(@y) = 1, deduciéndose y (4) = 0 para y € F.
Por fin, la relacién (1 — |A|) pr_s = 0 c.p.t. da lugar a [y ()| = 1.

Supongamos ahora que ¢ € Cx™, xo(p) = 0 y para g € F es [y (¢)]
> &. Para probar el Teorema distinguiremos dos casos a) y b):

a) 7o (pr-g) = 1.

En este caso definimos # () = gz - log |1 — ¢| y también

h(z) =exp (1/27. Jn —ew—+i— u (0) d9)

—n &' —2

con lo cual 4 € H;*™ ya que # es continuamente diferenciable en E;
ademads se tiene sobre T c.p.t.

Bl =11 —¢9 siOeE; |hl=1 sif¢E.
Por lo tanto, la funcidén

f = z@hﬂ es de L.

1 — ¢t

La relacién
f(6) (1 —é? = ¢ (8) - £ (0) nos da, para g € F:
0 = 5 (p) - (k) v, puesto que x (p) # 0, se obtiene x (k) = 0.

Ademés (1 — |A|) gr_p=0 c.p.t. da lugar a |go (k)| =1 ya que
por hipétesis es xo (pr—z) = 1.

b) 20 (pr-£) = 0.

Cojamos un ndmero & : 0 <& < e y definamos los conjuntos

M,={ecE : jp0) >, My,=1{0cE : |lpO) <c¢}
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Definamos también una funcién A(6) que valga 0 fuera de E, tal que

A0) =1 —€f sifeMy A(0) =1 sibeM,

y después ya definiremos 4 (6) en los restantes puntos de E manera
que AeL;® (o sea AeCg>). Consideremos también la funcién u (6)
que valga 0 fuera de E, tal que

uw(f) =log |l —e® sifeMy; u(@) =0 sibel,

y después definiremos % (0) en los restantes puntos de E de manera
que u (f) serd integrable, acotada superiormente y continuamente
diferenciable en E. Tomemos ya

€l 4 z

h(z) = exp (1/27z.Jn — ——u () 46)

—n €% —2z

con lo cual # € H;* y se tiene sobre T c.plt.

| = |1 — e si@eMy |h =1 siBeMy |h| = 1si0¢E.

Escojamos las funciones 4 (60) y # (0) (o bien exp (u) = |A]) de tal
manera que la funcién

s = 2030

1 —¢?
sea acotada y A y & cumplan las propiedades citadas. Entonces la
relacién (1 — ) - f(0) = A(0) - % (0), da lugar a yx(4)-x (k) =0;
cuando y e I’ ha de ser 4 (4) # 0 : en efecto, podemos considerar el
espacio Cz> como el espacio de las funciones continuas acotadas sobre
E; y e F da lugar a un caracter de Cz* (no nulo ya que x (¢) 7 0)
y por tanto y, un punto del compactificado de Stone-Cech de E, se
obtendra tomando limites sobre una red de E; puesto que |y (¢)| > ¢
esta red ha de estar esencialmente contenida en M y como en este
conjunto es A = 1 resulta y (1) = 1.

Por otra parte y, también se puede considerar como un caracter
de C;* pues xo (pz) = 1; por tanto también proviene de una red de E
y puesto que yo () = 0 esta red ha de estar esencialmente contenida
en M,y aqui es || = 1 lo que implica que |xo (#)| = 1].
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