SOBRE CIERTAS PROPIEDADES DE LAS TOPOLOGIAS
ILLOCALMENTE CONVEXAS (*)

por

MANTUEL SUAREZ

INTRODUCCION. — Todos los espacios vectoriales que se consi-
deran, se suponen definidos sobre el cuerpo K de los niimeros reales
o de los numeros complejos.

Dado un conjunto 4 contenido en un espacio vectorial E, denota-
remos por (A4) su envoltura absolutamente convexa, y por [4] su
envoltura lineal.

A los espacios vectoriales topolégicos localmente convexos los
llamaremos simplemente espacios localmente convexos.

Si E es un espacio vectorial y 7 una topologia definida sobre
E, con la notacién E [T], o simplemente por E cuando no haya peligro
de confusién, designaremos al espacio vectorial E con la topologia T.

Si E[T] es un espacio vectorial topolégico, con los simbolos E’ v
E* se denotardn sus espacios dual topolégico y dual algebraico,
respectivamente.

Si E es un espacio vectorial, ¥ es un elemento de E y f es una
forma lineal definida sobre E, el resultado de aplicar f al vector x lo
denotaremos por cualquiera de los simbolos f(x), {f, #> o bien (x, f).

Si {Ej}i; es una familia de espacios vectoriales sobre el mismo

cuerpo K, designaremos respectivamente por ]Y E; v por IT E; a los
iel
espacios producto cartesiano y suma externa d1recta de los espacios

E; de la familia anterior.

Si E[T] es un espacio localmente convexo, A4 un subconjunto
distinto del vacio, equilibrado, convexo y acotado del espacio vecto-
rial E y g, es una seminorma sobre el subespacio vectorial [4] de
E, definida de la siguiente forma

qa (%) = wnf, o
>0, xep4d

(*) El presente trabajo es parte de la tesis doctoral del autor del mismo.
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entonces designaremos por E, al espacio localmente convexo comnsis-
tente en el espacio vectorial [4] con la topologia de la seminorma
¢4 la cual, tal como ha sido definida, es llamada gauge de A.

Sea E un espacio vectorial y G un subespacio vectorial de E¥;
con los simbolos ¢ (E, G) y 7(E, G) designaremos respectivamente a
las topologias débil y de Mackey definidas sobre E y de espacio dual
G. Si suponemos que E y G forman un par dual, con el simbolo g (E, G)
denotaremos a la topologia fuerte sobre E definida por el sistema
fundamental de entornos de cero.

{A°|4: acotado en G[o (G, E)]; A°: polar de 4 en E}

Las definiciones que se consideran de espacios casi-tonelados,
o-tonelados y w-casi-tonelados, son las siguientes:

Diremos que un espacio localmente convexo es casi-tonelado
cuando todo tonel bornivoro en él, es entorno de cero.

Diremos que un espacio localmente convexo E (T) de espacio
dual topoldgico E’ es w-tonelado cuando todo subconjunto 4 de E’
que sea o (E’, E)-acotado (es decir, acotado en E’ [¢ (E’, E)]) y nume-
rable, es equicontinuo. ,

Diremos que un espacio localmente convexo E [T] es w-casi-tone-
lado cuando todo subconjunto A de su espacio dual E’ que sea nu-
merable y g (E’, E)-acotado, es equicontinuo.

Sea E [T] un espacio localmente convexo separado tal que E’ = E*
y sea ueE* ud¢E'y {V}; un sistema fundamental de entornos
de cero de la topologia T.

Representaremos por 7, a la topologia definida sobre el espa-
cio vectorial E de modo que sea invariante por traslaciones y con el
sistema fundamental de entornos de cero constituido por todos los
conjuntos de la forma V; n « {#)°, en donde V; es un entorno de
cero cualquiera del sistema fundamental considerado antes, o es un
escalar distinto de cero y {#}° es la polar en E del conjunto de un
solo elemento {#} ¢ E*. Es trivial que E[T,] es un espacio local-
mente convexo separado y que su espacio dual topolégico es E,’ =
= [E’ U {u}]. En (3) se prueba que si E[T] es un espacio tonelado
o bornolégico o casi-tonelado u w-tonelado u w-casi-tonelado para
el que E' £E* y es ueE*, u¢E’, entonces E[T,] es respectiva-
mente un espacio tonelado, bornoldgico, casi-tonelado, w-tonelado
u w-casi-tonelado de espacio dual topolégico E, .



Sobre ciertas propiedades de las topologias localinente convexas 45

TEOREMA 1.

Sea E [T] un espacio localmente convexo separado tal que E' % E*
y sea ue E*, u¢ E'. Entonces, que T sea una topologia de Mackey no
implica que también haya de serlo la topologia T.,,.

Demostracién.

Sea E un espacio vectorial de dimensién infinita numerable y E’
un hiperplano denso en el espacio E* [¢ (E*, E)]. Tal hiperplano exis-
te, pues si consideramos una base {e,},.y de E y una sucesién
{es' ey de forma lineales definidas sobre E, tal que yi, j €N:
¢/ (¢;) = 0;; (en donde 6; = 1 cuando 7 =7 y §; = 0 cuando 2 #j),
supongamos entonces que y es una forma lineal definida sobre E* de
manera que ¥ # € N: p(e,’) = 1; es facil ver que p ¢ E y en conse-
cuencia, si E' = {#' e E*, yp(x') = 0}, es un hiperplano denso en
el espacio E*[¢(E*, E)]. Por tanto, si T = 7 (E, E’), topologia de
Mackey sobre E de espacio dual E’, ha de ser T una topologia se-
parada, pues si x es un elemento distinto de cero del espacio E, con-
sideremos un x* € E* tal que |x* (¥)| = 1; por ser E’ denso en el es-

pacio E*[g(E*, E)], existe algin ' € E’ tal que %' € x* + % &
y por tanto, |x' (x)| = |&" (¥) — x* (x) + x* (x)] > |x* ()] — |#" () —
1

—x¥(x)) =21 —-—=—.
)l 5

Es pues x ¢ —:1)‘— {x'y, lo que implica que la topologia o (E, E’) es

separada y, en consecuencia, también lo ha de ser la topologia T.
Puesto que E’ es denso en el espacio E* [¢ (E*, E)], dada cualquier
forma lineal x* perteneciente al espacio E* y no perteneciente al

E’, existe una sucesion %y, x5’, ..., x,’, ... en E' tal que lim %,/ = x*
fn—>0oQ

en el referido espacio E* [0 (E*, E)]. Luego, si hacemos S = {x/,
%'y ..., %,", ..}, S ha de ser un conjunto acotado y, en consecuencia,
también ha de serlo S*°, bipolar de S en la polaridad entre E y E*.
Como S es ademds un conjunto o (E*, E)-cerrado, ha de ser o (E*, E)-
compacto. Pero S®° nE’ no es o(E’, E)-compacto, pues existe el
conjunto S € S*° n E’ que es infinito y sin ningtn punto de acumu-
lacién en el espacio E'[o (E’, E)], (¥).

Por otra parte, si consideramos una forma lineal u perteneciente
al espacio E* y no perteneciente al E’, por ser E’ un hiperplano
de E*, se verifica que E,” = E* y en consecuencia, dado cualquier
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conjunto equilibrado y convexo 4 c E,’ que ademés sea o (E,’, E)-
compacto, también serd o (E*, E)-compacto y por ello, si la topologia
T, fuese de Mackey, 4° serfa un entorno de cero en el espacio E [T,]
y por ello existiria un entorno de cero W, equilibrado, convexo y
cerrado en el espacio E [T], y un escalar o 7% 0 tal que W n a{u)® c 4°.
Luego, si Ay (W n a {u})° son respectivamente las polares de
A° y W n a{uy en E* ocurritfa que 4° c (W n «a{u))° y en

consecuencia también seria A° ¢ { W° U iu . Como en virtud
o
del Teorema de las bipolares es <W° u {Lu} > = (W° u {iu} )
o o

00 ;
y evidentemente E' n (W° u —u} = W°, se verificaria que
o

A® n E' ¢ W°, y como A®° n E’ es un conjunto o (E’, E)-cerrado
y W° es o(E’, E)-compacto (pues por ser W entorno de cero en el
espacio E [T], W° es equicontinuo, y como ademis es o (E¥*, E)-ce-
rrado, ha de ser ¢ (E’, E)-compacto en virtud del Teorema de Alao-
glu-Bourbaqui), el conjunto A* n E’ habria de ser o (E’, E)-com-
pacto. Puesto que, en virtud de la definicién del conjunto 4, es A°° =
= 4, seria pues o (E’, E)-compacto el conjunto 4 n E’.

Hemos probado asi que si la topologia T, fuese de Mackey, la
intersecciéon de cualquier conjunto equilibrado, convexo y (o E*, E)-
compacto A con el espacio E’, dual topoldgico del E [T], habria de
ser un conjunto compacto del espacio E’[o (E’, E)]. Este resultado
junto con el (*) antes obtenido, demuestra el Teorema que nos ocupa.

La anterior demostracién del Teorema 1 sugiere la demostracién
del Teorema y Corolario siguientes:

TEOREMA 2

St el espacio E [T] es w-tonelado y separado de dimension infinita
numerable entonces su espacio dual topoldgico y su espacio dual alge-
braico coinciden.

Demostracién

Por considerar que E [T] es un espacio separado, su espacio dual
topolégico E’ es denso en su espacio dual algebraico E* con la to-
pologia o (E*, E).

Por tener E una base numerable, la topologia débil o (E*, E)
tiene un sistema fundamental de entornos de cero numeragble.
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Por todo lo anterior ocurre que para cualquier x* € E* existe
una sucesién S = {x;’,%,’,...,%,’,...} en E’' tal que lim x,’ = x*.

#%—>00

Luego S es un conjunto numerable y ¢ (E’, E)-acotado en E’. Puesto
que E[T] es w-tonelado, ha de ser, pues, S equicontinuo y también
S°°, en donde S representa la polar de S° en E*. Pero x* e S,
por ser S ¢ (E*, E)-cerrado, y por tanto x* € E’. Luego ha de ser
E' = E*, c.q.d.

CororArIO 2.1.

Si E[T] es un espacio normado y w-tonelado de dimensién infinita,
ésta mo puede ser numerable.

Demostracion.

Puesto que E [T] es w-tonelado, si E fuese de dimensién infinita
numerable habria de ser E’ = E* en virtud del Teorema anterior.

Por otra parte, si (e, €,, ..., ¢, ...,) es una base de E, que podemos
suponer tal que para todo # € N es |l¢,|| = 1, sea f una forma lineal
sobre E definida de la manera siguiente:

fle)) =1, flea) =2,...... , flew) =m, ol

Evidentemente esta forma lineal sobre E no es continua y por tanto
E’ % E*, en contradiccién con el resultado anterior.

Luego el espacio normado w-tonelado E[7] no puede ser de di-
mensién infinita numerable, c.q.d.

TEOREMA 3.

Si E[T] es un espacio normado de espacio dual topoldgico E' # E*
y uweE* u¢E', entonces E[T,] también es normado.

Demostracion.

Sea 4 =B; n {u°, en donde B; es la bola unidad cerrada
en E[T]. Por tanto 4 es un conjunto equilibrado, convexo y aco-
tado en E [T] y en consecuencia ha de ser E, un espacio normado.

Por otra parte es evidente que E, = E[T,], lo cual demuestra
lo que queremos.
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DEFINICION 1.

Sea E[T] wn espacio localmente convexo separado y {%}ie; una
familia de elementos de E. Divemos que la familia {x);c; es débil-
mente sumable si y sélo si el comjunto divigido (Y x}jeru (en

donde F (I) es la coleccion de todos los subconjuntos ﬁm’tés de I), es de
Cauchy con respecto a la topologia débil o (E, E'), comsiderando que
por definicion:

Para todo Ji, JoeF () :J1< J2 es equivalente a J; € J».

Hagamos la observacién de que en (8) es dada la siguiente defi-
nicién de familia débilmente sumable:

«St E[T] es un espacio localmente convexo separado vV {X}ier
es una familia de elementos de E, ewtonces divemos que {X}cr €S
débilmente sumable si y sélo si para cualquier forma lineal continua
%' definida sobre el espacio E [T], es ¥|<x;, #'>| < oo». Es trivial probar

I

que las dos definiciones anteriores son equivalentes.

DEFINICION 2. (8)

Sea E[T] un espacio localmente convexo separado. Designaremos
por 1,1 [E] al espacio vectorial constituido por todas las familias (x;)ier
débilmente sumables contenidas en E, com las operaciones (x;)icr +
+ (9)ier = (% + Yidier de suma de vectores y o (%)ier = (& X)ier
de producto de vectores por escalares, siendo el cuerpo base para |1 [E]
el mismo que para E.

DEFINICION 3. (8)

Dado un espacio vectorial |1 [E], designaremos por € a la topologia
definida sobve |1 [E] de la manera siguiente:

& es imvariante por traslaciones y un sistema fundamental de entor-
nos de cevo de € estd constituido por todos los conjumtos de la forma:

Existe V, entorno de cero en E [T7] tal que para |
} s todo a' € V° es Y|<#i, @'y < a >0, en donde el '
U= (%:)iex I, . ?
escalar o se entiende estd fijado para cada \

entorno U

/

Evidentemente |,1 [E] con la topologia ¢ es un espacio localmente
convexo separado y si E [T] es metrizable, también lo es |,1[E] con
la topologia e.
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TEOREMA 4.

Sea E[T] un espacio localmente convexo separado y sea I un con-
Junto infinito de indices. Entonces, que E [T sea tonelado no implica
que |1 [E], dotado con la topologia inducida sobre él por la topologia

producto de ET = I E, sea tonelado.
I

Demostracién

Sea E [T] un espacio de Fréchet y el conjunto de indices I = N,
conjunto de los ntimeros naturales. Serd pues E! igual a EN = {(x,,),, »
|(Xn)neny = (%1, %2, ...., %,,....), sucesién de elementos de E}.
Consideremos sobre EV la topologia producto y para simplificar
la notacién hagamos I,;1[E] = F. Evidentemente F es denso en EN
y It 5= EN.

Si llamamos F, al espacio vectorial F con la topologia & (Defini-
cién 3), entonces F, es completo y por ser E [T] metrizable, también
F, ha de ser metrizable. Es decir, F, es un espacio de Fréchet. De-
signemos por F; al espacio vectorial F con la topologia inducida
por la de EV y sea 7 la aplicacién identidad,

j:F———>F,

la topologia & es mas fina que la inducida sobre F por la topologia

producto de E¥, pues dado un entorno de cero cualquiera U = IT V,,
neN
en E¥, ha de ser V, = E salvo un ndmero finito de indices %y, #,, .. .,

-+ ., My Si suponemos que V, =V, =...= s, = V entorno equi-
librado, convexo y cerrado de E [T es suficiente con considerar el
entorno de cero de F,, Uy = {(Xp)nen |(Xn)geny sucesion en E;

v eV YKx,, 4"y < 1} para que Uy € U. Luego la aplicacién
neN

j~1: F, - Fy, inversa de la 7, es continua y por tanto la grafica de
la aplicacién j~1! es cerrada en F, X F; lo cual implica que la grafi-
ca de la aplicacién j es cerrada en F; X F,.

Consideremos el siguiente Teorema de Robertson-Robertson:
«Si E; es un espacio tonelado, E, es un espacio de Ptdk y f es una
aplicacién lineal f : E; — E, tal que la grifica de f es cerrada en
E; X E,, entonces f es continuay.

Consideremos el teorema siguiente:

«Todo espacio de Fréchet es un espacio de Ptaky.

Si tenemos en cuenta todo lo anterior resulta que si F; fuese
tonelado la aplicacién j habria de ser continua y por serlo su inversa

4 — Collectanea Mathematica



50 Manuel Suirez

771, 1a topologfa inducida por la de E¥ sobre F, habria de ser la misma
que la topologia ¢, lo cual no ocurre puesto que por ser F denso en
EN y F #£EN, no es F{ completo mientras que F,si lo es. Luego
el espacio F; no es tonelado, c.q.d.

Sea E[T] un espacio localmente convexo separado de espacio
dual topoldgico E’ de codimensién infinita en E*. Sea S = {1y, #,, ...,
1y, ...} una sucesién de elementos de E* tales que para cualquier
nimero natural # es U,.i ¢[E N {uy, uy, ... u,)]. En todo lo que
siguie representaremos por I a la topologia sobre E definida inva-
riante por traslaciones y por el sistema fundamental de entornos de

cero {V; n ozn {4 %icr, nen, w20 en donde {V3},.; es un sistema

fundamental de entornos de cero de E[T], y para cada niimero na-
tural # representaremos por T, a la topologia sobre E definida in-
variante por traslaciones y por el sistema fundamental de entornos

de cero {V; n « ﬂ i1, a0
j=

Es trivial que el espacio vectorial E con la topologia 7T's o bien
con cualquiera de las topologias T,, es un espacio localmente con-
vexo separado y que el espacio dual topolégico de E [T] es Ey' =

=[EuS]yeldeE[T,]esE, =[E U {u, %, ..., u,}], para cada
niimero natural #.

Lema 1.

Si E es un espacio de Banach de dimension infinita, existe una
sucesion fa, f3, fs, ...y fpr - -, (en donde los subindices son los niimeros
primos) en E* tal que es o (E*, E)-acotada y f, ¢ E’, f3¢ [E’ U {f2}],
Fs¢lE'u o f3l -

Demostracion.

Sea {e1,€2,..., €, ...} un conjunto de vectores linealmente in-
dependientes pertenecientes a E y tal que para cualquier ntimero
natural # es ||e,|| = 1. Definimos para un ntimero primo cualquiera

# la aplicacién f, de la manera siguiente:

Si neN y para todo meN es n #p”, entonces f,(e,) = 0.

SineN y existe me N tal que es #n = p”, entonces f,(e,) = m

Si F=1[{e,es...,6s..3] vy E=F® G entonces para cualquier
x € G defiuiimos f, (x) = 0.
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Probemos que si p, py, p5,..., p, son ntimeros primos distin-
tos todos entre si, entonces para cualquier 2y, 45, ..., 4, €K y para
cualquier fe E’ ocurre que

fp #* ;‘lfi’l +- )‘Zsz + ..+ }'lﬂff’m +f
En efecto:

Dados A1, 45, ..., 4,€ K, feE’ existe a € K, a > 0 tal que para
todo ntimero natural # es |¢e,, f 5| < a. Por otra parte

((llfi’l + ZZsz + ...+ )"mf?m): 6pr> =0

Puesto que <{f,, ¢,,5> = 7, resulta pues que

Jo Fofo, + 2afo,+ oo+ S + f

Luego
f2¢E, f[3E[E" 0 (3], fs¢[E U {fofal ...
Probemos que la sucesién f3, f3, fs, ..., fp .... es acotada en
E*[o(E* E)]:
Si xeE entonces existen A;, Ay, ..., 4,€K, 1eG tales que

x=172Ae + ...+ A,e, + A Para cualquier f» tememos que
I(x:f?>| < M'll'l(gl:fp>l +...+ I'lml '["iem’fj» I < u‘ll'yﬂ’ +...+ M’ml'”l

Si para simplificar hacemos |A;|-m + ...+ [4,] -m =g > 0, en-
tonces podemos asegurar que existe el ndmero real ¢ > 0 tal que
para cualquier ndmero primo p es [{#, f,)| < ¢, lo cual implica que
Jp €49 & y por tanto la sucesién fy, f3,fs,..., f, ... es acotada
en E*[¢(E*, E)], c.q.d.

TEOREMA 5.

Sea E[T] un espacio localmente convexo separado de espacio dual
topolégico E' de codimension infinita en E* y sea S = {uy, 1y, 43, ...,
Uy, ...} uUnA sucesion contenida en E* tal que para cualquier miimero
natural n es 1 ¢ [E' U {uy, uy, ..., u,)). Entonces, que E[T] sea
tonelado no implica que E [Ts] haya de ser tonelado.

Demostracién.

Consideremos en primer lugar el siguiente conocido resultado:
Un espacio localmente convexo E [T] es tonelado si y sélo si
todo conjunto 4 contenido en su dual topolégico E’ que sea o (E’, E)-
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acotado, ha de ser equicontinuo. En segundo lugar demostraremos
que el espacio E [T] es tonelado si y solamente si para todo conjun-
to B contenido en Eg’, dual topolégico de E [T], que sea o (ES’, E)-
acotado, existe un ndmero natural # tal que B estd contenido en
E,’, dual topolégico del espacio E [T,]. En efecto:

Si para cualquier conjunto B contenido en Eg’ que sea ¢ (ES', E)-
acotado, existe un ndmero natural # tal que B estd contenido en
E,’, evidentemente B ha de ser o(E,’, E)-acotado.

De acuerdo con (3) y puesto que por hipétesis el espacio E [T]
es tonelado, resulta que para cualquier ntimero natural # el espacio
E[T,] ha de ser también tonelado. Recordando la propiedad consi-
derada en primer lugar, tenemos pues que B es un conjunto equicon-
tinuo de E [T,]. Luego la polar de B en E es un entorno de cero del
espacio E[T,] y por cousiguiente también es un entorno de cero de
E [Tg] lo cual implica que B es equicontinuo en Eg’ y recordando
otra vez el resultado considerado en primer lugar, tenemos pues que
el espacio E [T] es tonelado. Reciprocamente, si el espacio E [T]
es tonelado y B es un conjunto o (E’, E)-acotado en Eg’, entonces
la polar B° de B en E es un entorno de cero del espacio E [T], lo
cual implica que existe algiin ntimero natural », algin entorno de
cero V de E[T] y algtn escalar « % 0 tales que V' n a{u’ n ...

. n o {n,) c B° de donde se deduce que B° es un entorno de cero
de E[T,] y por tanto B es equicontinuo del espacio E [T,] por lo
que B estd contenido en E,’.

En tercer lugar supongamos que la sucesién {u#y %3, ..., %, ...}
de las formas lineales que consideramos en E* tal que para todo
numero natural » es u, 1 ¢ [E" U {uy, 4y, ..., u,}], cumple la condi-
cién de ser un conjunto o (Es', E)-acotado, lo cual es posible en vir-
tud del Lema 1. Evidentemente para todo niimero natural # el con-
junto {uq, u,, ..., #,,...} no esti contenido en E,’, por lo que, sin
mas que considerar lo demostrado en segundo lugar, resulta que el
espacio E [T5] no es tonelado c.q.d.

LEMA 2.

Existe algin espacio localmente convexo separado bornolégico E [T
tal que hay una sucesion uy, u,, ..., u,, ..., contenida en E* que cum-
ple la condicion de que para todo miimero natural n es wu, 1 ¢[E'" U
{1, o, ..., u}] v tal que existe un sistema fundamental de acotados
AjcAyc...cA,c..., del espacio localmente convexo separado E [T].
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Demostracién.

Sea Ey, Ej, ..., E,, ..., una sucesién de espacios de Banach tales
que cada uno de ellos es un subespacio de codimensién infinita del
siguiente y también cada uno de ellos induce sobre el anterior la
misma topologia que sobre éste estaba definida. Sea E [T] el espacio
localmente convexo limite inductivo estricto de la sucesién anterior.
Por lo tanto el espacio E[7] es bornolégico.

Para cada ntimero natural # sea B, una cobase normalizada
deE,enE, 1 v sea x,1, 4,2, ..., %, ..., Una sucesién contenida
en B,. Sea B una base de Hamel de E, extensién del conjunto Ii-
nealmente independiente u B,. Para cada nfimero natural # sea 1,

neN
una forma lineal definida sobre E de la manera siguiente:
U, (xn, 1) = 1: Uy (x'il,z-') =2,... y Uy (xn,p) = P; s

sixeBy x¢[{x,1, %,2, ..., Xp,ps - - 3] entoncex u, (x) = 0.
FEvidentemente la sucesién S = (1, %y, ..., #,,...) estd constituida
por formas lineales tales que para todo nfimero natural #, se verifi-
ca que %, 1 ¢ [E’ U {uy, uy, ..., u,)], en donde E’ es el espacio dual
topoldgico de E [T]. Si para cada # llamamos V), a 1a bola unidad ce-
rrada en E,, es evidente que existen unos ntimeros naturales ,,
Az, ...y Ay, ..., tales que:

Vl c lez Cc Z3V3 c...C }»”V,, cC ...
Veamos que el conjunto
n 2y (V, n [N ) ey
menN

es un sistema fundamental de acotados en el espacio E [T]:
Evidentemente todo conjunto de la forma

" Z'n (I/n n {umo} )
meN

es un acotado del espacio E[T]. Por otra parte consideremos que
para todo ntimero natural # se verifica la relacién:

Eﬂ/ n SD ztt} Ell n SDI {ul}o) ($)’

pues es evidente que para cualquier # es

(n @) c E, n (rj1 )

=



54 Manuel Suarez

y, por otra parte, considerando que para toda pareja de ntimeros
naturales # y m tales que cumplan la relacién n << m es #,, (¥) =
para todo vector x € E,, tenemos también que

"

E, n (ﬂl {#;°) ¢ E, n EDI{%}O)

7=

Si A es un acotado cualquiera en E [Tg], entonces A también es
acotado en E[T] y por tanto, existe un ndmero natural » tal que
A c E,y A4 es acotado en E,[T,]. Luego existe algin ntimero natu-
ral m tal que A c m-V,. Si hacemos ahora p = sup. {w, m} es
m-V,em-4 -V,cp-4 -V, de donde 4 cp-24, -V, Por
otra parte, puesto que A es acotado en E [T], existe algtin ntimero
natural o tal que 4 c «f] {#)° y en virtud de la igualdad (*) se

i=1
verifican las relaciones

=

p oo
4 coa n1 {u’ n E,) = o.(_nl wy)° n E,).
TLuego si hacemos g = sup. {p, o}, entonces
4cqn,V,n(Q ),

lo cual termina por probar que el conjunto
{% }'n (I/n n (r]A {'l"u}o))}ne N
neN

es un sistema fundamental de acotados del espacio E [T].

TEOREMA 6

Sea ET] un espacio localmente convexo separado de espacio dual

topolégico E' v sea S = {uq, 4y, 13, ..., W,,...} una sucesion de
formas lineales no continuas definidas sobre E tales que para todo nii-
mero natuval n es U,.1 ¢ [E" U {uy, uy, ..., u,}]. Entonces, que E[T]

sea bormoldgico no vmplica que E [T haya de ser bornoligico.

Demostracion.

Supongamos que en el espacio E[Tg) existe un sistema funda-
mental de acotados A, c 4, c ... € 4, c ..., lo cual sabemos que
es posible en virtud del Lema 2. En primer lugar probaremos que si
A es un conjunto de acotado en el espacio E [T], entonces para todo
numero natural # es 4° dzE," = [E" U {uy, uy, ..., tp}].
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En efecto:

A es un conjunto acotado en E [Tg]. Luego para todo ntimero
natural # existe algtin escalar 4 £ Otal que 24 < {1y, uy, ..., 1, ()",
por lo que Af{uy, uy, ..., u,.1}*° € A°, de donde 1-u, ;€ A° Se
verifica pues que 4°d- E,” y por tanto ocurre que para todo niimero
natural # es 4,°dc E,’ lo cual implica que existeun a sucesién de
formas lineales definidas sobre E y contenidas en 4:° : fiq, fi2, ...,
fins - .., tales que para todo ntimero natural % es f, € E,’, fi, ¢ En_1.
Para cada ntimero natural # consideremos el acotado 4, del sistema
fundamental dado y la sucesién correspondiente f,i, fy2, - - ., pr e
contenida en 4,° tal que para cualquier natural p es f,, €E,, f,, €
Ej_ 1. Tenemos de este modo una sucesién de sucesiones

.f11’f12) s Jfl-n.: .....
f21!f22) c e If21u .....

Consideremos la sucesién diagonal fiq, faz, .., fups - -
Ocurrird que para cualquier natural # es f,, € E,’, f,. € En_1.
Es por tanto, evidentemente, la sucesién diagonal fi1, f22, - -+, fums « - - »
un conjunto linealmente independiente. Veamos que para cualquier
natural # es E," = [E' U {f11, f22, - - - » fund]:

Puesto que fi1; € Ey', f1; ¢ E', ha de ocurrir que fi; = « -2y + &'
en donde o« es un escalar distinto de cero y x'eE’. Luego

1
31 ——‘f11 ————x y por tanto E," c [E' n {fi1}].

Como fi1 eEl , serd pues E;" = [E’ U {fi1}].
Hemos demostrado lo que nos proponiamos para # = 1. Hace-
mos ahora la hipétesis de induccién dando por bueno que para # == p

es E)=[E" U {fi1, fa2, ..., fpp}] ¥ demostraremos que esta rela-
cién sigue siendo cierta para #n = p -+ 1:
Puesto que

fp+1,p+1 €E$+1, fp+1,p+1 ¢E¢»'

tenemos que f,.4 01 =24-%,. 1+ con AeK, 15#0, ¥ ek,
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Tuego

o Ly 1 Y
pr1 = —Jpt+1, p4+1 — —/
y) v )

y de aqui
1 € [E) U {fpe1, pr1)]-

Por ser f,.1, 5.1 € Epyq, tenemos la igualdad

Epr1 = [E) U {fpu1, pi1)]

v considerando la hipétesis de induccién es

Eyrv =[E"U {fi1, f22, s [op fprt, petl]l

Queda demostrado pues que para cualquier ntimero natural # es
cierta la relacién

E)=[E U {fi1, faz, -+, fan)]

Como ademis para todo ndmero natural # es f,, € E,’, fu. ¢ En_1,
ocurre que podemos sustituir el sistema fundamental de entornos
de cero,

142
{Wi n (a'nl {7’57‘}0)}1?61, neEN, a0
]=
de la topologia T, inicialmente dado, por el
”
W, n (ot_n1 ¥ Vier, nen, aro
7=

va que éste define la misma topologia.

Hechas las consideraciones anteriores y puesto que para cual-
quier # e N el conjunto {f,,, f .1 st1, ...} estd contenido en A,
tenemos que para cualquier # € N la bipolar Ay de A4, est4d conte-
nida en {f,,, fu.1 pne1, ...} lo cual implica que existe algiin escalar
% #0 tal que 1-4, estd contenido en el conjunto {11, fa2o -+,
Suns - F°. Luego para cualquier conjunto A contenido en E que
sea acotado en E [T] existe algtn escalar 1 £ 0 tal que 1- A4 estd
contenido en {fiy, faz, ..., fuu ---1° Es pues {fi1, foz, --+» famr -
borniboro en E[Ts] y ademés es equilibrado y convexo, evidente-
mente; como por otra parte, {fi, f22,..., fuu, ---)° 10 es entorno
de cero de E [T], resulta en definitiva que E [T] no es bornolégico,
c.q.d.
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Cororario 6.1

Sea E[T] un espacio localmente convexo separado de espacio dual
topoldgico E' vy sea S = (uq, 4y, ..., U,,...) una sucesion contenida
en E* tal que para todo ne N es u, ¢ [E' U {4y, uy, ..., uy)]. En-
tonces, que el espacio E [T] sea casi-tonelado, no implica que el espacio
E [Tg] sea casi-tonelado.

Demostracién.

En la demostracién del Teorema 6 hemos visto que el conjunto
{1t» f22: - -+ fam» - - }° €s bornivoro, equilibrado y convexo, pero no
es entorno de cero en E [T].

Considerando que dicho conjunto es ademis ¢ (Ey’, E)-cerrado,
tenemos que es un tonel bornivoro. Hay pues en el espacio E [T]
un tonel bornivoro que no es entorno de cero y por tanto E [T] no
es casi-tonelado, c.q.d.

TEOREMA 7.

Sea E[T] un espacio localmente convexo separado de espacio dual
topoldgico E' y sea S = (uy, 4y, ..., tt,, ...) una sucesién de formas
lineales definidas sobre E, tales que para todo neN es u,. ¢ [E' U
U {uy, uy, ..., u,}]. Entonces, que E[T] sea w-tonelado no implica
que E[TS] sea w-tonelado.

Demostracion.

Consideremos el espacio w-tonelado E [T] consistente en el es-
pacio de Banach mencionado en el Iema 1. Existe pues una sucesién
S = (uy, uy, ..., ,,...) de formas lineales no continuas definidas
sobre E tales que para cualquier n e N es u,. | ¢ [E' U {uy, u,, ...,
u,}] y tal que el conjunto S es o (Es’, E)-acotado. Si demostramos
que S no es un conjunto equicontinuo con respecto al espacio E [T],
puesto que S es numerable, habremos probado que E [T] no es -
tonelado. Probemos pues que S no es equicontinuo de E [T].

Si S fuese un conjunto equicontinuo del espacio E [T], enton-
ces su polar S° serfa un entorno de cero de E [T5] y por tanto existiria
algin entorno de cero V' del espacio E [T, existiria a e K, « 0 y
algin # e N tales que '

Vn (« ﬁl{u,-}°) c S
j=
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lo cual implicaria que S° fuese un entorno de cero de E [T,]. Luego
S° serfa un equicontinuo de E[T,] y por tanto S estaria contenido
en E'=[E" U {uy, uy, ..., u,}], dual topolégico de E [T,], en con-
tradiccién con la definicién de la sucesién S.

Queda probado pues, que la sucesién S, en cuanto conjunto,
no es un equicontinuo del espacio E [Ts] y por tanto este no es w-
tonelado, c.q.d.

TEOREMA 8.

St E[T] es un espacio localmente convexo separado de espacio dual
topolégico E' de codimension infinita en E* y S es una sucesion uy, u,,
.y Uy, ..., de formas lineales definidas sobre E tales que para
todo neN es u,. ¢ [E" U {uy, uy, ..., uy]; entonces, que el espacio
E [T] sea w-casi-tonelado, no implica que el espacio E [Ts] sea w-casi-
tonelado.

Demostracién.

Consideremos que el espacio E [77] es el bornolégico del Teorema 6.
Por lo tanto E[T] es también w-casi-tonelado. Consideremos la su-

cesién S = {f11, f22, .. -, fun> - - -} de la demostracién del Teorema 6 y
recordemos que, en la referida demostracién, 4, c 4> ¢ ... € 4,
C ..., era un sistema fundamental de acotados de E [Ts] y que para

cada neN el conjunto {f,,, fur1, i1, ...} estd contenido en Aj
polar de A, en E*. Tuego para cada # € N existe algtin escalar 4 # 0
tal que 1S c A4;. Por otra parte, para cualquier conjunto 4 que
sea Ts-acotado en E existe algtin # € N tal que 4 estd contenido en
4,, lo cual implica que A5 € A° y por tanto, también 1S c 4°.
Es pues S un conjunto acotado en el espacio E' [ (ES', E)] y como
evidentemente S es numerable y no es equicontinuo, el espacio E [T]
no puede ser m-casi-tonelado, c.q.d.

TEOREMA 9.

Si E[T] es un espacio localmente convexo separade de espacio dual
topolégico E’ de codimension infinita en E* y si S es el conjunto de
elementos de la sucesion wq, ty, . .., Uy, ..., de formas lineales defini-
das sobre E, tales que para todo neN es u,, 1 €[E' U {uy, uy, ..., u}],
entonces que T sea la topologia tv (E, E'), no implica que haya de ser
Ts=1(E, ES).
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Demostracién.
Sea E = E,; es decir, E es el espacio vectorial suma externa
neN
directa de la sucesién de espacios vectoriales Ej, E, ..., E, ...

Para todo # € N, sea E, = R, cuerpo de los ntimeros reales, y con-
sideremos el conjunto S de todas las formas lineales de la sucesién
J2 f3, fso f1, fi, i3, ooy fpr - .., definidas sobre E de la manera si-
guiente:

Si «p» es un niimero primo cualquiera, # es un nidmero natural
cualquiera, m = p* y e, = (0,..., 0, 1,0,...) € E, entonces folem) =
=1 ; si p es un niimero primo cualquiera m es un niéimero natural
cualquiera tal que para todo niimero natural % se verifica que m £ p",
entonces f, (¢,) = 0. Sea G un subespacio vectorial de E* tal que
G @ [S] = E*; es decir: E* es la suma algebraica directa de G y [S],
envoltura lineal de S. Supongamos que G contiene a la sucesién
&1, 82 -+ &n» -- -, en donde para una pareja cualquiera de ntimeros
naturales # y m, definimos que g, (¢,) = 6,,,, entendiendo que si
n = m entonces 4,, = 1y si n 7% m entonces 4, = 0.

Lo dicho anteriormente es consistente puesto que para cada
ntimero natural # ocurre evidentemente que g,.;¢ (g1, &2, ...,
g + [S].

Queremos probar que G es denso en E* [ (E*, E)] para lo cual
consideramos que si E es un espacio vectorial, E* su dual, B =
= {ti}ie; una base de £ y G un subespacio vectorial de E*, enton-
ces la condicién necesaria y suficiente para que G sea denso en E*
[0 (E*, E)] es que para todo y € E*, para todo conjunto finito de
vectores vy, v, ..., v,, perteneciente a la base B y para todo ntimero
real & > 0, existe algtin elemento g € G tal que gey + & (fo° n ...,
U {v,)°). De acuerdo pues con el conocido resultado acabado de
enunciar para probar lo que queremos es suficiente con demostrar
que dado un elemento cualquiera y € E*, dado un ntimero finito
cualquiera # de vectores ¢y, ¢,, ..., ¢, de la base B constituida por
los vectores,

e1=(1,0,0,0,0,........ )
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y dado un ntimero real cualquiera e > 0, existe algtin elemento
geG tal que gey + e(ler n ... n {,)°). Veamos pues que tal
cosa se verifica:

Sea p(e) = a1, ..., ple,) =a, v sea g=oa181 + ... + ¢, &,
Luego (g —v) (¢1) =0,..., (g —v) (¢,) = 0. Dado, pues, un ni-

mero real cualquiera ¢ > 0, ha de ser g ey 4 ¢ ) {¢}° y por tanto
i=1

G es denso en el espacio E*[o (E*, E)]. Pero tal cosa implica que si
un espacio localmente convexo E tiene por espacio dual topolégico
a G, entonces es un espacio localmente convexo separado. Pues
bien, consideremos sobre E la topologia T = 7 (E, G) de Mackey
de espacio dual topolégico G. Veamos que el conjunto S = {f,, f3,
Sfsrooosfpr ..} es o (E*, E)-acotado:

Dado un vector cualquiera xe€E, sea x =oaje; + ... + o,e,
puesto en funcién de la base B = {1, €5, €3, ...} del espacio E,
antes definida. Entonces, para todo ndmero primo p > # se verfica
que f, (x) = 0 y de aqui que existe algtin escalar o % 0 tal que para
cualquier forma lineal f, € S ha de ser «-f, € {¥}° y por tanto S es
un conjunto ¢ (E*, E)-acotado. Si consideramos que en R todo con-
junto cerrado y acotado es compacto, que por el Teorema de Tycho-
noff tal propiedad también ocurre en RN con la topologia producto,
y que RY con la topologia producto es algebraica y topolégicamente
isomorfo con E*[g(E*, E)], tenemos que S°°, bipolar de S, es un
conjunto equilibrado, convexo y o (E*, E)-compacto. Por otra parte
si S fuese un conjunto equicontinuo del espacio E [T], existiria un
conjunto finito {fy, f3,...,f;} tal que S e [G U {fp,fs,...,f}]. Si
g es cualquier nlimero primo mayor que p, habria de ser pues f, =
=%+ Mfp+...+ 4f, con ¥€G. Como E*=GODI[S], serfa
pues %' la aplicacién nula y por tanto f, =2, f,+ ... + 4,f,, lo
cual es claro que no se verifica. Luego S no es un conjunto equicon-
tinuo del espacio E [Ts], lo cual junto con lo antes visto, implica
que la topologia T's no es de Mackey c.q.d.

TEOREMA 10

St E[T] es un espacio vectorial topoldgico localmente convexo me-
trizable de espacio dual topoldgico E' vy si {my, g, ..., U, ...} =
=S c E*, tal que para todo neN es u, 1 ¢ E" @ [{uy, uy, ..., u}],
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stendo E' n S = @, entonces la topologia Ts correspondiente es tal
que el espacio E [Ts] es vectorial topoldgico localmente convexo separado
bornoldgico.

Demostracién.

Trivial.
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