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INTRODUCCION

Las singularidades de una variedad algebraica proyectiva V
constituyen un fenémeno estrechamente ligado a la multiplicidad
de interseccién de V' con otras variedades algebraicas. Nos propone-
mos realizar aqui un anélisis de las singularidades unidimensionales
de superficie basado en su comportamiento respecto de la multipli-
cidad de interseccién. De hecho este es el punto de vista que inspira
el andlisis de singularidades de curva: la propiedad esencial de los
puntos infinitamente préximos radica en su aparicién en la férmula
de Noether para la multiplicidad de interseccién, independientemente
de su definicién por medio de transformaciones cuadraticas (Noether)
o directamente por abstraccién, basindose en tal propiedad, segtin
Halphen-Enriques ([2] libro 4.0 caps. II y I, respectivamente); Severi
([9], pag. 322) y Van der Waerden [10] son especialmente claros al
respecto.

En nuestro caso las curvas infinitamente préximas se definirdn
por medio de transformaciones monoidales y la singularidad de una
superficie a lo largo de una curva mdltiple se analizard en términos
de las curvas infinitamente préximas a esta sobre la superficie, con

resultados muy similares a los que se obtienen para puntos miltiples
de curva plana.

Nuestro andlisis se referird tinicamente a curvas miltiples de una
superficie inmersa en una variedad ambiente de dimensién tres pero
las definiciones y resultados se generalizan sin ninguna dificultad a
singularidades #-2-dimensionales de hipersuperficies de una variedad

ambiente de dimensién # (no singular en un punto genérico de la
singularidad).
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A lo largo de toda la memoria se supendrén las variedades alge-
braicas proyectivas y definidas sobre un cuerpo algebraicamente
cerrado de caracteristica cero.

Caprruro I. CURVAS INFINITAMENTE PROXIMAS
1. — Equivalencia de singularidades

Sean V3 una variedad algebraica irreducible de dimensién tres,
C una curva irreducible y simple de V3 y S;, S, dos superficies de
V3 que contienen a C. Si @: V3 — W3 es una transformacién birra-
cional regular en un punto genérico de C, es bien sabido que la mul-
tiplicidad de interseccién de S; y S, a lo largo de C coincide con la
de sus transformadas a lo largo de @ (C); por ello consideraremos como
equivalentes la singularidad de una superficie a lo largo de C y la de
su transformada a lo largo de @ (C); todas las nociones que se intro-
duzcan se entenderdn definidas salvo una equivalencia de este tipo.
Conviene recordar que @ induce isomorfismo entre el anillo local de
Cen Viyelde®(C)en Wy asi comotambién, si S es una superficie
que pasa por C, resultan isomorfos via @, el anillo local de C en S
v el de @ (C) en @ (S).

2. — Las transformaciones monoidales

Sea 0 el anillo local de C en V3, i. e., el anillo de las funciones ra-
cionales de V'3 regulares en algin punto de C. Es bien sabido que 6
es un anillo local regular de dimensién dos, su ideal maximal m lo
forman las funciones identicamente nulas en C y su cuerpo residual
es el cuerpo de funciones racionales de C al que designaremos por
K =k (C).

Considerada 173 como esquema, sea p el punto genérico de C en
V3, si U es un abierto afin de V3 que corta a C, p corresponde al
ideal de las funciones regulares en U y nulas en U n C; el anillo
local de V3 en P esel de C en V3.

Sea I un haz de ideales coherente de V3 cuya fibra en p sea el
ideal maximal de 6 (!). Designaremos por T a la dilatacién monoidal
de V3 centrada en I segin la definicién de [3], cap. II, § 8; V3’ sera

() En particular, representada C como interseccién parcial de dos superficies Sy, S (i. e., C es compo-
nente simple de S; N S3), puede tomarse I como el haz de ideales de la interseccién completa S; N S;.
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la transformada de V3 por T, V3’ = proj @I", y = la corresponden-
n=0

cia inversa de T que es un morfismo exahustivo de esquemas @ : V3’
- V3 (2).

Veremos a continuacién que la accién de T en un entorno del pun-
to genérico de C es independiente de la eleccién de I. Sea U’ un entor-
no affn cualquiera de p en V3, 4’ el anillo de las funciones raciona-
les regulares en U’ ; designemos por p’ el ideal de A’ correspondiente
a C y por I' el ideal I (U’). Por ser 0 regular de dimensién dos y 6 =
= A};, podemos elegir en A’ un sistema de dos generadores #, y del
ideal m = p’ Ay y considerar también el ideal (x,y) c¢ A’. Dado
que al localizar en p’, (x,y) 4y =I'"Ay =m,p' =m n A’ es una
componente primaria aislada de los ideales (x,y), I'; sea g un ele-
mento de A’ no perteneciente a p’ y elegido en la interseccién de las
restantes componentes primarias de (x,y) e I' (g =1 de no existir
tales componentes); sea U el abierto afin de los puntos de U’ donde
no se anula g, U = D(g) € U’, el anillo afin correspondiente es
A = A; v en tal anillo coinciden los ideales I (U) =I'4, (x,¥)A ¥
el correspondiente a C, p =p'4d =m n 4.

Atendamos ahora a la accién de T en U: de la propia definicién
de T resulta que 7z~ 1 (U) es el espectro homogéneo #~1 (U) = proj 690

nx

I(U)* y teniendo en cuenta que I (U) est4 generado por x,y, n~1(U)
viene recubierto por los abiertos afines spec A [x[y], spec A [y[x] de
manera que las restricciones de & a tales abiertos vienen inducidas
por las inclusiones 4 — 4 [x[y], A — A [y/x]. Ello permite sumergir
=1 (U) en el producto de U por una recta proyectiva, U X P; de
manera que 7 coincida con la restriccién de la proyeccién sobre el
primer factor. Con esta inmersién, si # es un punto de U —C,
T (u) = (u; % (u), ¥ (#); la transformacién resulta desde luego inde-
terminada en los puntos de C n U ya que en ellos se anulan si-
multaneamente x e y, C n U se transforma en el producto (C n U)
X Pjy.

Resulta asi que, independientemente de la eleccién de I, la varie-
dad transformada V3’ es birracionalmente equivalente a una subva-
riedad de V3 X P; por una transformacién ¥:Vy — V3 X Py que
induce isomorfismo en la antiimagen por m de un entorno afin del
punto genérico de C: las antiimagenes por = de un punto genérico
de C describen una tnica componente de z~1 (C) a la que designare-
mos por T (C). A traves de ¥, T (C) es birracionalmente equivalente

(?) V3' es una variedad proyectiva, [1] cap. I, § 3.
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a la superficie reglada de base C, C X Pj, de manera que las fibras
de los puntos de C se transforman en las generatrices correspondientes;
los puntos de la reglada en los que esta tiltima transformacién no es
regular se hallan sobre un niimero finito de generatrices ya que C — U
consta de un ndmero finito de puntos.

3. — Entornos de C en V3,

Definicién: llamaremos curvas en el primer entorno de C en V,
a las curvas irreducibles no generatrices de la reglada C x P; o,
también, a sus correspondientes en 7T (C). Cada una de ellas se consi-
derard dotada de la transformacién racional en C que proviene de la
proyeccioén sobre el primer factor o de #. Las curvas en el primer en-
torno de C en V3, con sus transformaciones racionales en C, quedan
asi definidas salvo equivalencia birracional; en este sentido la defi-
nicién es independiente de la eleccién de I. Por otra parte es obvio que
la definicién respeta el punto de vista del § 1: una transformacién
birracional regular en un punto de C lo es en un entorno afin del
punto genérico de C y las curvas en el primer entorno de la transfor-
mada de C forman una superficie en las mismas condiciones que
T (C) respecto de C x P;.

ProrosiCiON 1.1. Cada curva del primer entorno de C en V5, considera-
da en V4, es simple.

DEMOSTRACION: Sea C; c V3’ una curva en el primer entorno de C;
por definicién C; debe cortar a uno de los dos abiertos afines spec
A [x[y], spec A [y[x] que recubren z~1 (U); si suponemos, por ejemplo,
que corta al segundo, a C; le corresponde un ideal primo de altura
dos, p1 € A[y[/x] con py n A = p ya que = (C;) = C. Bastari pro-
bar que el anillo local de Cy en V5', 4 [y/x],, es regular, es decir, que
el ideal p; 4 [y/x],, admite un sistema de dos generadores. Sea ¥ =
A[y/%] — p1, obviamente ¥} 5 4 — p y por ello $-14 [y/x] =
Y"1 0[y/x]; considerando ahora el anillo cociente

ALy [%]p[p A[y[x]p, = X1 (0[y/x]]p 0 [y/%])

, es un localizado de la extensién de K = 6/m por la clase al cociente
de y/x y por ello un anillo de ideales principales. Si G es un elemen-
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to de A [y[x], cuya imagen en el anillo cociente engendra la imagen
del ideal py A [y/x)]5,, dado que este tltimo ideal contiene a pA [y /[x],,,
resulta

P1A[y[xlp = (G) + pA[y[x]p, = (G) + ()

OBSERVACION. Si 0; = A [y/x]s, es el anillo local de Cy en V3 en la
demostracién anterior resulta en particular que C; es simple en 7 (C)
va que la ecuacién x de T (C) en el punto genérico de C; forma parte de
un sistema de generadores del ideal maximal de 0,. Se observa también
que 0[y/[x][p 0[y/x], extensién de K por la clase de y/x, es un anillo de
polinomios ya que su localizado 6,/(x) es de dimensién uno; G puede
elegirse en 6[y/x] y entonces su clase médulo (x) es un polinomio
irreducible de grado igual al de la extensién K — & (Cy) = 6,/(x, G).
Podemos proceder ahora por induccién:

DEFINICION: las curvas en el enésimo entorno de C en V3 serdn las
curvas del primer entorno de alguna del (# — 1)-entorno de C en V3;
cada una de ellas estd dotada de una transformacién racional en una
del (n — 1)-entorno y, por composicién, de una transformacién ra-
cional en C.

A las curvas de los entornos de C en V3 las llamaremos también
curvas infinitamente préximas a C en V3. Cada una de ellas se halla
en una variedad que se proyecta birracionalmente en V3 de modo
que tal variedad, la curva infinitamente préxima y la proyeccién, es-
tan determinadas salvo una transformacién birracional regular en el
punto genérico de la curva infinitamente préxima.

Si C; es una curva en el iésimo entorno de C y C;,; una curva
en el j-ésimo entorno de C; (y por tanto en el entorno 7 + 5 de C),
llamaremos grado de C;,; sobre C; al grado de la transformacién
racional de C; ,; en C; y lo designaremos por [C,, ; : C;]; en otras pa-
labras, el cuerpo de funciones racionales de C; se identifica, por la
transformacién racional, a un subcuerpo del de funciones racionales
de C;.; y, por definicién, [C; ;: C;] = [k (C, ;) : k(C})]. En particu-
lar llamaremos grado de una curva infinitamente préxima a C a su
grado sobre C.

4. — ENTORNOS DE C EN UNA SUPERFICIE

Sea S una superficie irreducible de V3 que contenga a C. Dado
que el punto genérico de C es un punto simple de V3, existe un en-
torno afin del mismo en el que el ideal de S es principal; cortando
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este entorno con el entorno afin U elegido en el § 2, podemos supo-
ner fijado un entorno afin del punto genérico de C, al que seguiremos
llamando U, en el que el ideal de S es principal y T actua en la forma
descrita en el § 3 del que mantendremos las notaciones.

Sea F la base del ideal de S en U, F € m y si suponemos F € m’ —
—m'*1 (i.e, Ces r-uple en S), F se expresa en la forma F = Y_, 4,
x*y"~* donde alguno de los @; es no nulo médulo m; efectuando,
si es necesario, una sustitucién lineal a coeficientes constantes de
los generadores x, y, podemos suponer que @y y @, son no nulos mé-
dulo m o, equivalentemente, que en la forma inicial de F en 6 son
no nulos los términos en %’, 3.

F es irreducible en 6 pero factoriza en la forma F = F'x" en
0[y[x]; el factor x” corresponde a la superficie T (C) que aparece

como componente 7-uple de 1 (S) mientras que para el primer fac-
tor tenemos:

ProrosicioN 1.2. F' = F[x" engendra un ideal primo de 0[y|[x].

DEMOSTRACION: Se observa en primer lugar que x no es miltiplo de
F en 0, por la presencia del término y” en la forma inicial de F;
en consecuencia podemos considerar la restriccién a 6[y/x] del mor-
fismo canénico de 65 en el cuerpo de fracciones de 6/(F), resul-
tando un epimorfismo y:0[y/x] — (6/(F))[¥/%] designando por %,
las clases de x, y médulo (F). El ntcleo de y serd un ideal primo al
que obviamente pertenece F y por ello también F’; probaremos
ahora que ker vy = (F'): si p(f) = O para un cierto f e 0[y/x], escri-
bamos f=f,[x* con f,em’ y tendremos u(f,) = 0; teniendo en
cuenta que f e 0,f, =bF,be0; por ser 0 regular y F e m” — m'*1,
necesariamente b ¢ m*~7 y podemos escribir

con b/x"" e 0[y/x].

Sabido ya que el ideal engendrado por F[x" es primo, lo mismo
ocurre con el ideal de 0 [x/y] engendrado por F[y”: las trazas de dichos
ideales sobre A [y/x] vy A [x[y] respectivamente, son los ideales de
una superficie irreducible en los abiertos U; = spec A [y/[x], U, =
= spec A [x]y] de V3. diremos que S’ es la transformada de S por
T, es inmediato observar que si # es un punto genérico de S, T (u)
lo es de S".
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DrrINICION: Llamaremos curvas en el primer entorno de C en S
a las curvas del primer entorno de C en V3 contenidas en la trans-
formada S’ de S.

Desde luego, la superficie S’ y las curvas en el primer entorno
de C en S quedan determinadas salvo una transformacién birracio-
nal regular en un entorno del punto genérico de cada una de dichas
curvas, tanto por la ambiguedad en la definicién de T como por la
posibilidad de sustituir la singularidad por otra equivalente en el
sentido del § 1; desde nuestro punto de vista, las singularidades de
S’ a lo largo de las curvas en el primer entorno de C en S quedan
determinadas.

PrOPOSICION 1.3. Las curvas en el primer entorno de C son en miimero
finito, los amillos locales de dichas curvas en S’ som exactamente los
anillos locales en el primer entorno del anillo local de C en S en el sen-
tido de Novthcott [5].

DEMOSTRACION. Si Uy = spec A [y[x], Uy = spec A [x]y] son los
dos abiertos afines que recubren zn~1(U), sabemos que cualquier
curva en el primer entorno de C en V; corta a U; o a U, y corres-
ponde por tanto a un ideal primo de altura dos de 4 [y/x] o 4 [x]y]
cuya traza sobre 4 es p. Comprobemos en primer lugar que, con la
eleccién realizada de x, y las curvas en el primer entorno de C en
S cortan a ambos abiertos afines: si por ejemplo p; € 4 [x/y] es el
ideal de una curva en el primer entorno de C en S que corta a U,,
$10[x[y] es un ideal propio al que pertenece F[y" = Y7 g a; (x/[v)5
si por otra parte tal curva no cortara a U;, dado que U; n U, =
= spec A [%[Y])y), necesariamente x[y ¢ p; y resulta de inmediato
ag e m contra la eleccién de x,y. Las curvas en el primer entorno
de C en S vienen dadas pues por los ideales primos de altura dos
de A [y[x] que contienen al ideal de S’ y cuya traza sobre 4 es p;
tales ideales corresponden biyectivamente a los ideales primos de
altura dos de 6[y/x] cuya traza sobre 0 es m y que contienen a F’
v estos a su vez a los ideales primos de altura uno de 6[y/x]/(F’') =
=(0/(F)) [¥/Z] cuya traza sobre 0/(F) es el maximal. Ahora bien,
(0/(F)) [7/%] es una extensién entera de 6/(F), ya que de yp (F') = 0
resulta inmediatamente la ecuacién de dependiencia de y/x; los
ideales primos de altura uno de (8/(F)) [¥/%] cuya traza sobre 0/(F)
es el maximal son pues exactamente los ideales maximales del anillo
semilocal 0/(F)[9/%], en particular son en niimero finito. Es inme-
diato comprobar ahora que si C; es una curva en el primer entorno
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de C en S ala que le corresponde el ideal maximal m; de (0/(F)) [¥/%],
el anillo local de C; en S’ es el localizado de (8/(F)) [¥/x] en m,. Para
completar la demostracién basta comprobar que (6/(F)) [¥/%] es el
anillo semilocal en el primer entorno de 6/(F) (local de C en S) y
ello resulta de [5], teorema 10, y del hecho de que, por ser % /x entero
sobre 0/(F), v(¥) < v(z) para cualquier z no inversible de 0/(F) y
cualquier valoracién v centrada en el ideal maximal de dicho anillo.

Procediendo ahora por induccién, si C,, 4,..., C, ,, son las curvas
en el enésimo entorno de C en S, cada una de ellas sobre una super-
ficie irreducible obtenida de S por sucesivas transformaciones, las
curvas en el (n + 1)-entorno de C en S seran las del primer entorno
de cada una de las C, ; en la superficie correspondiente. Conviene
sefialar que de esta forma las curvas en los sucesivos entornos de C
en S quedan definidas como curvas cada una de las cuales est4d sobre
una superficie obtenida de S por transformaciones monoidales; el
par curva, superficie estd determinado salvo transformaciones bi-
rracionales regulares en un punto genérico de la curva. Si C,; es
una curva del enésimo entorno de C en S y S, ; es la transformada
de S sobre la que se halla, la restriccién a C, ; de la transformacién
birracional de S, ; en S es la transformacién racional en C de la que
estd dotada C,; como curva infinitamente préxima a C en V.

Llamaremos multiplicidad de C, ; en S (como curva infinitamente
préxima a C en S) a la multiplicidad de C, ; (como curva ordinaria)
en la transformada de S sobre la que se encuentra.

Las curvas en cada entorno de C en S son en niimero finito y
pueden representarse los sucesivos entornos de C en S por un dia-
grama en arbol que, partiendo de C, presenta cada curva sucedida
por las que se hallan en su primer entorno en la superficie corres-
pondiente:

(]
N

/\

v
\

IOn-olo

./."?.\.../..\..

S\
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Diremos que dos curvas comsecutivas en el diagrama, C,; y
Cyps1,j, coinciden cuando la transformacién birracional entre las
superficies sobre las que se hallan sea regular en un punto genérico
de las curvas; en particular, en este caso, la transformacién racional
Cyy1,; = C,,; es birracional.

Sea 65 = 6/(F) el anillo local de C en S: la proposicién 1.3 y las
definiciones de Northcott ([5], § 4) permiten afirmar que los anillos
locales, en la transformadas de S correspondientes, de las curvas
en el enésimo entorno de C en S son los anillos locales en el enésimo
entorno de 65 de manera que si en el diagrama (1) se sustituye cada
curva por st anillo local en la superficie correspondiente y cada trans-
formacién racional por el monomorfismo de anillos locales inducido
por la transformacién entre superficies, se obtiene el arbol de en-
tornos de 65 en el sentido de Northeott (loc. cit.); la coincidencia
de dos curvas equivale a que el monomorfismo entre los correspon-
dientes anillos locales sea isomorfismo.

Recordando que una curva es simple sobre una superficie si y solo
si su anillo local es regular (y por ello de valoracién discreta), tenemos:

TEOREMA 1.4. a) St C es simple en S, en el primer entorno de C en S
aparece una vwica curva que coincide con C, resulta pues por induccion
que los sucestvos entornos de C en S contienen solamente a C. Recipro-
camente, st C coincide con una de las curvas en su primer entorno so-
bre S, C es simple en S.

b) El diagrama (1) ramifica solo un mimero finito de veces, para
n suficientemente alto todas las curvas en el emésimo entorno de C en
S son simples; en particular, por a), el diagrama es estacionario a
partiy del enésimo entorno.

c) Las ramas de (1) corresponden exactamente a las valoraciones
centradas en el ideal maximal de Os, la valoracién corvespondiente a
una rama tiene por anillo el anillo local, en la transformada de S co-
rrespondiente, de cualquiera de las curvas simples que figuran en la rama.

DEMOSTRACION. El enunciado es una mera traduccién de resultados
de Northcott, a) proviene del teorema 11 y b) de los teoremas 12
v 14 de [5] mientras que c) resulta del teorema 6 de [6].

Carrruro II. HOJAS DE UNA SUPERFICIE

DEFINICION: Diremos que las curvas en los sucesivos entornos de
C en S situadas sobre una de las ramas del diagrama (1) constituyen
una hoja de S con origen en C.
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Las hojas de S con origen en C estdn pues en correspondencia
biyectiva con las valoraciones centradas en el ideal maximal de 6.
Se observari a lo largo de este capitulo que las hojas de S con origen
en C son el analogo, a nivel de superficie, de las ramas de una curva
con origen en uno de sus puntos.

1. — Series de Puiseux.

Sea { una hoja de S con origen en C, designemos por C; la curva
de { en el iésimo entorno de C, en particular Cy = C. Sea R, el ani-
llo local de C; en la transformada de S correspondiente, identificando
cada R; con su imagen en R, q, los R; forman una sucesién creciente
de anillos locales (una de las ramas del 4rbol de Northcott) estacio-
naria. Si C,, es la primera curva de la hoja que es simple en S, R, =
= R, ;1> 0. R, es un anillo de valoracién dicreta al que llamaremos
anillo terminal de la hoja. El cuerpo residual de R; es el cuerpo de
funciones racionales de C;, lo designaremos por K, (K, = K); obvia-
mente los K; estacionan a partir de K, y llamaremos a K, cuerpo
terminal de la hoja. El grado de la hoja sera por definicién el maximo
de los grados [C;: C], es decir, [C,: C] = [K,: K].

Consideremos el completado 0 de 0: se trata de un anillo local
regular y completo de dimensién dos, su ideal maximal es m = mb
y la inclusién 6 ¢ 6 induce isomorfismo K = 6 jm = (9\/1%, aplicando
[11] Cap. VIII, § 12, existe un subcuerpo K’ de 0 (subcuerpo de
Cohen), isomorfo a K a través del paso al cociente, de manera que
si %,y es un sistema de generadores de m (en particular los genera-
dores de m ya elegidos), x, y son analiticamente independientes
sobre K’ y todo elemento de § se representa como una serie de K’ [[«, y]]:
§ ~K' [[x, ¥]], isomorfismo que es la identidad sobre K’, x e y.

El morfismo w: 6 — R, que se obtiene componiendo el paso
al cociente 6 — 65 con la inclusién 0; — R, induce el correspon-
diente morfismo entre completados w0~ R cuya restriccién
a K’ es necesariamente inyectiva: de este modo (K') es un
subcuerpo de 1/\3” y podemos elegir (loc. cit.) un subcuerpo de Cohen
Q de R que sea una extensién de P (K') de manera que si ¢ es un
generador cualquiera del ideal maximal de R\”, R~Q [[#]]: identi-
ficaremos 0 a K'[[%, y]], IAQ,, a 2[f]] y K' a @ (K"); tales identifical
ciones son compatibles con los isomorfismos inducidos por paso a-
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cociente, K' ~* K, 2~ K,, y el monomorfismo entre los cuerpos
residuales inducido por w o, equivalentemente, por la transforma-
cién racional C, — C. En particular Q es una extension finita de K’
de grado igual al grado de la hoja. Se observa también que, identi-
ficados los elementos de 05 a series en ¢, la valoracién de anillo R,
hace corresponder a cada elemento su orden como serie.

Con la identificacién R, = Q[[#]], las imégenes en 65 de los ge-
neradores #, y de m, aparecen como series de potencias

= Yo t y = Y520 bt

cuyos coeficientes son elementos de Q.

El minimo de los 6rdenes de las dos series es el valor minimo de
los elementos no inversibles de 05 por la valoracién correspondiente
a R,, valor que designaremos por » y que serd, por definicién, el
orden aparente de la hoja. Teniendo en cuenta la eleccién de los
generadores #,y, es inmediato comprobar que el orden de las dos
series es », por ello, ¢; =50, =0,2=1,...,» —1,¢,# 0,8, # 0.

Si escribimos ¥ = (Yixs (¢;/c,) #77) ¢, #’, la serie que figura como
primer factor tiene término independiente igual a la unidad, admite
pues una raiz »-ésima en 2 [[f]] que designaremos por s(Z); s(f) es
necesariamente inversible, podemos tomar ¢ = fs(f) como nuevo
pardmetro en el anillo de series y resultard

F=c  §= Yz = iz a; (X[c)l

donde los @; y ¢ = ¢, son elementos de Q.

DEerINICION: Ilamaremos serie de Puiseux de la hoja { a la expresién

P (x) = Yz a; (x]c)”

se trata de una serie en potencias fraccionarias de x cuyos coeficien-
tes se hallan en una extensién finita de K'.

2. — Funciones algebraicas sobre una curva.

En diversas ocasiones han aparecido extensiones algebraicas de K
= k(C) y elementos algebraicos sobre dicho cuerpo, en particular
los coeficientes de la serie de Puiseux son algebraicos sobre K si
identificamos K ~ K'. Si « es un elemento algebraico sobre K, o
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puede interpretarse como funcién multiforme definida en C: con-
siderando el polinomio minimo de « sobre K se tiene una relacién
irreducible

@ 4 fr @ U fy =0

donde los f; son funciones racionales definidas en C; si p es un punto
genérico de C, los valores de o en p serdn por definicién aquellos
o (p) ek tales que

OC(P)'" 'i_fm—l (P) “(P)m_l + .. 'fO (p) =0

Equivalentemente, « es funcién racional del punto genérico de la
curva de cuerpo K («) y aparece como funcién multiforme definida
en C a traves de la transformacién racional inducida por la inclu-
sion K — K ().

Se comprueba inmediatamente que una funcién algebraica uni-
forme es racional. Si C es una recta proyectiva se tienen las funciones
algebraicas en sentido cldsico (véase la introduccién de [9] por ejem-
plo).

Conviene advertir que dos elementos algebraicos sobre K dis-
tintos, «, B, pueden inducir la misma funcién algebraica, para ello
es necesario y suficiente que K (¢) y K (8) sean isomorfos sobre K,
i. e., que « y f puedan sumergirse como un mismo elemento de la
clausura algebraica de K. En este caso diremos que « y § son idén-
ticos como funciones algebraicas y escribiremos o = .

Sea K la clausura algebraica de K, si § es el grado de {, existen §
inmersiones de 2 en K que extienden la inclusién K’ ¢ K; llamare-
mos conjugadas de la serie de Puiseux de { a las d» series

Yizv 0 (@) (_f.‘ _)i/” &

donde ¢ es una de las mencionadas inmersiones y & una raiz »-ésima
de la unidad. Podemos suponer elegida arbitrariamente una deter-
minacién de o (c)!/” para cada o, las conjugadas de la serie de Puiseux
seran las mismas, salvo el orden, cualquiera que sea dicha eleccidn;
con ello las conjugadas se consideraran elementos de K [[x1]]’
Obviamente, considerados los coeficientes de la serie de Puiseux
como funciones algebraicas sobre C, la serie y sus conjugadas re-
sultan indistinguibles, cualquiera de ellas puede tomar el nombre
de serie de Puiseux. Conviene recordar al respecto que 2 y K, estdn
determinados salvo isomorfismo sobre K' (=~ K) ya que C, y su trans-
formacién racional lo estaban salvo transformaciones birracionales.
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3. — FACTORIZACION DE LA ECUACION DE S.

El generador F del ideal de S en 6, que se puede considerar como
la ecuacién de S en un cierto entorno del punto genérico de C, es
irreducible en 6 al serlo S, pero en general no contintia siendo irre-
ducible al considerarlo en : veremos ahora que descompone en
factores primos correspondientes a las hojas de S con origen en C.

Con la identificacién de 6 a K'[[x,y]], F se expresa como una
serie cuya forma inicial coincide con la de F como elemento de 6
(salvo la identificacién K’ ~ K), en particular (cap. I, § 4) aparecen
en la forma inicial de la serie términos no nulos en #’,y” donde 7
es la multiplicidad de C en S. Aplicando el teorema de preparacién
de Weierstrass, ' puede expresarse en la forma F = u F* donde
% es una serie inversible y F* un polinomio en y de grado » con los
coeficientes de K'[[«x]] y el del término de grado 7 igual a la unidad.

Sean {;, j =1, ..., m, las hojas de s con origen en c, 0, vy P; (%)
el grado, orden aparente y serie de Puiseux de la hoja {; designemos
por Pi(x), 7;=1,..., 9§, las conjugadas de P; (x).

Lema I1.1. El producto I1(y — P (x)) es un elemento de K' [[x]] [y].
7

DEMOSTRACION. Consideremos en primer lugar, fijada una inmersién
o del cuerpo terminal de la hoja en la clausura algebraica de K’, el
producto
Iy — Xz 0 (@) (x]0 ()" - &)

donde & recorre las raices y-ésimas de la unidad: se trata de un po-
linomio en y cuyos coeficientes son funciones simétricas en Yy,
0 (a;) (x/o (c))i - &, variando &; sustituyendo formalmente ! = (x/a (c))!,
cualquiera de los coeficientes se convierte en una serie en po-
tencias enteras de / que permanece invariante por cualquier sus-
titucién <> ¢ 1: de ahi que no posea otros términos que los de
exponente divisible por #; y el coeficiente en cuestién sea una serie
en potencias enteras de x con coeficientes racionales en los o (g;),
o (c). El producto del enunciado serd ahora una serie en potencias
enteras de x, y, con coeficientes racionales en los ¢ (4;), o (c), variando
o, invariante por la accién del grupo de Galois de la minima exten-
sién normal de K’ en K que contiene una de las imagenes del cuerpo

terminal de la hoja: necesariamente sus coeficientes serdan elementos
de K'.

3 — Collectanea Mathematica
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DrrmNiciON: Diremos que el producto F; = II(y — Py (x)) es la
ecuacién de la hoja ;. !

Designemos por £;[[#]] el completado del anillo terminal de la
hoja ;, representado como un anillo de series segtin lo convenido en

el § 1; tenemos:

Lruva II1. 2. La imagen de I'; por el morfismo natural &\;j:K' [[x,9]] =
= Q1] (§ 1) es nula.

DEMOSTRACION: Basta observar que ’c:)j puede entenderse a un mor-
fismo K [[x1, ¥]] = K [[#]] por el que uno de los factores de F; tie-
ne imagen nula.

Conviene recordar ahora que si 7; es la inclusién de 05 en el ani-
llo terminal de la hoja {; e #; es el morfismo que induce entre comple-
tados (c?)i es pues la composicién de #; con el morfismo de paso al
cociente § — @S), tomando p; = ker 1;, se tiene la expresion del ideal
nulo de 6 como interseccién de ideales primos: (0) = n p; (Northcott
[4]). A las imdgenes de los 7; se las suele designar cor{ el nombre de
componentes analiticas del anillo 6;.

TroreMA II. 3. La ecuacion F de S descompone en factores primos
distintos en el anillo 6 = K' [[x, y]] segin

F =uF,...F,

donde u es inversible 'y los IF; son las ecuaciones de las hojas de S con
origen en C.

., . A . .,
DEMOSTRACION: De la expresién del ideal (0) de 05 como interseccién
de ideales primos resulta inmediatamente que el morfismo producto
de los 4;, 05 — IT£;[[4]], es un monomorfismo, de ahi que el niicleo

7
de IT w;: 8 — IT 2;[[t]] coincida con ker (0 — 05) = (F) = (F*). El
i i

lema II. 2 asegura que la imagen de I1 F; por I1 c?),. es nula, de donde F*
divide necesariamente al producto de los F;; basta observar ahora que
F* es un polinomio en y de grado 7, lo mismo ocurre con II F; si se

7
tiene en cuenta la igualdad 7 = ¥);d;%; (Northcott [4]) y los términos
de mayor grado de ambos polinomios tienen coeficiente igual a la
unidad. Probada la igualdad del enunciado, pasemos a demostrar
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que los F; son primos d1st1ntos entre si: para cada ], ker w es un
ideal primo de altura uno de yva que la imagen de w es una de las
componentes anahtmas de 65, en partlcular un anillo integro de di-
mensién uno; por ser regular, ker co es necesariamente principal,
proba.remos que F; es base de dicho 1dea1 si, para cada j, f; es base
de ker w,, por II. 2 Fi=uf;y deahi F = uu, . .umAfl Y bas/ica
tener en cuenta ahora que por ser F base de ker]_I w; = n ker w;,

7 7
es necesariamente un divisor de f; ... f,, para obtener que todos los
u; son inversibles. Finalmente, por ser 65 no analiticamente rami-

ficado (i. e, n p;, = (0)) y @S = 6/(1?), los factores primos de F
7

son necesariamente de multiplicidad uno.
En curso de demostracién se ha obtenido el

CororLARrIO II. 4. La ecuacion de cada hoja es base del niicleo del mor-
. , . A yy .
Jismo candwico de O en la componente analitica de 05 corvespondiente.

CororariO II. 5. Las conjugadas de las series de Puiseux de una hoja
son todas distintas entre si.

DEMOSTRACION: Las conjugadas son las raices de la ecuacién de la
hoja considerada como polinomio en y y esta es un polinomio irre-
ducible al ser una serie irreducible cuyo orden coincide con su grado
como polinomio en y.

Definicién: El entero 6;;, grado de la forma inicial de la ecuacién
de {; serd el orden de ¢; v la multiplicidad de C en &

Se ha observado ya (demostracién de II. 3) que la multiplicidad
de C en S es la suma de sus multiplicidades en las diversas hojas con
origen en C. Se comprueba fécilmente que la multiplicidad de C en
{; coincide con la multiplicidad, como anillo local, de la componente
analitica de fg correspondiente.

Si ahora C es una curva en uno de los entornos de C en S v S la
transformada de S que la contiene, las hojas de S con origen en C
corresponden en forma natural a las hojas de S con origen en C que
contienen a C; si { es una hoja de S con origen en C que contiene
a Cy £ es la correspondiente hoja de S, por definicién, la multiplici-
dad de C en ¢ serd la de C en ¢; convendremos en tomar nula la mul-
tiplicidad de C en las hojas que no la contengan. Resulta inmedia-
tamente que la multiplicidad de C como curva infinitamente pré-

xima a C en S en la suma de sus multiplicidades en las diversas hojas
de S con origen en C.
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4, — MULTIPLICIDAD DE INTERSECCION DE DOS SUPERFICIES A LO
IARGO DE C.

Obtendremos ahora una expresién de la multiplicidad de inter-
seccién de dos superficies absorbida en C, andloga a la clésica regla de
Halphen para curvas planas.

Scan S y S dos superficies irreducibles que contengan a C, elegi-
dos x, y de manera que en las formas iniciales de las ecuaciones de
ambas superficies figuren los términos de grado méximo (igual a la
multiplicidad de C en la superficie) en x y en y (cap. I, § 4), podemos
considerar simultaneamente las series de Puiseux de las hojas de S
y S con origen en C:

TroREMA IL. 6. (Regla de Halphen) La multiplicidad de interseccion de
Sy Sen C es el orden de infinitésimo, vespecto de x, del producto

I (P7 (v) — Q¥ (%))

donde PY (x) recorve las diversas conjugadas de las series de Puiseux
de las hojas de S con orvigen en C y analogamente Q' (x) respecto de S (3).

DEMOSTRACION: Podemos tomar la multiplicidad de interseccién
como long 05 Qo Os (Serre [8]) o, equivalentemente, si F y F son ecua-
ciones de S v S en 6, como long 0/(F, F); si f es la imagen de F al
cociente por F, 0/(F, F) = 65/(f); mantengamos para S las nota-
ciones utilizadas hasta ahora y sean v;,j = 1, ..., m, las valoraciones
centradas en el ideal maximal de 65, correspondientes a las hojas
de S. De Northcott [4] teorema 6, tendremos

long 0s/(f) = X; 8;v; (f)

v; (f) es el orden de f como serie en #;

v; (f) = ordy f(t;) = ord, F (% (;), ¥ (¢;)) = v; ord, F (%, P; (%))

utilizando la expresién de F como serie en x,y; tenemos con ello la
multiplicidad de interseccién de S, S en C expresada en la forma

Y., 8 ord, F (%, P; (%)) = X; X, ord, F (%, P (%))

(%) El resultado se extiende inmediatamente a superficies reducibles sin més que hacer figurar las con-
jugadas de las series de Puiseux de las diversas componentes por C tantas veces como venga contada la com-
ponente.
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Basta, para concluir, descomponer F en factores primos y tener en
cuenta la expresién de estos en funcién de las conjugadas de las
series de Puiseux de S.

Es razonable definir ahora la multiplicidad de interseccién de
dos hojas de superficie con origen en C como el orden de infinitésimo,
respecto de x, del producto I7(P°(x) — Q7 (x)) donde P’ recorre las
conjugadas de la serie de Puiseux de una hoja y analogamente
Q" para la otra. Si { es una hoja de una superficie S y Z lo es de S,
un célculo andlogo a la demostracién de II.6 permite expresar la
multiplicidad de interseccién de las dos hojas como la longitud del
producto tensorial, sobre 6, de las componentes analiticas de 65 y
05 correspondientes. Ello prueba en particular la independencia de
la definicién respecto de la eleccién de los generadores x, y, indepen-
dencia que puede verificarse mediante un célculo directo. Obvia-
mente la multiplicidad de interseccién de dos superficies en C apa-
rece como la suma de las multiplicidades de interseccién de cada
hoja de la primera con cada hoja de la segunda.

5. — LA F6RMULA DE NOETHER.

ProrosicioN II. 7. St Cy es una curva del primer entorno de C en S, 0,
su anillo local en V3' 'y () es una hoja de S que contiene a C vy tiene
por ecuacion Fq e 0, la ecuacion de la hoja correspondiente a i (hoja
transformada de () de la superficie transformada S’ es Fy = Fi[x
donde 7, es el orden de ;.

DEMOSTRACION: Sean (j, ..., {,, lashojasde S conorigenenC, Fy,..., F,,
sus respectivas ecuaciones. El anillo 6; es un localizado de 6[y/x],
por ello b ly[x] = K'[[%, ¥]] [y/x] es un subanillo de 61: la ecuacién
de S’ factoriza pues en la forma

F’=—Ii=u' 2l ﬂ‘—
xr X" xTm

donde 7; es el orden de {;. Si {; contiene a C; se observa inmediata-
mente que el morfismo c?)l 6 > 021 [[#,]] extiende al morfismo anilogo
1;1 : OAI — 01 [[#1]] cuya imagen es la componente analitica del anillo
local de Cy en S’ correspondiente a {,’, transformada de ;. En par-
ticular 1;1 (F1/2) = 0lo que prueba que F;/x": es un factor propio, no
inversible, de F[«x" en @1; si Gy es la ecuacién de §; ((G1) = ker /1;)1),
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G divide a F;[xn. Considerando ahora el elemento G, F|F;x~n, se
observa inmediatamente que tienc imagen nula por cada uno de los
morfismos 1//3,- de @1 en los completados de los anillos terminales de las
hojas de S’ con origen en Cy: se concluye que F[x" divide a Gy F[Fx"—n
y de ahi que F /" divide a Gy, con lo que coinciden salvo inversibles.

CororArIiO II.8. S7 (| es una hoja de S con origen en C, de ecuacién
Fy orden vy, {y pasa por Cq si y solo si Fi[xn es no inversible en 0.

DrMOsTRACION. Hemos probado ya que si {; pasa por Cq, F{/x: es
la ecuacién de la hoja transformada con origen en C; y por ello no
es inversible en 5"1. Reciprocamente, si Fi/+#: no es inversible en
Fy —}i"’ Sa-
X" X'm
bemos que F’ tiene por factores primos las ecuaciones de las hojas
de S’ con origen en C; (IL.3) y por II. 7, estas son las F;/x" para
aquellos indices j para los que {; contiene a C;: alguna de estas F;[x"
debe dividir a I/;/¥» de manera que si {; no contiene a C;, alguno
de los factores primos F;/x aparece con multiplicidad superior a
uno en la ecuacién de S’, contra IIL. 3

A
61, es un factor propio de la ecuacién de S', F' =

TrEOREMA IL.9. Sean (|, {, dos hojas distintas (de dos superficies Sj,
S») con origen en C y drdenes respectivos 7y, v5. Sean C y Cy las cur-
vas en el primer entorno de C comtenidas en (i vy (, respectivamente:
si Cy # Cy la multiplicidad de interseccién de £,y §p en C es vy 7y
st Cy = C,, sean i, &' las hojas transformadas de 1, {5 con origen
en Cy, la multiplicidad de interseccion de Ty 'y o supera al producto de
ordenes, vy vy, en la multiplicidad de interseccion de L', &' en Cy mul-
tiplicada por el grado de C, sobre C.

DEMOSTRACION. Sean Iy, IY las ecuaciones de las hojas y Py, P,
las respectivas series de Puiseux; calculando a partir de la definicién

ord, I (P§ (%) — P (%)) = ord, [l Fi (%, Pj(x)) =rs- ord, Fy (x, Ps (%))

sea v, el orden aparente de {, y 2 [[#]] el completado de su anillo ter-
minal,

7y ord, Fy (x, Py () = 7297+ ord, Fy (x (1), 3 (1)
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donde 7, v;! = 6, es el grado de £,. Si Fy' es la ecuacién de la trans-
formada de ¢;, F; = F{ % y tenemos

ravy 't cord, Fy (x(8), y () =7 7295 - ordyx + 7, vt - ord, Fy'

=717+ 19, - ord, Fy

Si Cy = C,, F{’ es inversible en el completado del anillo local de
C, en V3’ (I1. 8), su orden como serie en ¢ es cero y se tiene la primera
parte del enunciado. Si C; = C,, repitiendo el cdlculo anterior para
L1’y Cof, resulta la multiplicidad de interseccién de ;" y &p' igual a

v’ vy ~Veord, Fy' = 8y - ord, F{' = (85’ 85") 8- ovd, F’

donde 7,’, »," y 85" son, respectivamente, el orden, el orden aparente
v el grado de {,’. Basta tener en cuenta que g = d,/d," es el grado
de C; sobre C para completar la demostracién.

Cororario II. 10. (Férmula de Noether para hojas) Si &y ¢ son dos
hojas con origen en C, su multiplicidad de interseccion en C viene dada
en la forma

(¢- Z) =2@i7i;i

donde la suma se extiende a C (= Cy) y a todas las curvas Cy, ...,C,,

wnfinitamente préximas a C comunes a las dos hojas, o; indica el grado

sobre C y v, 7, las multiplicidades de la curva en Ty C respectivamente.
La demostracién es inmediata a partir de II.9.

Cororario II. 11. (Férmula de Neother para superficies). La multi-
plicidad de interseccién en C de dos superficies irveducibles (4) S, S
se expresa por la férmula

(S'§§ C)=Xann

donde la suma se extiende a C (= Cy) v a las curvas Cq, ..., C,, infini-
tamente proximas a C comunes a las dos superficies, o, es el grado de
C; sobve C y v;, v, sus multiplicidades en S y S.

La demostracién resulta inmediatamente de II. 10, al ser la mul-
tiplicidad de una curva en una superficie suma de sus multiplicidades
en las diversas hojas de la superficie que la contienen.

(4) Como en IL 6, la extensién a superficies reducibles es inmediata,
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0;7;7; de cualquiera de las dos férmulas
de Noether es la multiplicidad de interseccién de las dos hojas o su-
perficies absorbida en C,.

Las férmulas de Noether pueden obtenerse también por via pura-
mente algebraica, véase al respecto [6], proposicién 3 y [7], teorema 8.

Diremos que el sumando p

6. — RELACIONES DI PROXIMIDAD.

Siguiendo la nomenclatura cldsica para curvas planas, llamaremos
curvas préximas3 a C en V3 a todas las curvas infinitamente préximas
a C en V3 situadas sobre la superficie T (C). En particular todas las
curvas del primer entorno de C son préximas a C. La definicién se
extiende a la de curvas préximas cualquier curva infinitamente
préxima a C sin més que considerar esta tltima como curva propia
en la transformada de V3 correspondiente.

Si C; es una curva del primer entorno de C en V3, C; es simple
en T (C) (observacién a I.1) y por ello todas las curvas préximas a C
que sucedan a C; tienen grado uno sobre Cj.

ProPOSICION II. 12. Sea ¢ una hoja con ovigen en C, C la curva en el
primer entorno de C en C y (' la transformada de  con origen en C,.
St la multiplicidad de C en ¢ (ovden de () es v, la multiplicidad de in-
terseccion de ' con T (C) (comsiderada como su vinica hoja con origen
en Cy) es 7[p donde o = [Cy: C].

DEMOSTRACION. Sea F’ la ecuacién de (', 6; el anillo local de C; en
Vi v (%, G) su ideal maximal con G ¢ 6[y/«] (c. . demostracién de
I.1). x es la ecuacién local de T (C) y por lo tanto 0, /(x) es el anillo lo-
cal de Cy en T (C): se trata de un anillo de valoracién discreta (regu-
lar y de dimensién uno) al igual que su completado 6, [(%). Se observa
facilmente a partir de la definicién que la multiplicidad de intersec-
cién de £’ con la dnica hoja de T (C) coincide con el valor de la clase
de F' en §1/ (%) por la valoracién de dicho anillo. Expresando la ecua-
cién de { como suma de formas, F = F,(x,y) + F,.1(x,y) + ...,
la de (" es F' = F,(l,y/x) + x(...) y basta calcular el valor de la
clase de F, (1, y/x). Conviene recordar ahora (I. 1) que, indicando con
tilde las clases médulo x, 6y/x]/(x) se identifica al anillo de polino-
mios K [y]«], G es un polinomio irreducible de grado p, base del

(%) Punti prossimi, proximate points, en el caso de curva.
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ideal maximal de 0;/(x) = K [3'775](2;‘). F,(1,y]x) es potencia de un
polinomio irreducible puesto que proviene, por deshomogeneizacién,
de la forma inicial de una serie irreducible. G y F, (1, v/x) no pueden
ser primos entre si ({’ no contendria a C,) y se concluye que G es
el tnico divisor primo de F,(1,y]x) en K[yJx]; la comparacién de
los grados acaba la demostracién.

Cororario I1. 13. Con las notaciones de la proposicion anterior,r = o ¥ 7,
donde la suma se extiende a todas las curvas proximas a C en § y 7,
indica la multiplicidad en C.

La demostracién se obtiene inmediatamente aplicando la fé6rmula
de Noether. Conviene observar que el grado sobre C de todas las
curvas préximas a C sobre { coincide con p.

CororArIO II. 14. St 7y es la multiplicidad de C, en {,v > or, con
1gualdad si y solo si Cy es la vinica curva préxima a C en C.

Si ahora S es una superficie irreducible que contiene a C, razo-
nando sobre sus hojas con origen en C se tiene inmediatamente:

CoroLARrIO II. 15. Si 7 es la multiplicidad de C en S, v = Y, o, 7; donde
la suma se extiende a las curvas C; préximas a C en S, 7; es la multi-
plicidad de C; en S y o, su grado sobre C.

Cororario II. 16. En las condiciones anteriores, v > ¥, o, 7; con la suma
extendida a las curvas del primer ewtorno de C en S. Se tiene tgualdad
st y solo si las tinicas curvas proximas a C en S som las del primer
entorno.
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