TACHIONI E MONOPOLI MAGNETICI
NELIL’UNIVERSO DI DE SITTER

di

GIUSEPPE ARCIDIACONO (a Roma)

I — L'UNIVERSO DI DE SITTER E ILE COORDINATE PROIETIIVE

Recentemente E. H. KERNER ha fatto vedere che un partico-
lare tipo di trasformazioni proiettive generalizza la nozione di rife-
rimento inerziale, nel senso che il movimento di una particella libera
viene trasformato in quello di una particella libera [1]. Si ottiene
allora un gruppo di trasformazioni a 10 parametri, che generalizza
le trasformazioni di Poincaré, e che contiene due costanti universali
¢ (velocitd della luce) ed 7 (raggio del cronotopo). Quando il raggio
del cronotopo tende ad infinito, si ricade nelle trasformazioni del
gruppo di Poincaré. Queste trasformazioni proiettive possono essere
interpretate come un tipo di rotazioni dello spazio delle coordinate
omogenee (a cinque dimensioni), che unifica le rotazioni spaziali, i
movimenti inerziali e le traslazioni spazio-temporali.

Le trasformazioni proposte dal KERNER non sono altro che
quelle del gruppo di Fantappié a 10 parametri, da me calcolate es-
plicitamente nel 1956, le quali mutano in sé stesso il cronotopo di
CASTELNUOVO, e cioé la rappresentazione geodetica piana dell’Uni-
verso di DE S1rTerR [2].

Ad analoghe conclusioni erano giunti nel 1973 R. I,. MALLETT
e G. N. FLEMING, i quali hanno mostrato che le coordinate proiettive
si prestano bene allo studio dell’Universo di DE SITTER [3].

In questo lavoro ci proponiamo di esaminare il problema dei
tachioni e quello dei monopoli magnetici, come si presentano nella
relativitd proiettiva.

Il problema delle velocita superiori a quella della luce é stato da
me posto sin dal 1958, quando ho fatto vedere che nella relativitd
proiettiva la velocita della luce non é pitt una velocita limite, e sono
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possibili velocitd superiori a quella della luce senza che le trasfor-
mazioni del gruppo di Fantappié diventino immaginarie (1960) [4].

Se si rimane nell’ambito della relativita ristretta, H. ARZELIES
ha studiato nel 1957 le trasformazioni del gruppo di Lorentz per
V > ¢. Nel 1967 G. FEINBERG ha introdotto il termine di «tachione»
per indicare una particella con velocita superiore a quella della luce
[5], mentre nel 1974 E. REcamI ed R. MIGNANI hanno costruito una
teoria dei tachioni su basi gruppali, ampliando opportunamente il
gruppo di Lorentz. [6].

Nella relativita proiettiva il tachione non pud essere definito in
base alla velocitd della luce, ma basandoci sulla natura della sua
linea oraria, che deve essere di genere spazio. Infatti una particella
lontana pud superare la velocita della luce, senza che la sua linea
oraria diventi di genere spazio.

I amnonopoli magnetici» e cioé i poli magnetici isolati, sono stati
introdotti dal Dirac nel 1931, con considerazioni basate sulla fisica
quantistica [7]. Nel 1958 [4] ho fatto vedere che il campo elettro-
magnetico, in presenza di cariche elettriche e di monopoli magnetici
deve essere descritto utilizzando due potenziali elettromagnetici.
Lo stesso accade nella idrodinamica relativista dei fluidi perfetti, in
presenza di sorgenti e di vortici: in tal caso il campo idrodinamico
viene descritto da due potenziali, come ha fatto vedere O. CosTa DE
BEAUREGARD nel 1949 [8].

Passando alla relativitd prioettiva, queste due teorie vengono
riunite in una teoria unica, nella quale il campo magnetoidrodina-
mico é descritto da due potenziali. Appare cosi un nuovo ed interes-
sante legame tra il problema dei monopoli magnetici e la fisica del
plasma.

Successivamente, nel 1962, la teoria dei monopoli magnetici
utilizzando due ponteziali é stata costruita da N. CaBiBBo ed E.
FERRARI [9], rimanendo nell’ambito della relativita ristretta. Tale
teoria é stata poi ulteriormente sviluppata in questi ultimi anni.

Se poi ci riferiamo al problema dei Buchi Neri della gravitazione
e del collasso gravitazionale, esso richiede la costruzione di una «teoria
unitaria» della materia e della elettricitad. Se si vuole rimanere nell’-
ambito di una teoria su basi gruppali, occorre passare alla «relati-
vita conforme» nella quale 'Universo é rappresentato da una ipersfe-
ra a 5 dimensioni, che ammette come movimenti rigidi in sé quelli
del gruppo delle rotazioni dello spazio a 6 dimensioni, a 15 parametri.
In tale teoria la 5.0 coordinata pud essere interpretata come un «se-
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condo tempo», oppure pud essere collegata alla massa. Le corrispon-
denti equazioni di Maxwell generalizzate riuniscono in una teoria
unica il campo idrodinamico e quello gravitazionale.

Si vede cosi come la «teoria degli Universi fisici» del FANTAPPIE,
basata sulla teoria dei gruppi [13], ci permette di costruire tutta una
serie di modelli ipersferici di Universo a 3,4,.. # dimensioni, basati
sui gruppi delle rotazioni R,, Rs .. R, +1. Ognuno di tali modelli
contiene i precedenti ed é contenuto nei successivi, ed essi ci danno i
successivi perfezionamenti della fisica.

2 — IL GRUPPO DI FANTAPPIE ED IL CRONOTOPO DI CASTELNUOVO

Lo spazio-tempo di De Sitter a curvatura costante, pud essere
studiato mediante la sua reppresentazione geodetica piana, e si
ottiene cosi il «cronotopo di Castelnuovos, rappresentato dai punti
di uno spazio proiettivo P4 a quattro dimensioni, esterni all’assoluto
di Cayley-Klein di equazione

(2,1) PA =24y 422 — 22 492 =0

Occorre allora introdurre una «doppia scala» dei tempi e delle
distanze, a seconda che ci poniamo nello spazio a curvatura costante
o nello spazio piatto tangente del singolo osservatore.

Se ci limitiamo a due dimensioni, il legame tra le misure «asso-
lute» (¢,7) e quelle «relative» (x,?), é dato dalle formule

(22) | E=rarctg (xfr) ; 7= (t/2) log(to + £)/(fs — )

dove f) = r/c é 'etd apparente dell’Universo.
La doppia scala dei tempi, ¢ del tipo di quella di MILNE [ 10]:

(2,3) T = to + to log (t/to)

e ad essa si riduce in prima approssimazione. In fig. 1 sono rappre-
sentate le due scale del tempo, nella teoria di Milne (a) e nella rela-
tivitd proiettiva (b). Si vede che nella teoria di Milne, se ci poniamo
nella scala cinematica (¢) appare una singolarita iniziale, (A) mentre
nella relativitd proiettiva c’¢ la singolaritd iniziale (4) e quella
finale (9).
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fig. 1 — (a) Il tempo dinamico (z) e quello cinematico (¢) nella teoria
di Milne; (b) il tempo assoluto (z) e quello relativo (¢) nella relativita
proiettiva basata sul gruppo di Fantappié.

La pit generale trasformazione proiettiva in due dimensioni
(%, t) é data dalle formule

2,4) « = A X + at + ass .oy Ay X + Ayt + ays

)
asi X + asst + ass asi % + asst + ass
e ad essa corrispondono i seguenti tre parametri [4]:

235 T=% . 1,=2 . y=

Ass ass Asq Rys — Ryq Ass

A5 As4 — A14ass

Tre interessanti esempi di trasformazioni del tipo (4) si possono
ottenere moltiplicando tra loro le trasformazioni del gruppo di Fan-
tappié ad un sol parametro, da me calcolate nel 1956.

I Caso — Se moltiplichiamo una traslazione spaziale (7) per una
traslazione temporale (T}), otteniamo la trasformazione

(26) « — Ax + ayct + al | o a’t + at T
' vty —adxlr +a ytlty — ad x|r + a

dove abbiamo posto a2 =1+ a? ed 42 = 1 + «* — »%. In base alle
(5) essa corrisponde ai due parametri (T, Ty), perché si ha
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27) v — aTy/to—a.yca= ayc —aye 4
yaTylty — a*a — (1 4 o2 — 9?)
II Caso — Se invece moltiplichiamo una traslazione temporale

(Ty) per una spaziale (T), si ottiene una trasformazione del tutto
diversa

2
(28) # = o*x + 0T Loy ayxfc + At + b T

axlr —Aytlty +b axlr — Aytlty + b

dove 52 =1 — 9%, Essa corrisponde ai due parametri (T,7) ed al
terzo parametro, dipendente dai primi due

— 0T Aylty coy £0

— AybTyfty — Ab 1+ 92

Ne segue che le traslazioni non sono tra loro permutabili.

IIT Caso — Se infine moltiplichiamo una traslazione spaziale (7'),
una temporale (7) ed un moto uniforme (V), con V e T diretti lungo
I'asse delle x, otteniamo la trasformazione

o A+ B+ (x —By) vl ct + BT
By —a)dxlr + (y —of) t/to + B
g — ABxje+ [1 + ofe —py)] ¢ + BTy
By —a) Axlr + (y —af) t/lo + B

(2,10)

dove B> =1 — 2 + (e« — By)% Essa corrisponde ai tre parametri
indipendenti (T, Ty, V) perché, in base alle (5)siha T =T ; Ty = T,
mentre

(2,11) V = (V_aﬂ)BT/tO_[ﬂ_*'(“—ﬁy)'}’]B =/3(2A/A=V
(y — aB) BToftg — B [1 + o (o — By)]

Dalle trasformazioni (10), procedendo come nella relativita ris-
tretta, si ricava la formula di trasformazione delle lunghezze

(2,12) L=1y(B+ (By —«) dbofr)[(1 + (By — o)) 4
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la quale, nel caso di un sol parametro, si riduce alle formule piit sem-
plici

213)  I=k(1l —abh))1+«) ; L=0K V1= ;
L=1/VT =97,

Invece, le durate si trasformano nel seguente modo

(2,14) @ = dyA[[B + (o — By)dolto]

e nel caso di un sol parametro, otteniamo le
(2,15) d=dV1+a2 ; d=dy/V1—p ;
d=dy (1 — ) /(1 4 ydy/to)

Dalle (10) segue la nuova legge di addizione delle velocita, se
osserviamo che il moto uniforme di equazione x' = V ¢, si trasforma
in un moto ancora uniforme, ma con la velocita

(216) W=[U+7V)+ («—py)(y+ aUl)]/4A (14 U V|?)

Tale formula, se c¢i poniamo sul cono-luce dell’osservatore, nel
caso in cui & = y, si riduce a quella pit1 semplice

U+v (1 = Vie) (1 + UJe)
W — 2
@17) ruve YT itrovie

la quale, per V = ¢, ci di ancora W = ¢, bentre, per U =¢, ci da
una velocita iper-c, data da

(2,18) W=c+2a2c(l —V/e)[(1 + V]c)
essa si riduce alla W = ¢, se si ha pure V = .

3 — LE VELOCITA IPER-C E LA LEGGE DI ESPANSIONE-CONTRAZIO-
NE COSMICA

Nel cronotopo di Castelnuovo (in due dimensioni), dato il punto
P(x, 7), le due rette del cono-luce uscenti da P, sono le due tangenti
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all’assoluto condotte dal punto P. I loro coefficienti angolari sono le
soluzioni della equazione B = 0, e sono dati da

B A=A+ )l =y)f= (4 —a)/(1 -9

Qeste due rette formano un angolo 6 che varia da punto a punto,
perché

(3.2) tang 6 = (81 — B2) /(1 + B1B2) = 24/(«* + ¥?)

Ne segue che nella origine (« = y = 0) si ha § = =/2, sull’assoluto
di equazione A = 0, si ha 6 = 0, e sul cono-luce (¢« = 4 y) si ha
tang 6 = a2 Al limite relativistico, la (2) si riduce alla 6 = =2,
cioé nel cronotopo di Minkowski tale angolo non dipende dal parti-
colare punto che si considera, perché costante.

Le trasformazioni (2,10) del gruppo di Fantappié, sono reali per
B2 > 0eper A2 > 0, cioé se il punto P(x,f) é fuori dell’assoluto, e se
in quel punto la velocita soddisfa alla condizione

(3.3) Br =2 B < B2
che generalizza la — 1 < f < + 1, valida nella relativita ristretta.
Se ci poniamo sul cono-luce dell’osservatore (per es. per « = — ¥),

la (3) si riduce alla condizione piti semplice
(3.4) —1<B<(1+a)/(1 —a?)

e quindi tale condizione é soddisfatta anche per f > 1. Se ne deduce
che nella relativita proiettiva la velocitd della luce puo essere supe-
rata, e quindi la distinzione tra i dradioni (a velocita sub-c), i luxoni
(a velocita c) ed i fachioni (a velocita iper-c), valida nella relativita
ristretta, non puod essere pitt basata sulla velocita della luce.

Si deve allora utilizzare la natura della linea oraria della partice-
lla. Pitt precisamente, avremo i bradions se la loro linea oraria é di
genere tempo, i luxoni, con linea oraria di genere luce ed infine i ta-
chioni con linea oraria di genere spazio.

Nel cronotopo di Castelnuovo vale la seguente legge di espansione-
contrazione cosmica, che si ricava a partire dal gruppo di Fantappié

(11]

(3.5) { al(l +7) per —1<y<0

affy —1) per 0<y < +1

o]
I

p
pc
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dove abbiamo indicato con f; la velocitid di espansione, e con fg
quella di contrazione. E’ facile verificare che le velocita (5) sono solu-
zioni della equazione B = I, e che inoltre soddisfano alla condizione
(3). Infatti, sostituendo in essa tali velocita, segue che dovrd aversi
— A < a < + 4, la quale ¢ verificata per |a] < 1.

Ne segue che una galassia lontana od un quasar, pud superare la
velocita della luce, puy rimanendo un bradione, e cioé con la linea oraria
di gemere tempo.

La legge relativistica dell’effetto Doppler, deve essere allora
modificata in modo da renderla compatibile con le velocita iper-c.
Procedendo come nella relativita ristretta, dal gruppo di Fantappié
segue la nuova formula del red-shift [11]

(3,6) l+2=VU AT =F T

dove abbiamo indicato con z il red-shift. Se ci poniamo sul cono-luce
dell’osservatore, dove vale la legge di espansione f = «/(1 — a), la
(6) si riduce alla formula classica V = ¢ z. Ne segue che un quasar con
red-shift z, avrd una velocitd di fuga ed una distanza date da

(3,7 V=cz ; x=cz/(1+2)

e quindi, per z > 1, la sua velocita ¢ iper-c, pur rimanendo sempre un
bradione.
Integrando le equazioni differenziali (6), otteniamo le linee orarie
(3.8) x=Fk({+14) per —4p <t<O0
' x="Fk(tg—1) per 0<t<+4

dove % ¢é la costante di integrazione. Otteniamo cosi due famiglie di
segmenti, con un estremo sull’asse delle x e I'altro estremo nei punti
A (0, — %)) (singolarita iniziale) ed Q (0, + #) (singolaritad finale),
come ¢ illustrato nella figura 2.

Un campo di velocitd V = ¢ (x, %) é ad accelerazione nulla, se
si ha

(3,9) dV|dt = (dp[éx). - (dx|dt) + 8|0t = ¢ dgp|dx + dp[dt = O

Esso quindi sard del tipo
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(3,10) p(%, 8) = — (Op[ot)|(dp|0x)

Un importante esempio di campo di velocitd ad accelerazione
nulla, é quello della espansione cosmica V = x/(¢ + #,). Si ha infatti

(3.11) dV=(t+t0)V—x= =%

dt (¢ +2)? (t+t0)?

E’ facile verificare che anche il campo f; di contrazione cosmica,
ed i due campi #; e B, sono tali che

(3,12) dfcldt =0 ; dpyjdt=0 ; dpy[6]=0

Un campo di velocita ad accelerazione nulla, sara chiamato «subs-
trato» nel senso di Milne.

4 — LA MECCANICA PROIETTIVA DEIL PUNTO LIBERO ED I TA-
CHIONI

Il problema dei tachioni si presenta pure nella meccanica proiet-
tiva del punto libero. Come sappiamo [12], le equazioni del moto
sono date da

(4,1) dMypldt =0 con M,p=my(x, %z — Xpliy)

dove 4,B = 1,2..5. 1l tensore «mnomento angolare» M,, comprende
sia il momento lineare che quello angolare relativistici.

Se ci limitiamo al caso bidimensionale (x, #) dalle (1) segue ’equa-
zione

(4,2) [1 + a(e — By)] - @V /]dt) = 0

la quale si scinde nella solita equazione dV [d¢ = 0, che rappresenta i
moti rettilinei ed uniformi, e nella nuova equazione

(4.3) Br = (1 + o?)/(ay)

la quale rappresenta un «ampo di velocitds, analogo a quello della
espansione-contrazione cosmica (3,6). E’ facile dimostrare che tale
campo risulta di tipo «tachionico», perché non soddisfa alla condizio-
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ne (3,1). Infatti, sostituendo la (3) nella (3,3), segue che —ay < 1 <
< + ay, la quale, per |y| < 1 e per |y| < 1 non é soddisfatta.

Ne segue che al campo bradionico (3,5), corrisponde un campo
tachionico dato dalla (3). Il legame tra la velocitd di espansione
cosmica (Bg) e quella tachionica (B;) € dato dalla relazione

(4,4) Br = Be (1 4 1/a?)(1 4 1/y)

e si verifica che
(4,5) dprldt = — Br (1/a?)

Dato il punto P(x,¢), le due velocita limiti (8;, B,), la velocita
bradionica e quella tachionica, sono legate nel seguente modo

(4.6) (I =) B1 B2=vBebr
I’equazione differenziale (3) puo scriversi cosi

(4,7) dx|dt = (v|x) (v|x + x[r)

la quale, risolta, ci da la famiglia di «moti iperbolici»

(4,8) X2 — R+ 7r=0

dove % € la costante di integrazione.

0 p - +to
N |
Lk
\\
o . o x
'K < ‘/,_74_
/]
/ k/ L ,// o
> L T
/ % /%/////// o %
(a) (L)

Fig. 2 — (a) le linee orarie del campo «bradionico» di espansione-con-

trazione cosmica; (b) le linee orarie del corrispondente campo «ta-
chionico»
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Per k = ¢, otteniamo I'assoluto di equazione A2 = 0; per & < ¢
si ottengono delle linee orarie fuori dello spazio fisico.

Infine, per 2 > ¢, si hanno le linee orarie (8), cui corrisponde la
legge del moto e la velocita

(4,9) x=VEE —r ; V=ag|V(alk)? — 1

dove ay = k*7%. La formula della velocita ¢ simile a quella valida per
il moto iperbolico relativistico

(4,10) V=at|V (at]c)* + 1

Dalla seconda delle (9) segue che la velocita del punto considerato,
varia da infinito (per ¢ = k/ay = 7|k) al valore k& > ¢ (per 7 tendente
all'infinito). Si tratta quindi del moto di un tachione. Si osservi che
per k tendente all'infinito, si ottiene per linea oraria l’asse delle x,
e cioé una velocita tachionica infinita.

Per concludere osserviamo che se ci poniamo sul cono-luce del-
I'osservatore (per es. per « = y), la (3) si riduce alla semplice legge

(4,11) Br—141/o2 |

la quale viene a coincidere con 'inverso della velocita (2,9) che appare
quando componiamo una traslazione temporale con una spaziale.

5 — STUDIO DELLA DERIVAZIONE. PROIETTIVA PENTADIMENSIONALE

Uno dei piti importanti problemi che si presentano nella «relati-
vita proiettiva» é quello del passaggio dalla formulazione in coordi-
nate proiettive omogenee (x,) a quella in coordinate spazio-temporali
(x-), con ¢ =[,..4. Una volta chiarito tale problema, tutta la teoria
acquista un semplice e chiaro significato fisico, e le formule ottenute
nel formalismo pentadimensionale, possono essere trascritte in ter-
mini «fisici» e cioé spazio-temporali.

Il problema é stato da me risolto nel 1969, normalizzando le
coordinate proiettive con la condizione x,x, = #2 [13], e si ottengono
allora le formule che legano le coordinate proiettive a quelle non
proiettive:
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(5,1) % =xl/4 ; xs=rlA

Se poi abbiamo una funzione @(x,) delle coordinate proiettive
omogenee, mediante la sostituzione (1), essa viene trasformata in
una nuova funzione ¢(x;) delle coordinate non omogenee. Se suppo-
niamo che la funzione p é omogenea di grado N, otteniamo il legame
tra le derivate parziali proiettive (8, = 9/d%,), e quelle non proiettive
(0, = 9/ox;), dato da [13]:

(5.2) { 2 9lE) = [40+ (N7 5] ole)

85 9(xy) = [ — Ax, 0, + (N]A)] 9()

Facciamo adesso due semplici esempi che illustrano la tecnica con
cui si passa dal formalismo 5-dimensionale a quello 4-dimensionale.

1.0 Esgmpio — Consideriamo la identita

(5’3) —éA EB = 6AB

dove d,p ¢ il tensore di Kronecker dello spazio a 5 dimensioni. Essa
equivale alle seguenti equazioni dello spazio a 4 dimensioni:

(5.4) O, =05 ; OFs=0 ; 0%, =0 ; 0% =0

Se teniamo presente che 6,4 = x,;/A7?, e che N = 1, si ha per le (2)

8%, = (A0, 4 x,/A7?) (x,]A) = A(Ady — x,%:/Ar*)[A* +
+ x, 2, [AW? = Oy — %, % [AW? + %, %, [AW? = Oy .
In modo analogo, tenendo presente che 7?2 + x,x, = A?72, avremo
0sxs = (1]7) ( — Ax, 0, + 1/A4) (r]A) = (1]7) (rx,x,[A27? 4 7[A?) =
= (42 —1)JA2 4+ 1/4%2 =1

e cosi via per le altre due uguaglianze (4).

2.0 EsEMP1o0 — Consideriamo la funzione omogenea di grado N = 3
nelle x,:
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(5.5) (%1, %) = 2 + 2% = (x° + 7%2)[4° = ¢ (x)
Derivando rispetto alle due variabili proiettive, avremo
(56) 019 =3x%+x2 = (342 + 12)[A%; Osp = 2%s %, = 2 rx[A?

Agli stessi risultati si perviene applicando le formule (2), ed osser-
vando che nel nostro caso si ha 72 + x2 = 7242, Avremo allora

(5,7) px) =rx/A ; Oglox =r?[A3
Ne segue che
019 = A 0p|ox + 3 x|Ar? = (3 2 + 72)|A?
0sp = — Ax dp|ox + 3 p|A = 2 7 x|A?

che coincidono con le (6). Con questo metodo é possibile trascrivere
in forma quadridimensionale le equazioni di Maxwell generalizzate,
e le altre equazioni differenziali che intervengono nella relativita
proiettiva.

6 — LA MAGNETOIDRODINAMICA PROIETTIVA E LA MATERIA IPER-
DENSA

Nella relativita proiettiva, le equazioni di Maxwell generalizzate

(6,1) Rot Hyp= Jaupc ; DwHup=1,

si possono interpretare come equazioni del «ampo magnetoidrodi-
namico», nelle quali H,; = (E, tH, C, iCy) € il tensore magnetoidro-
dinamico, [,z = (io, j, , 1a) ¢ il tensore carica-corrente elettrica +
+ vortice idrodinamico, mentre il vettore I, = (o, igy, &) rappresen-
ta la sorgente idrodinamica + la carica-corrente magnetica [14].

La forza ponderomotrice si puo scrivere sotto forma di divergenza
del tensore energetico del campo magnetoidrodinamico

(6,2) fa = JupcHpc + 21gH ;g = Div T 4p

dove abbiamo posto

21 — Collectanea Methematica
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(6:3) TAB = HASHSB + (1/4) HRSHRS 5,13

Le equazioni (1) si possono scrivere in forma tridimensionale, se
osserviamo che in base alle (5,2) si ha

(6.4) 0, = A0, + (NJAr) x, ; 4= (A]c)d|ot + (Nc|Ar?) ¢
70s = — A (%,0, + t8]dt) + N|A

dove o = 1,2,3. Avremo allora

div E=o (6,5) divH 4+ 0sCo=gy (6,6)
vot H—0,E =3 vt E 4+ 0,H—0;C=g
vot C —6sE =0 divC + 0,Cy = o

grad Cy +0,C —0sH = a

e gli operatori div, grad, rot sono scritti in coordinate proiettive %,.

Seguendo il PERSICO, si puo introdurre, accanto alla corrente elet-
trica di spostamento j, di Maxwell, la corrente magnetica di sposta-
mento g,, date da

(6,7) j4 - 64 E N g4 - 84 H

In modo analogo, i due termini

(6,8) 04 = 04 Co ; Ay = 84 C

saramo chiamati rispettivamente sorgente ed accelerazione di sposta-
mento.
Allora, i due nuovi termini che appaiono nella relativita proiettiva

(6.9) gos=0sCy ; gs=0;C

i chiameremo rispettivamente monopolo e corvente magnetica di
traslazione, mentre il vortice e I'accelerazione di traslazione, sono cosi
definiti

(6,10) ws=0;E ; as=0dsH
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essi infatti appaiono per effetto di una traslazione nello spazio-tempo.
Le equazioni di Maxwell generalizzate assumono allora il seguente
aspetto

divE = ¢ 7ot E =g — g4+ gs
(6,11) div H = go + 8o " Yot H = +
div C = o + o, \rotC=5—{—a—)’5

grad Co=a — a, + as

con le condizioni di conservazione
6.12) div (j+ 7)) =0 j v (g — g4+ &) =0
’ div(&;—{—(;s):O lrot(a—m—{—as):o

E’ interessante osservare che i nuovi termini che appaiono nelle
equazioni di Maxwell generalizzate, diventano apprezzabili su scala
cosmica (¥ ~ 7 ;¢ ~ fy) ovvero per materia iperdensa e per alte ener-
gie. Infatti, poiché I'indice del fluido é dato da f2 = u + p/c?, e si ha
C;, = f u; + g,;[fc2, si vede che se la materia é iperdensa (cioé se u é
grande), oppure intervengono alte pressioni (cioé u ¢ grande), i nuovi
termini non sono piit trascurabili rispetto al raggio del cronotopo 7.
Lo stesso accade quando il campo elettrico E e quello magnetico H
sono molto intensi.

7 — LA TERMOIDRODINAMICA E I’ ELETTROMAGNETISMO PROIET-
TIVI

E’ noto che nella magnetoidrodinamica relativista dei fluidi
«ideali», il campo magnetico é nullo, perché la conducibilitd del fluido
é infinita

(7.1) ¢, =Fy u, =0

dove F,; é il tensore elettromagnetico. Da tale condizione segue che
il campo elettrico é dato da

(7,2) cE=vAH ; HXE=0

e la seconda condizione é identicamente soddisfatta.

21* — Collectanea Mathematica
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Nella magnetoidrodinamica proiettiva, in ogni punto del fluido
si possono definire il «vettore posizione» %, ed il «vettore velocita»
u,, tali che

(7.3) XaZy =72 ; uguy=—c2 ; xgu,=0

Si hanno allora due importanti casi particolari, e cioé la termoi-
drodinamica proiettiva e I’elettromagnetismo proiettivo. [15]

a) Nella «termoidrodinamica proiettivas, il campo elettromagnetico
fap é nullo, cioé

(7,4) 7 fap=Hipcxe =0

dove HYpc € il «duale» del tensore magnetoidrodinamico H, .. In

4 AB
questo caso il tensore magnetoidrodinamico si riduce al momento
polare (rispetto alla origine) del campo idrodinamico 7 ¢, = H  , x,
cioé

(7.5) v Hyp=c %5 — Cpiy

Ne segue che il tensore energetico (6,3) si riduce a quello della
termoidrodinamica

(7,6) T p=cqcp —cscs (120,45 — 1[r2 %, %)

7

In questo caso, al campo idrodinamico ¢, é «associato» un campo
elettromagnetico, dato dalla (4), cioé

E=CA(xlr) ; H=Cyx|r)+ (t/ty) C

(7,7)
HAx+ct-E=0

e la terza condizione é identicamente soddisfatta dalle prime due.
Tale campo é nullo nella origine (¥ = ¢ = 0) e diventa apprezzabile
su scala cosmica, oppure per materia iperdensa.

Il campo associato (7) si riduce a quello magnetico in due casi, e
cioé se il campo idrodinamico ¢ radiale (C = % x), ovvero se il fluido
¢ in quiete e non ci sono scambi termici (C = 0, Cy = f). In
quest’ultimo caso si ha
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(7,8) H = (cflr)x=Hfx

dove H = c[r é la costante di Hubble della espansione cosmica. Per
tale via si potrebbe spiegare la natura dei campi magnetici interga-
lattici, che sarebbero legati alla presenza di una densitd media della
materia dell’'Universo dell’ordine di g = 10730 gr/cm3 [11].

b) Nello «elettromagnetismo proiettivo» invece, il campo idrodina-
mico é nullo, cioé

(7,9) rvcy =H,gxp =0
Allora si avra
(7,10) v Hipc = fap%c + feaXp + foc%a

Sostituendo tale espressione nella (6,3) otteniamo il tensore ener-
getico del campo elettromagnetico

(7,11) Typ=fas fsp + 1/2 frs Srs (1/2 045 + 172 %4 %p)

Dalla (9) segue che al campo elettromagnetico ¢ «associato» un
campo idrodinamico dato dalle formule

C=FEA@l) — (t)t) H ; Co=H x (x}r)

(7,12)
CAx + ct CO =0

e la terza condizione é identicamente soddisfatta dalle prime due.
Nel caso di un campo elettrostatico (H = 0), dalle (12) segue che

(7,13) C=EA(xlr) ; Coy=0

7

Se invece il campo é magnetostatico (H = 0), avremo
(7,14) C=(ttyH ; Co=H x (xr)

E’ interessante osservare che mnel caso di un campo elettrostatico
radiale (E = kx) il campo idrodinamico associato é nullo (C = Cy =
= 0).

Possiamo concludere osservando che questi campi associati sono
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legati alla curvatura del cronotopo, perché sono nulli nella origine e
si amplificano con la distanza. Viceversa i campi generati da sorgenti
puntiformi sono infiniti nella origine e nulli all’infinito. Per tale via
si potrebbe spiegare la enorme energia apparentemente emessa dai
quasar.

8 — I MONOPOLI MAGNETICI NELLA FISICA RELATIVISTICA E QUAN-
TISTICA

E’ noto che i fenomeni magnetici hanno origine dal movimento
delle cariche elettriche. Ne segue che le cariche sono sufficienti a
produrre sia l'elettricita che il magnetismo. Poiché nei fenomeni
elettromagnetici appare una notevole simmetria, P.A.M. Dirac ha
supposto l'esistenza di «momnopoli» magnetici isolati, ed ha mostrato
che la quantizzazione della caricia elettrica deriva dalla esistenza
di monopoli magnetici puntiformi, di intensitd go. Egli ha mostrato
che la teoria quantistica di una particella di carica elettrica e, ¢ logi-
camente consistente, solo se vale la condizione [7]:

(8,1) e-go=mn-h/2

dove 4 é la costante di Planck divisa per 2z, ed # é un numero intero.
Ne segue che tutte le cariche elettriche sono multipli interi della
carica del protone (¢), se vale la relazione gy = (137/2) e. [16].

Nel 1967 L. I. ScHIFT ha generalizzato I'idea di Dirac che la quan-
tizzazione della carica elettrica derivi dalla esistenza di un monopolo
magnetico, in modo da includere il caso che il monopolo ¢ esteso nello
spazio, ed ha un raggio finito, dato da [17].:

(8,2) 7, = g5|M (h=c=1)

dove M ¢é la massa del monopolo. Pit recentemente J. SCHWINGER
ed A. O. BARUT hanno costruito un modello composto per gli «adroni»,
nel quale i costituenti posseggono sia la carica elettrica che quella
magnetica (diomi), mentre il sistema composto é magneticamente
neutro [18].

Nel 1974 E. REcam1 ed R. MIGNANI hanno generalizzato la relati-
vita ristretta, in modo da comprendere i sistemi di riferimento a

velocitd iper-c, ed hanno cosi ottenuto la «elativitad estesa» [19].
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In tale teoria noi abbiamo le cariche elettriche con velocita sub-c,
e con quadricorrente J,(s), e quelle con velocitd iper-c, descritte dal
vettore [,(S). Le corrispondenti equazioni di Maxwell sono allora
le seguenti

div D = o(s) div B = — 9(S)

(83 vot B = J(S) — 8BJcdt | vot B = J(s) + dD[cot

Secondo la relativita estesa, le cariche elettriche con velocitd iper-c,
si comportano come monopoli magnetici. Infatti, una carica elettrica
positiva, dotata della velocita V (iper-c), da alle equazioni di campo
un contributo come se fosse un monopolo magnetico Sud, con velo-
citd v = ¢2/V, che risulta sub-c. Ne segue che una carica elettrica
(e), che si muove con velocita iper-¢, ci apparird come un «monopolo»
tachionico, con la carica magnetica

(8,4) go = — e

La relativitd estesa porta quindi alla previsione di una sola «ca-
ricay, la quale appare come «elettricay oppure «magnetica», a seconda
che la sua velocita sia sub-c oppure iper-c. Inoltre, le equazioni di
Maxwell possono essere scritte in una forma perfettamente simmetri-
ca (3), senza ammettere la esistenza di monopoli magnetici.

Si arriva allora alla interessante conclusione che la relazione di
Dirac e gg = # %/2, vale se supponiamo che i monopoli siano a velo-
cita sub-c. Se invece i monopoli sono di natura tachionica, allora
sara valida la relazione alternativa gy = # e.

9 — I MONOPOLI MAGNETICI E LA RELATIVITA PROIETTIVA

Il problema dei monopoli magnetici si presenta in modo del tutto
nuovo nella relativitd proiettiva, nella quale il campo elettromagne-
tico F;, e quello idrodinamico C, sono riuniti nel tensore magnetoi-
drodinamico F,p. Allora il vettore corrente-carica [, ed il tensore
vortice idrodinamico £;,, vengono a formare un unico tensore triplo
Jasc, mentre la sorgente idrodinamica o ed il vettore corrente-carica,
magnetica I, si uniscono nel vettore I,.
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Nella relativita proiettiva, a partire dal vettore I, si possono de-
finire 1 due scalari

(9,1 ro=1I,%y ; cgo=1,u,

¢ cioé la «orgente idrodinamica» () e la «carica magneticar (go).
Si possono presentare i seguenti 4 casi distinti:

I Caso — Il wettore I, é nullo (I, = 0) — Allora dalle (1) segue
che la sorgente idrodinamica é nulla (¢ = 0) e la carica magne-
tica é nulla (gy = 0).

Le equazioni (6,1) della magnetoidrodinamica, scritte in forma
quadridimensionale, diventano

9,2) ‘ Rot Fyp = J ; Rot C; = Q, — 85Fy
’ | Div Fy, = a5C, | DivC, =0

Abbiamo in questo caso una corrente-carica magnetica di traslazione
(05C;), la quale scompare, passando al limite relativistico, ed allora
ci riduciamo alle equazioni di Maxwell senza monopoli (scritte in

forma duale), ed alle equazioni dei fluidi incompressiblli (perché
Div C, = 0).

II Caso — Il vettore I, é radiale (r I, = ox,). Dalle (1) segue al-
lora che la sorgente idrodinamica non é nulla (¢ # 0), mentre la
carica magnetica é nulla (go = 0), in virtir delle (7,3). Le equazioni
di Maxwell generalizzate diventano allora le seguenti

6.3 | Rot Iy = Ji ; Rot C; = 2, — 05 Fy,

" | Div Fy = (o]Ar)x, + 35C; | Div C; = 0/A
cioé la corrente-carica magnetica é strettamente connessa alla sor-
gente idrodinamica o. Passando al limite relativistico, ci riduciamo
alle equazioni di Maxwell senza monopoli magnetici (scritte in forma
duale) ed alle equazioni dei fluidi compressibili (perché o # 0).

III Caso — 11 wvettore 1, é parallelo alla velocitd del fluido (cI, =
= go ). Sostituendo nelle (1) segue che la sorgentei drodinamica
¢ nulla (¢ = 0), mentre la carica magnetica non é nulla (gy # 0).
Avremo allora le equazioni
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(9,4) Rot Fy, = Jin Rot C; = Qy — 85 Fy

, Div Fy, = (go/c)iy + 05 Cy Div C; = (go/c)s
In questo caso la sorgente idrodinamica é connessa alla carica magne-
tica. Passando al limite relativistico ci riduciamo alle equazioni di
Maxwell con monopoli magnetici (scritte in forma duale), ed alle
equazioni dei fluidi incompressibili.

IV Caso — I1 vettore 14 non é parallelo ad %, e ad u, — In questo
caso pii1 generale, sia la sorgente idrodinamica che la carica magnetica
non sono nulli (¢ # 0, go # 0). Ie equazioni di Maxwell generalizzate
dono date da
9.5) Rot Fip = Jin Rot C; = Qy — 05 Fy,

' Div F,, = I, + 85 C, Div C; = I5
le quali, al limite relativistico si riducono alle equazioni di Maxwell

con cariche elettriche e monopoli magnetici (in forma duale) ed a
quelle dei fluidi perfetti compressibili.

10 — MONOPOLI MAGNETICI E DOPPIO POTENZIALE
Nel 1958 ho fatto vedere che le equazioni di Maxwell generalizzate

(6,1) possono essere risolte introducendo i due potenziali U, e V g,
nel seguente modo [20]:

(10,1) | Hyp = Rot U, + Div V g0 |

dove i due potenziali soddisfano alle condizioni di I,orentz genera-
lizzate:

(10,2) DivU;=0 ; RotV, =0
Se teniamo presente che valgono le seguenti proprietd [21]
(10,3) DiwDiv =0 ; Rot Rot =0 ; [ |= Div Rot + Rot Div

e sostituiamo la (1) nelle (6,1) otteniamo le equazioni nei potenziali
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(10,4) D(JA:IA ; DVABC’:JABC

Infine, prendendo la Div della prima delle (6,1) ed il Rot della se-
conda, si avra

(10,5) [] Hyp = Dw Jpc + Rot I,

La teoria di Maxwell generalizzata si presenta cosi in una forma
particolarmente elegante e simmetrica. Passando al limite relativis-
tico essa si scinde nelle seguenti due teorie indipendenti, invarianti
per il gruppo di Lorentz

1) La teoria di Maxwell con cariche elettriche ¢ monopoli magnetici
(scritta in forma duale):

(10,6) RotHy = Ju : DivH, =1, (ikl = 1,2..4)

dove H,, é il campo elettromagnetico. Si avra allora

(10,7) [ H,, = Rot U, + Div V,,

con le condizioni Div U; = 0 ¢ Rot V;, = 0. Ne segueono le equazio-
ni

(10,8) DU,-ZI,- s V= T

Se allora poniamo Hf =i F,, ; Jlu=1], ; Vlu=1A4,ed U, = B,
dove (iklm) é una permutazione pari degli indici (1234), tali equa-
zioni coincidono con la teoria dei monopoli magnetici proposta in-
dipendentemente nel 1962 da N. CaBisBo ed E. FERRARI, dove 4,
e B; sono i due potenziali [9].

2) La teoria relativistica dei fluidi perfetti — Le equazioni del campo
idrodinamico sono date da

(10,9) Rt C;=9, ;, DivC =0

Se allora poniamo Us=U e V,s = V.., avremo
5 ki5S ik

(10,10) C; = Grad U + Div V,,
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con la condizione Rot ¥V, = 0. Sostituendo nelle (8) otteniamo le
equazioni

(10,11) OU=06 ; [JVs=2,

e tali equazioni sono quelle dei fluidi perfetti relativistici. Tale teo-
ria e stata proposta da O. Costa DE BEAUREGARD nel 1949 [8].

Infine, le equazioni (6,1) possono essere ulteriormente generalizza-
te nel seguente modo

(10,12) I Rot Hyp = Jyp, — %2 Vapc ; DivHyp =1, — 22V,

dove » é una opportuna costante. Introducendo i due potenziali (1)
con le condizioni (2), dalle (12) seguono le due equazioni

(10,13) (D + %) Vipe = Jusc (D +x) U,y =1,

7

che generalizzano le equazioni di Proca. Come € noto tali equazioni
descrivono i fotoni con massa x.

10 — LA RELATIVITA CONFORME ED II, PROBLEMA DELLA GRAVITA-
ZIONE

Lo studio della materia iperdensa, ed una migliore comprensione
del collasso gravitazionale e dei Buchi Neri della gravitazione, richie-
de la costruzione dei una «teoria unitaria» della materia e della elet-
tricita.

Se vogliamo rimanere entro lo schema della teoria dei modelli di
Universo basata sui gruppi, occorre passare al modello «successivo»
rappresentato da una ipersfera S5 dello spazio a 6 dimensioni, che
ammette come gruppo di movimenti in sé quello R4 delle rotazioni
dello spazio a 6 dimensioni, con 15 parametri [22]. Si ottiene cosi la
«relativitd conforme» il cui gruppo comprende i movimenti unifor-
memente accelerati, e che quindi si presta bene allo studio del campo
gravitazionale. Infatti le corrispondenti equazioni di Maxwell gene-
ralizzate (6,1), per » = 6, riuniscono in una teoria unica la magnetoi-
drodinamica e la gravitazione.

Per 7 tendente all’infinito ci riduciamo ad un modello di Universo
Es euclideo a 5 dimensioni, di cui tre spaziali (x;, %;, ;) e due tempo-
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rali (x4, ¥¢). Le equazioni di Maxwell generalizzate si decompongono
allora nelle equazioni del campo idrodinamico di Es (C, iCy, iC'g) ed
in quelle del campo elettromagneto-gravitazionale (E,iH, G, iGy).
Queste ultime equazioni si scrivono cosi, in forma tridimensionale

(divE:g div H + 056Gy = g
(11,1) ¢ rot H — 0,E =7 rot E + 0, H — 06G = g
10t G — 36 E = o' div G + 0,Gy = — p

\ grad Gy + 04G + 06 H = a’

Tali equazioni coincidono formalmente con quelle (6,5-6) della mag-
netoidrodinamica, ma ne differiscono perché adesso le coordinate
sono quelle conformi e si é sostituito al campo idrodinamico quello
gravitazionale. Inoltre i due vettori (', a’) sarebbero collegati alla
esistenza di «monopoli gravitazionali» proposti recentemente [23].
Ad equazioni analoghe alle nostre era pervenuto nel 1946 H. C.
CorBEB [24], il quale introduce il «doppio tempo» (¢¢) e scrive le
seguenti equazioni del campo elettromagneto-gravitazionale

(11,2) [ DivFly =], i RotFy—0]

con a,b = 1,2,3,4,6. Esse si scrivono cosi, in forma tridimensionale

div E 4+ 0Gy[cot’ = o div H=0
(11,3) rot H — 0E [cOt + 0G[cdt’ =7 | rot E + 6H|[cot = 0
div G 4+ 0Gylcdt = — rot G 4+ 6H [cot' = 0

| grad Gy + 9G|cot — OE|cot’ = 0

Il Corben non da una interpretazione fisica del secondo tempo
(t'), ma osserva che per ¢ = 0, le precedenti equazioni si decompon-
gono in quelle del campo elettromagnetico e del campo gravitazionale.

Nel 1949 J. G. BExNETT, R. L. BROWN ed M. W. THRING [25]
hanno proposto una interessante teoria del campo elettromagnetico
gravitazionale, basata su di un Universo Es, nella quale si introduce
un doppio tempo (¢,¢'). Esso viene collegato alla esistenza della ener-
gia cinetica e potenziale, e la variabile ¢’ viene chiamata «anti-tempon.
Si arriva allora all’interessante risultato che un corpo rigido neutro
in rotazione genera un campo magnetico, ottenendo cosi la ben nota
legge suggerita dal BLACKETT [26]:
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P= (gl U

(11,4) |

dove P é la componente assiale del momento magnetico di dipolo,
U ¢é il momento angolare, e g la costante di gravitazione di Newton.

Si ottiene per tale via una teoria di campo nella quale il campo
elettromagnetico e quello gravitazionale giuocano un ruolo simme-
trico, e che porta alla previsione di nuovi effetti «gravito-magnetici»
caratterizzati dalla assenza di un campo elettrostatico associato.

Piti recentemente la «relativita conforme» é stata ripresa da vari
fisici, in connessione con la fisica quantistica e delle particelle elemen-
tari. Tra gli studi pitt recenti ricordiamo quello di M. Pavsic [27]
che costruisce una teoria unitaria del tipo di quella di Karuza-
KLEIN, e quello di E. REcaMI e G. ZrNo [28] i quali mostrano che
la «chiralita» é essenzialmente connessa con l'inversione di un «quinto»
asse (asse della massa a riposo). Tale quinta dimensione corrisponde
al tempo proprio, mentre nello spazio dei momenti sarebbe la massa
propria.

Concludendo possiamo dire che lo studio della fisica fatto utiliz-
zando i gruppi R, delle rotazioni e le corrispondenti equazioni di
Maxwell generalizzate, si presenta del piti alto interese, e ci permette-
ra di affrontare su nuove basi i problemi posti dalla fisica pilt avan-
zata [29].
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