ACOTACION DE LA ENERGIA POTENCIAI, ELASTICA DE
UN CILINDRO DE SECCION CIRCULAR.

por

ANGEL GUTIERREZ ()

I. INTRODUCCION.

Este trabajo soluciona parte del problema propuesto por Dou
(4), en un cilindro elastico de seccién circular.

El resultado fundamental, semejante al de Dou, (3) y (4), es
una acotacién de la energia potencial eldstica total del cilindro,
que depende de la norma de las fuerzas en las bases, y de algunas de
sus derivadas, y es practicamente independiente de la longitud del
cilindro (cfr. f6rmula 6.1.).

En cuanto al metodo utilizado para resolver este problema, y
las implicaciones del resultado en relacién con el principio de Saint-
Venaut, véase Dou (3) y (5), y Gutiérrez (11).

II. FUERZAS PERMISIBLES.
Sea el cilindro 2, de seccién circular R,
Q= {xy 2| »eR, |z|<s, s> 0
2.1
R={x y|*x+y2<ly

que suponemos homogéneo, is6tropo y perfectamente eldstico, y
en el utilizamos la teoria lineal e infinitesimal de Elasticidad.

(1) Iste articulo ha sido elaborado siendo el autor becario de la Funda-
cién Juan March.
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Vamos a trabajar con coordenadas cilindricas, que estdn més de
acuerdo con la geometria del problema.

Supongamos que el cilindro no esti solicitado por fuerzas late-
rales, y no hay fuerzas de volumen. En cuanto a las fuerzas en las
bases, supondremos sin pérdida de generalidad (cfs. (3) y (11)),
que son impares, y llamaremos 7’1, si

Tt = {T}(r, ©), T, (r, 0), Tz, O) en z=s
(r, ©®) € R
T 1= {—=TYr, 0), — To(r, ©), TYr, @) enz= —s

0 que son pares, y llamaremos 72, si

T2 = (T¥r, 6), Ti(r,0), T(r,0) en  z=s
(r, ® € R
T72=({T%Xr, ), T3, 6), —TXr,0)} en 2= —s

Cuando no haya posibilidad de confusién, y en orden a facilitar
la notacién, escribiremos 7%, en lugar de T1 6 T2, o simplemente T,
especificando la paridad. Al tensor construido con las fuerzas pares
(impares) lo llamaremos tensor par (impar).

Exigimos ademds, de las fuerzas consideradas, que existan, y

sean casi continuas en R, las siguientes funciones.

22 [l (v T»,] , (T—) y T,
L4 ) 72 ,876

donde las variables después de la coma indican derivada parcial con
respecto a dichas variables.

Por dltimo, las fuerzas permisibles satisfacen las siguientes con-
diciones:

2.3 J (cos or, — 519 Te)dv —0:
R 4

b

2.4 J (sen 6T, + cos 6 Te)dv =0;
R 7
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2.5 [T,dv=0; 2.6 chos@T,dv:-O;
R R

2.7 Jrsen@T)z dv=0; 2.8 JT@ dv =0
R R

donde dv =7 dr dO, juntamente con
29 T, (1, 6) =

Las condiciones 2.3 a 2.8 expresan que las fuerzas en cada base
estdn autoequilibradas, y la 2.9 asegura que el tensor de tensiones
sea continuo en Q.

Ahora bien, en virtud de que existen y son casicontinuas las
funciones de 2.2 y como sabemos que si fre (7, ®) € L2 (R, v) enton-
ces 712 f(y, @) admite un desarrollo en serie del sistema ortonormal
completo de Fourier-Dini, que es absoluta y uniformemente conver-

gente en R, (cfr. (10)), podemos escribir:

2.10 L, r7T,),= Y 2,7 J;cosm® + Y @0 7' cos m @ 4
m=0

L4 m=0
$=1

+ E b,; 7 J; senm @ + Y b7 senmO ;

0 m=0
1

II ||

T ’
211 7 (——9) =¥ cu? JicosmO + ¥ c,07 cos mO +
72 L0 m=0 m=0
i=1

+ Z a7 J; senmO -+ S 7 senm0;

=0 =0
1=1

2.12 =Y e JicosmO + ¥ oe,r cosmO +

m=0 m=0
i=1

L ffm i Senm o + ¥ me 7' sen m @
0
1

m= 0
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donde por simplicidad de notacién hemos utilizado:

2.13 Y =rli2
y
2.14 Ji=1Jo(k7)

donde Jy(¢) en la funcién de Bessel de primera especie, y &; son los
ceros de la funcién de Bessel Ji(2). -

Pero como las fuerzas satisfacen las condiciones de autoequili-
brio, y la 2.9, debemos ver las modificaciones que aparecen en los
desarrollos en serie. De acuerdo con 2.10, e integrando término a
término, obtenemos

T,(7, 6) = J S T(s ), ds =% iy J cos mO +

0 sy A
+ anmor—;cos moO + 2_‘ L r], sen m O +
+ 3 b,,,o sen me.
me=1
donde
2.15 Ji'=Jo (k 7)

Pero 2.9 impone que

=¥ 2 cosm@—}-z‘ 5 " sen m @

m—O m=0

es decir

2.16 dmo = me = 0, m = 0, 1, 2, “es
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De acuerdo con 2.11, y por razones anilogas al caso anterior

obtenemos:
,[Te(r,@ TerO] [ [ (r,a)] do —
r2 r2 .
=Y "“r],senm@—i—g "y Jicos mO — 1) +
(o =
+ ¥ Lnd senm® + ¥ ey 7 ], 0 2‘ "‘Or(cosm@—l)+coor@
m=1 M 1=l m=

Pero como Tg(r, ©) es continua, se verifica que Tg(r, 0)

= Tg(r, 2m), con lo que
0=Y¥2mcy 7 J;+coo 27 7
=1

que es el desarrollo de la funcién nula en serie de Dini. Por lo cual
0,1,2,.. -

7 =

2.17
admitird un desarrollo de Dini, abso-

’ T@ (1’, 0)
2

Por otra parte, »
r
luta y uniformemente convergente, que podremos expresar

go:?”' Ji + &7 .

i=1

ri T@(r’ 0) — E

2.18
r2
Por dltimo, tomando la férmula 2.5, obtenemos que

€00 =0

2.19
De todo ello concluimos que
a i .0 ’

7 J/ cosm® 4

220a
- bmi ’ ’
v J/ senm@® .
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2.20b 7' Tg(r, O) =1'2[ y = Lmi_yr Jisen m@ + 2 "sen m@ +
m=1 M m=1 M
i=1
+ 3 — il v J, cos m@O + d”’°1 cos mO +
m=1 M mE-——-:l m
i=1
dfm mO
+§]”1’]+2 1’+)‘goﬂ‘]+goo”]
m=1 m=1 i=1
i=1
220c 7'Ty(r,0) = ¥ ¢,7" Jicos mO + ¥ ¢,07 cos mO +
m=0 m=1
i=1

+ ¥ fui? Jisenm® + Yy f,,,or sen m 6 .

1 m=1
1

Pero las condiciones de autoequilibrio imponen las siguientes re-
laciones:

i=1

1 d..

221 J (Eiji'i— 3 "'0+ ¥ 8oi J; +goo)"3d"—0
0 ::n:ll m m=1 M

en virtud de 2.8;

1
2.22 { (}: €1; Ji + 610)7’2 dr =0

Jo i=1

de acuerdo con 2.6;

2.23 [[(% fuli+ fordr=0

JO i=1

utilizando la férmula 2.7;

1
2.24 ( ( D Ly J — Y2 Ji —cn rZ)dr_. 0
Jo\i=1 kL 1—1

teniendo en cuenta la férmula 2.3; y
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1 — b
225 J( o _kblu J/ = dy 72 J, — dyo rZ)dr =0
O\i=1 1

i i=1

desarrollando la férmula 2.4.

IIT TENSOR DE TENSIONES.

El tensor de tensiones T = ((7};)), 7, 7 =7, O, z, simétrico, anali-
tico en Q y continuo en Q, correspondiente a las fuerzas permisibles

Te = (T, T, T%), g=1,2

viene dado por las expresiones:
1 1

3.1 Trr = (2' + 2”)“1,»' + )’(_— u@,@ + ”z,x + - M,)
7 7

1
TSG = (j’ + 2.“) (_:_ u@,@ + 7 M,) + z’(ur,r + u’z,z)

1 1
T, = (A -+ 2u) u,,, + A(u +— o0+ u)

o=y e 7))
4 r ),

Tn = au’(ur,z + ux,r)
1

T@x = .U'(“@,z + - u’x,e) L4 S 1) |Z| S N
4

donde A > 0, 4 > 0 son constantes eldsticas, y #;(r, ©, z) son los
desplazamientos dados por la solucién tdnica (cfr. (22)) de las ecuacio-
nes homogéneas de Navier de Elasticidad:

19 — Collectanea Mathematica
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A
32 (A + ‘u)u,,,, + —:;— ur.@@ + :”'ur,u + + a u@,r@ +
A4 2 A+ 3 A42
+ (A _,_ :u)%z,"x + _u uy" —_ _u u@,@ — _+_ﬂ.u’ =0
7 72 72
A A+ 2 A
%‘“ﬁra + ,u”e,n + %“%@,@9 "f_ u@,zz + + 'u ux,@z +
A+ 3
TR ok R R S
7 72

A
(;L + ;u)ur,rz +

A+ u

+ (A + 2w, + o +Lu, =0 r<1, <

que satisfacen las permisibles condiciones de contorno

3.3 T(1, 0,2 =0 1=7, 0,z 2] <5
3.4 :T,i(f, 0, S) = Tf(": @) ; Tz,‘(": o, — S) = — T,-—g(r, @)

g=12

) 1 = 7, @, Z .

Un tensor simétrico
G(r, 0, z) = ((Gy)) s i,j=r7 0,z

continuo en £ se llama un tensor virtual de T en Q, si satisface la
misma condicién de contorno que 7, y es al mismo tiempo solucién
de las ecuaciones de equilibrio:

3.5 Lue), + (G“"
o+ (e

/4

),@ + Gzz,z =0

_1— (1’ Gr@) 4 + ( G@@
7 ’ r2

),@ + GQz,z =0
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Gf@
y2

Goo
73

_:;— (7 Grr),r +( ),@ + Grz,z =

IV. CONSTRUCCION DE UN TENSOR VIRTUAL.

Para la construccién de un tensor virtual correspondiente al
tensor J de 2, y las fuerzas 7, supondremos que las fuerzas son
impares. Para la construccién en el caso par, haremos una breve
indicacién posteriormente. Ademés iremos por parte, construyendo
tensores, cuya suma nos suministra el tensor virtual buscado.

En cuanto a los procesos de integracién y derivacién, es facil
comprobar que se pueden hacer término a término en cada serie,

pues partimos de series absoluta y uniformemente convergentes en R.

a) Tomemos los términos

— Qo
7’ Tm= 2 TOtV ji, ; 7 Tza= 2 Co; 7' Ji
i=1

i i=1

a,. a,.o
mi 7', ; m! 7: —~ i”’ i+ 1"
m§l m ] + mgl m + iél 80 J §oo )
i=1

7 To, = r2(

y descomponemos los dos primeros en la forma siguiente

ag; + eo; H,
4.1 a;, 0, ;) = (H;, 0, — 1) =—="%
(ao; 0:) (H,y ) H, _H, +
ay; + e, H - =
H,O,—IM’—}—=ASL. Bt
+ (H> ) H, — O, 0; T 0

Dicha descomposicién es vélida para todo valor de H;, H,, siendo
ambos positivos y H; # H,.
El tensor virtual correspondiente a estos términos es:

7" G, =7Y (— H| Ry sy cosh w; 2 — H, R, t, cosh w, z) —;—],-’

i=1 i
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d Gz@a =7 RO cosh W - r,( 2 "" .]1 + 2 m + 2 &o; J1 + gOO)
m=1 m=1 i=1
i=1

7 Guo =Y (— Sis0; senh wy 2z — S; ¢, senh wy2) 7' Ji; 7 G,, =0

i=1

— wy Ry senh w2

7 Grou = : J(E P Ty kD) + 3 I 3

4 m=1

i=1

+ Y &0 2 Jo(k: £) + &oo t3)dt

3
v Geoo =7y, —(wy Hy Ry sp; senh wyz 4 w, H, R, fy, senh w,2) %],-’

i=1 ;

donde

42 1/R,=coshw;s , 1/S,=senhw,s , ¢1=0,1,2

¥ wp es arbitrario, mientras que w; (7 = 1, 2) satisfacen

4.3 wycotghws =H, , O0<H —1[s<w<H,

lo cual impone la condicién H; s > 1. No ofrece dificultad el compro-
bar que para toda longitud s > sy > 0, del cilindro, exiten w; vy H,.
Asimismo es fécil verificar que el tensor construido satisface el sis-
tema 3.5.

En cuanto a las condiciones de contorno, G,,,(1, ©, z) = 0 debi-
do a que Jo'(k) = — J1(k), v k; eran los casos de J; (). Respecto
de G,g,(1, O, 2) obtenemos que es igual cero en virtud de la condicién
2.21 de autoequilibrio. Las condiciones 3.4 se satisfacen, de acuerdo
con 42 y 4.3.

De ahora en adelante, sélo cuando la comprobacién de las con-

diciones de contorno ofrezca alguna dificultad, se indicaran las f6r-
mulas utilizadas.

b) Los términos tomados son
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V" Ty=Y% B L Ji' cos 6;

i=1 1

" Tey=7" (Y c1,72 J;sen @ + c172 sen 6)

i=1

" Ty =Y e, 7 J;cos® + e;y7" cos 6.

i=1

donde hacemos las siguientes descomposiciones.

cio+ e H
4.4 0, c19, €10) = (0, H;, — 1) 20T 710772
(0, c19, e10) ( 1 ) H, X, +
1o + €10 Hy = =
0H, —1)—"""°- —=Ct¢ D uq.
+ 2 ) H, — H, 10 + 10
4.5 (a1;, c1, €15) = (1, — 1, 0)~a“+cl'; +

ay; + c1; +-e1, Hy
+ (Hy, H, — 2) = t : +
2(Hy — Hy)

a +o + ey _ 5 = o
+ (Hy, Hp, — 2) — : : =Es;; + Fty; + Huy, .
2(Hy — Hy)

En este caso, el tensor virtual impar viene dado por

7 Gy = ¥ (— Rosy; coshwyz — Hy Ry ¢y; cosh w; z —

i=1

— Hj Ry uy; cosh wy 2)7’ J; cos @

7' Guep = (Hy Ry t19 cosh wy z + Hy R, 4y cosh w, 2) #2sen @ +

+ 7" 3 (— Ry s1; cosh wy 2 + Hy Ry ¢y; cosh wy z +

i=1

+ Hj, Ry uy; cosh wy 2) 72 [, sen @

7 Gy = — [(tlo + ¥ 24, J1:)S1 senh wy 2 + (ug9 +

i=1

i=1

+ Y 2%y, J;) S; senh w, z] 7' cos @

245
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7 G,, = COS’Q [’ l (f0 22 + % 2t1; Jo' (% t)) wy Hy Ry senh w; z 4
1, .

S0

i=1

i=1 k;

1

—:— (“‘10 £2 —l— 2 2ulii]0' (k, t)) Wy H2 R2 senh Wy ZJ dt

7" G, =7 Y (— wy Ty sy; senh wy z + w; Hy Ry t;; senh w; z 4

i=1

)
+ wy Hy Ry 1y, senh w, 2) 7]{’ sen O
i

v Gogy = 7'(w) Hy R tjgsenh w2z 4+ wy Hy Ry 4y senh w, 2)r* cos O -

+ 7Y (— wo Ry s1; senh woz + w; H; R, ¢}; senh w;z +

i=1

+ wy Hy Ry uy; senh wyz2) 273 ] cos O .

La tinica condicién no inmediata de comprobacién es que G,,, (1, 0, 2) =
=0, en la férmula 3.3. Para ello hay que utilizar las fé6rmulas 4.4
v 4.5, juntamente con las 2.22 y 2. 24 de autoequilibrio.

¢) Ahora consideramos los restantes términos con m = 1, es decir

— by,
k.

3

v T,=% 7' J! sen @
i=1

V" To =7 (Y — a7 J; — dygr?) cos ©

i=1

7 Tzc= ( Efli 4 ]i _}_flo V) sen @

i=1

v hacemos la descomposicién andloga a la del caso b)

=~ @0+ fioHs | 5w+ finH _ & =
4.6 (0, dy, f1o) = C—12 + D = Cry9+ Dy
H, — H, H,—H,

by, — dy; + F by + dy; + fu Ha

2 2(H, — H,)

71 by, + dy, + f1, H,
2(H, — H))

4.7 (b1, dvi, f1;) = E

+

+ = E xy, + Fry; + Hoy,.
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El tensor construido es:

7" Gy = ¥ (— Ry %y, cosh woz — Hy Ry 7y, cosh w;z —
i=1

— Hj R, vy; cosh w, 2) 3];—]1.’ sen @
7 Gy = — [(r10 + ¥ 27y, J;)S1 senh w; 2z 4
i=1
+ (vi0 + 3 201 J;)S2 senh w, 2] #' sen @

i=1

? G, = 7'(— Hy Ry 719 cosh w; 2 — Hy R, cosh w5 2)r2 cos O +

+ 7Y (Ro %1; cosh wgz — Hy Ry 7y, cosh w2z —

i=1

— H, R, vy, cosh w,2)72 J; cos @

v G =17 (wo Ry %y, senh wyz — wy H; Ry 7, cosh w;z —
i=1
H, R hw,2) 22 J; cos @
— wy Hy R, vy, cos wzz)k—],‘ cos
[
7' Goo, = 7' (w1 Hy Ry 71psenh w1z 4 wy Hy Ry vygsenh wyz) #* sen @ -

+ 7' % (— wo Ry xy; senh woz + wy Hy R 7y, senh w;z +

i=1

3
+ wy Hy R, vy; senh w,2) 277],-’ sen @

12

v G, =08 [ ' [(7’10 24 5 it Jo (9) ) Hy Ry senb w2+

4 Jo i=1

+ (o0 2+ ¥ o1 o (k1) w; Hy Ry senh wzz] it

i=1 i

Utilizando 4.5, 4.6, 4.7 juntamente con 2.23 y 2.25 se comprue-
ba que G, (1, 0, 2) =0

d) Tomemos ahora

¢
T,,=0 " vTegi=17 ¥ =0 2senm® : " Tuw=Y e,? cosm®

m=2 M m=2
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y hagamos la descomposicién:

Cim0 + €m0 H2 Cim0 + €m0 Hl

4.8 0, ¢, € =C + D =
( 0 mO) H] — Hz H2 — H1
=€tm0+Dum07 m = 2
El tensor que construimos es:
Gzrd =0 ) 7’ Gzzd = 2 (* Sl tmO senh Wiz —
m=2
— S, u,,0 senh w,2)7’ cosm @
, , sen m 6@
v Goa =7 Y (Hy Ryt cosh wiz + Hy Ry u,,9 cosh wyz)r2 ————
m=2 m

d Gr@d =7 2 (w1 H1 Rl tmO senh w2 +

m=2
+ wy Hy Ry u,, senh wzz)%’i‘o—(ﬁ——ﬂ) sen m @
m
’ 1+90 3QO .
7 Goga = 7' oyt — 2% 93 (wy Hy Ry ¢, senh w2
06d mgz( s am2 )(1 1 Ky 4y0 12+

+ wy Hy R, 1, senh wyz) cos m O

r 2
y/Gn(l=—1'J 2[1+Qm0t2_3qn50t__qmot4t:|.

7 Jome=2 m2 4m?2

(wy, Hy Ry ¢, senh w2 + w, Hy R 1,9 senh w; z) cos m @ dt
donde

— 8
4.9 ) = —————— m
gm0 1

\%
N

Este valor de g, hace que G,,(1, 0, z) =0.

e) Consideremos ahora

a
T,,=0 ; Tg=1Y% 0 y2cosm® ; ¥’ T, = Y fmo 7' senm®
m=2 M m=2
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con la descomposicién

410 (0, d,0, fuo) =C dyo + o Ha | 35 Gwo + Joo H1 _
H, — H, H, — H,
= 67,40 + Dva ’ m = 2
con lo que el tensor es:
G, =0 ; 7’ Gzzs = 2 (_ Sy "0 senh w2z —
m=2
— S, v,,0 senh wy2)7" sen m O
7 G =7 2 (— Hy Ry 7,0 cosh w2z —
m=2
— Hjy R, v, cosh w, z)r2M
m
7" G =7 Y (—w Hy Ry 7,9senhw; z —
m=2
— wy, Hy R, U0 senh w, Z) G0 (7’3 — 72) M
4m
7' G@C—:e =7 2 (wl H, R, 7m0 senh w; z +
m=2
14 gm0 _ 39m
+ w, Hy Ry v,,5 senh w, 2) (r* mzq 0 _ 43”2 73) sen m O
7' G, =—1—,J Y (wy Hy Ry 7,0 senh w;z +
4 Om=2
2
+ wy Hy Ry v,,9 senh w,2) ( L+ gwo 12 — 340 t — g0 d ¢ sen m @ dt.
m2 4m2

f) En este caso utilizaremos

’ — A,
rT, = 3 o 2y Jlcosm@® ; v T,=Ye,?7 J; cos m @

m=2 i m
i=1 1

C..:
P Togp=1Yy —=12]
m=2 M
i=1
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con la descomposicién:

7 Pmi + Coni + Comi HZ +

=a, —¢C,,.-
4.11 Pmir Conis Cmiy) = E ™o
( ) 2 2(H, — H))
+ H Ui + Cni + €4 H) = FE Spi T F twi + H Ui
2(H, — Hy)

y construimos el tensor
cosh w;z —

mi

7" G,y = ¥ (— Rps,,; coshwyz — H| Ry ¢t

m=2
i=1
’

— H, R, u,,; cosh w, 2) 77;—]/ cos m @

i

7" Gy =Y (— S t,,senhw; z — S, u,, senh w,2) 2’ J, cos mO

m=2

i=1

7" Gy =173 (— Rys,,; cosh wyz + Hy R £, cosh wz +
m=2
i=1

sen m @
+ HZ RZ U, cosh wy Z) 72 Ji -

7 GrO/ =7 2 (wo RO Smi senh Wo 2 + w) Hl RI tmi sz’ senh w2 +
m=2
i=1
r2 J
+ wy Hy Ry u,,; p,,; senh w, 2) - sen m @
M

2

3

7 cos m @

7 Gooy = 7" ¥ 2wy Ry s, senh woz(—],-’ — 74j,-)——
3 2

m=2 i m

=1

+ 7" Y (w; Hy R t,,;senh w2 +

m=2
i=1

. 3 .’ o —
zpm; 4 J; _ pmr 1 1,4 ]1) cos m@
k m2 m?2

i

+ wy; Hy Ry u,,; senh w, 2) (

7"G, =1 ¥ [2wy Ry s, senh wyz +

m=2
i=1
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+ (pmi — 1) (w1 Hy R £, senhwy z +
senh w, 2)] v ], cosm®
k; m2

-+ Wy I{Z RZ Ui
m = 2

donde
4.12
Este valor de p,, hace que el tensor construido satisfaga las

ecuaciones de equilibrio 3.5. Su comprobacién es laboriosa, pero

simple.
g) Tomemos los restantes términos, es decir,
bmz‘ ’ ’
v J. sen m O

con la descomposicion.
413 (bmi’ dmi’ fmi) = E bmi — d'm. + F bmi + dmi +f””: HZ +
2 2(Hy — H))
+ }—I bmi + dmi + fmi Hl — E x,,; + F - + ﬁ Dy
2(H, — Hy)
siendo el tensor correspondiente:
7' G,y =Y (— Ry %, coshwyz — H; R, 7,,; cosh w2 —
=
cosh w, 2) %],-’ sen m 6

- HZ R2 Upni
i

7 G, =Y (— S17,;senh w2z — Sy 0, senh wy2) 27" J, sen m @
m=2
i=1
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7 Gigg =17"Y (Rp %,,; cosh woz — H| Ry 7,, coshw,z —
m=2
i=1

cos m O
— H, Ry v,,; coh wy2)r2 J, ———

7 Gy =7 (—wo Ry %, senhwyz —w, H R, 7,, p,; senh w; z —

r2 cos m @
— W HZ RZ Ui Pmi senh W3 Z) __]', -

1

k; m

3
7' Ggeg =7 2 2wy Ry %,,; d —J =], M—@—senh woz +
" R; m?2

3=

wy; Hy Ry 7,,; senh w, 2 + w; Hy R, v, senh wy2 ;b,,,, g3 T
§

2
1

+1—_—P"'ir4 ],.)sen m @
m2

v G, =7 ¥ [2w Ry x,,; senh woz + (p,; — 1) (w; H; Ry 7, senh w;z +
m=2
i=1

+ wy Hy Ry v, senh w,z2)] %f;' sen m6

i

m2

Con el caso g) hemos acabado la construccién del tensor virtual
impar, que viene dado por:

Gus = Gusn + Gusb + Gusc + Gusd + Guse + Gusf + Gusg) u, s =17, 0: 2.

En cuanto al tensor virtual par, la construccién es en todo anélo-
ga al caso impar, teniendo en cuenta que los papeles del seno y co-
seno hiperbélicos estdn intercambiados. Por ello las férmulas 4.2

v 4.3 se convierten en

4.14 1/R’ =senh w/s , 1/S,=coshw/s |, 1=0,1,2

’ ’ ’ ’ ’ ’ k ~
415 H/ =w, gw's , 0<H'<w' <H, —}—?, k=~ 0.567
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V. ENERGIA POTENCIAI, ELASTICA TOTAL.

Dado el tensor G(7, @, z) = ((G;;)), llamamos densidad de energia
elastica a la forma cuadratica

2
5.1 W =L (1+0) (sz + G + Goe + 2G?, +
2E 7t
2 2 /
+2%0 1272 — oG, + Foo o ) |
2 72 72
donde
o= _r y E=2u(l+ o)
2(A + p) '

Sea T el tensor de tensiones de 2, y G un tensor virtual corres-
pondiente a J. Entonces el teorema de Castigliano nos afirma:

52 Ey < [ J J Wel(r, ©, 2)dz dv
) Q

donde E; es la energia potencial el4stica total.

Por tanto, para acotar E;, utilizaremos la densidad de energia
correspondiente al tensor construido en IV, y ademés s6lo conside-
ramos la primera parte de W, puesto que el otro término es siempre
no positivo.

En virtud de la desigualdad de Schwarz, vamos a acotar la energia
correspondiente al tensor impar, indicando que la del tensor par se-
guirfa un proceso andlogo.

Haciendo uso de la misma desigualdad acotamos la energia co-
rrespondiente a la parte del tensor en que aparece una funcién hi-
perbélica de la misma wgz (i =0, 1, 2). Estas funciones aparecen
elevadas al cuadrado y divididas por el cuadrado de una funcién
hiperbélica de w;s, multiplicando al cuadrado de la correspondiente
funcién de las variables 7 y 6.

Si hacemos la sustitucién de dichos cocientes por:

2 5.
53 cosh? w; z

senh2 ;s
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cosh? w, z

5.4 k=0

cosh? w, s

de acuerdo con 4.2 y 4.3, obtenemos una mayoracién de la energia.
(Nétese que en el tensor virtual par los papeles de & y j estarfan in-
tercambiados).

Como tenemos un producto de funciones, podemos hacer la in-
tegracién con respecto a z, y obtenemos

s 2 ) . - .
5.5 [ cosh2 w; z I — 2w; s -+ senh 2w;s — V() j=1,2
) —s senh? w; s 2w; senh? w;s
s 2 _
5.6 I cosh? w, s dz — 2w, s + senh 2w, s — V() =0
J_s cosh?2 w;s 2w, cosh? w, s

que son funciones de s uniformemente acotadas para todo valor de
1 1
s > H, +e> H, .

Por tanto, para acotar la energia, s6lo nos falta, utilizando de
nuevo la desigualdad de Schwarz, acotar la parte correspondiente
a la integracién sobre el circulo R, de las funciones que dependen de
ry 6.

De ahora en adelante denotaremos por g,..(, @), la funcién
queen G,,(r, 0,2), w,u=7r 0,2, t=a,b,c,..,g multiplica a la
funcién hiperbélica de w,z y w,s (p =0, 1, 2), y llamaremos

L. — 1 (2 2 Béon &lopt 2 gront \ 7
o= | o |&ur T & + = + 2 + 28am + 2=——)av
r 4p \ 7 72 72

Con lo cual, lo dnico que nos falta es computar y acotar los va-
loresde L,,,p =0,1,2y¢t=a,b, ..., g. Haremos el estudio para di-
ferentes valores de £, y por simplicidad de notacién denotaremos
por C toda constante de acotacién, que claramente no serd la misma
en todo el proceso. Recordamos que

I1£(r, O)]]2 = { F2(r, O)dv.
a) Sea p =0.

Todos los términos que aparecen en L, son cero, excepto
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Erea . — W0 f ’ 004 (S, O) sds ;
4 72 Jo
gz@Oa___ ~ dmi,, + dmoy_'_ WV .Y + 4
’ m2=‘1 m ]1 mgl m ,;:1 8o; .]1 &oo
i=1
Es inmediato comprobar que
2
LOa < C h &
y2

haciendo uso de la desigualdad de Schwarz, y de algunas simplifica-
ciones.

Sea p = |. Tenemos

— So;

7 8erla = 2 7' Ji’ ; 7 8::la = 2 — So; 7 Ji

i=1 ki i=1

8oola — W '
= 2 So: r]i
72 i=1 k,

12

2
[ (V' gu1a)2 dr 4O = ¥ C s3, Joéki)
JR i=1

J (V' 812 @ 40 < C 3 %, (T (k)2

i=1

( x (g_zl)z‘” 40 < C 3 s§ (Ji' (k)2

¥ i=1

Ahora bien, teniendo en cuenta que
, 1
Ji'(@) = — ?./'1(2) + Jo(2)

si sustituimos z por &;, que son los ceros de J,(¢), tenemos

5.7 Ji' (&) = Jo(k)
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Es decir

Ly, < C ¥ s J3(k) @}vnmuwnﬂ

=1

la ltima desigualdad de acuerdo con 4.1, 2.10 y 2.12.
Para p = 2, el resultado es analogo.

b) Cuando p = 0, tenemos que

Lu < C(E &) < € (I 0TI +1(52) 1)

de acuerdo con 4.5, 2.10 y 2.11.
Para p = 1, lo tnico digno de mencién es que

= [ oots(s, 0) ;¢
7 Jo 2

y por tanto

( (2127 dr 46 — { [iJ 0y (b0 + 3 Zkh ¢ o (k1) cos@dt] vir 40 <
Jr

¥ Jo i=1 I

. 2
< [f wi tl() ¢t cos @ + E 2th 0’ (k, t)) cos O dt:l rdr dO =
=1 i
2, 2
_ J [tm—+ % 2L Jo (k1) cos@] rdr 46 <
i=1 i
2
< o(@+ 3 = a Lo
i=1 2 /

Los demds términos son inmediatos y obtenemos

Lw\(m7+zﬁh(w<qum»w+W%)W+nnm

i=1 , 0

usando las fé6rmulas 4.4, 4.5, 2.10, 2.11 y 2.12.
En el caso de p = 2, la analogia es exacta.

¢) No existe diferencia formal entre el caso b) y el ¢), por lo
que obtenemos, utilizando las férmulas correspondientes, que



Acotacién de la energia potencial eldstica de un cilindro 257
1, . T,
Le<C ||7(r]r),r”2+H Y 12+ 1 T:112), =012,
.0

d) No existe p = 0. Tomemos pues p = 1.
En virtud de 4.9, obtenemos que

5.8 !qul < 8/3 ; ]l + quI <1

Haciendo uso de las desigualdades de esta férmula, asi como la de
Schwarz, y simplificaciones andlogas a las del caso b, llegaremos a que

Lui<C g |-l < (H(%.)’@HZ—FHTAP)

donde en la dltima desigualdad hemos usado las férmulas 4.8, 2.11
y 2.12.
Para p = 2, el resultado es semejante.

e) Andlogo al caso d).

f) Para p = 0, no se presenta ningn problema nuevo, y ob-
tenemos

o < C 5 2B <o (izer), e+ (T2 )

utilizando las desigualdades habituales y las férmulas 4.11, 2.10 y
2.11. Para p = 1 hay que tener en cuenta que segtn 4.12,

5.9 Ipmil < 5/3 ; ll ~pmii <1
por lo que utilizando la desigualdad de Schwarz, llevamos a la con-

clusién

m= 2
=1

T
L,<Cy &, J°§ ) < C(H T, + | (y—j)’@nz + HT,HZ)

utilizando en la dltima desigualdad las férmulas 4.11, 2.10, 2.11 y 2.12.
Para p = 2 obtenemos la misma acotacién

g) Es formalmente andloga al caso f).

20 — Collectanea Mathematica
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VI. CoNCLUSION.

En virtud del estudio hecho en la seccién V, concluimos que
1 T T
61 Br < C V(511 (7)), I + 1(52) 1 IS+ )
7 72 ] o 72

donde la funcién V(s) estd acotada para s > s, > 0, y C es una cons-
tante que depende del valor de u, propio del material.
Se entiende que

6.2 WTe A2 =1 T7 112 4+ 1| T2]12

y lo mismo para los otros términos de la férmula 6.1.
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