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INTRODUCCION

Los estudios de los problemas expuestos a continuacién fueron
iniciados por el autor en el afio 1953 bajo la direccién del eminente
matemitico A. O. Guelfond, cuya memoria quiero honrar, y a quien
se debe el planteamiento de los mismos. En dicho afio, el autor del
presente trabajo consiguié demostrar por vez primera los tres teore-
mas que siguen para el espacio L,. La demostracién del teorema 2
para L, puede verse en [2], [3], véase también [1]. Este teorema
fue inmediatamente generalizado para L, por A. O. Guelfond [8] y
més tarde, afio 1962, fue especificado por R. M. Trigub [13], consi-
guiendo expresarlo éste mediante una igualdad asintética.

Es curioso que después del trabajo de D. Hilbert [9] del afio 1894,
en el que se demuestra que si b — a << 4, entoces para cualquier
& > 0, existe un polinomio de coeficientes enteros P(x), no idénti-
camente nulo, tal que

b

JPZ(x)dx<s

a

no se conocfa ningtn resultado en la teoria de las aproximaciones
diofénticas en el espacio L,. Probablemente, el interés que desperté
mi trabajo y el de A. O. Guelfond, menciondndose en las fundamentales
obras como [10] y [12], se debe a que, verdaderamente es muy dificil
encontrar métodos analiticos suficientemente efectivos para aplicar-
los en problemas relacionados con coeficientes enteros. Después de
estos trabajos y hasta la fecha, sélo se puede mencionar el citado
trabajo de R. M. Trigub en el que se emplean otros métodos distin-
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tos y que representa un adelanto mds en la resolucién de estos pro-
blemas. En mi tesis doctoral del afio 1972, [4], se generaliza para
L, el resultado inicial mio.

En mi informacién a las IL.» Jornadas Matemdticas Hispano-
Lusitanas de Madrid del afio 1973, [6] se pone de manifiesto que con
los mismos métodos empleados por el autor en su trabajo inicial
(3], se puede conseguir la igualdad asintética indicada por R. M.
Trigub. El teorema 2 que exponemos més adelante es una reproduc-
cién de esta informacién. En lo que se refiere a los teoremas 1 y 3,
éstos figuran para L, en mi tesis doctoral del afio 1954, [2] y para
L, (p > 1) se generalizan en [4], publiciAndose ahora por vez primera.

§ 1. EXISTENCIA DE LA APROXIMACION OPTIMA.

Convendremos en utilizar las siguientes notaciones. Los polino-
mios de coeficientes enteros, no simultdneamente nulos, r(x), que
cumplen la condicién

r(x)| <1, Vx  xela, b] (1)

se llamardn polinomios fundamentales de este segmento.

La demostracién de la existencia de polinomios fundamentales
para un segmento [a, b] de longitud & — a < 4, puede verse en [3]
y es consecuencia inmediata de un teorema de M. Fekete.
Véase también [5]. Si b — a > 4, tales polinomios no existen [6].

Sea f(x)e L,[a, b], p > 1, una funcién arbitraria, y sea 0 < ¢ < (%) <
< K una funcién acotada y sumable en el segmento [a, b], o sea,
integrable en el sentido Lebesgue, que se anula a lo sumo en un con-
junto de medida cero. Denotaremos mediante Eif)r, v E,(f)z, los
valores del

\ 1

flf = Pule, = inf| [1760) — B oty || @

/

donde el inf. se extiende a los polinomios de grado < #, de coeficien-
tes enteros en el ler caso y de coeficientes reales arbitrarios en el 2.0
caso,
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A continuacién H, denotard la clase de polinomios de grado < #

de coeficientes enteros.

TrOREMA 1. Para cualquier miimero natural n, existe al menos un
polinomio P(x) € H, para el cual se alcanza el valor (2), o sea, tal que

/b \ 1

( [17) — PG 7 (3) _)”= E;. 3)

\"a /

DEMOSTRACION. Sea

b 1
4= (If(x) ~1 vqa(x)dxjp 4)

J
a /

y demostremos que la desigualdad

Ulf(x) _ P g () dx | < 4 (s)

solamente puede verificarse para un ndmero finito de polinomios
P(x) de la clase H,.

En efecto, supongamos, por el contrario, que se verifica la desi-
gualdad (5) para un conjunto infinito de polinomios P(x) € H,. Si
P(x) es uno de tales polinomios, entonces, aplicando la desigualdad

(@b <201(a?+ ),a>0b >0, (6)

obtenemos

b /b

[1P@) — 1170 war < 2?4( 1f@) — )17 (dx +

a . a

+(lf(x)—11’”¢(x)dx - ™

a

Como 1 y P(x¥) — 1 también pertenecen a la clase H,, vemos
que existe una sucesién infinita de polinomios distintos Pi(x),...,
P,(x), ..., de la clase H,, tales que
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( [P (%) [P (x) dx < (24)" . (8)

Sea 4, la altura del polinomio P,(x), o sea, el miximo del mé-
dulo de sus coeficientes, y sea

g, = inf Jl Q@) | ¢ (x) dx, 9
owJ

donde el infimo se extiende a todos los polinomios Q(x) de coeficien-
tes reales de grado < #, con el coeficiente de #° igual a la unidad.
Entonces

b

<L f 2 g e < (24 (10

ms ms

Como g = min ¢, +# 0, de aqui resulta que
0<s<n

24
ql/P '

(11)

ms "X

Ahora bien, como los coeficientes del polinomio P(x) son en-
teros, s6lo puede haber un ndmero finito de polinomios de coeficien-
tes enteros que cumplan la condicién (11). Esto contradice a la hipé-
tesis y, por lo tanto, s6lo puede haber un ntimero finito de polinomios
de coeficientes enteros que cumplan la desigualdad (5). Entre éstos
siempre se puede tomar aquél que proporcione el valor minimo de
la integral del primer miembro, obteniendo el polinomio de desvia-
cién minima a la funcién,

El teorema queda demostrado.

§ 2. TEOREMA GENERAL DE LA TEORfA DE LAS APROXIMACIONES
EN EL ESPACIO L, MEDIANTE POLINOMIOS DE COEFICIENTES ENTEROS.

TEOREMA 2. Si f(x)eL,[a, b, b —a < 4, admite una aproxima-
cion media en la métrica del espacio L, (con la funcién peso g(x)) me-
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diante polinomios de coeficientes reales con uma precision arbitravia,
entonces también admite una aproximacion semejante mediante polino-
mios de coeficientes emteros. Precisando, si u es el mdximo orden de
multiplicidad de las raices, situadas en el segmento [a, b], de un polino-
mio fundamental no negativo arbitrario de este segmento, o sea, tal que

0<7x) <1, wxx€elab], (12)

entonces se verifica la igualdad asintética

/ 1
Ey(f)z, = Eu(f)z, + 0( ! j (13)

W
/

St dicho polinomio fundamental no se anula en el segmento [a, b],
entonces se verifica la igualdad

Ex(Dz, = Eu ()i, + 0 ) (14)

donde R> 1y N = [_n_] Aqui q es el grado del polinomio 7 (x).
q

DEMOSTRACION. Hallaremos primero una cota superior para
Eu(f)r,, pues estd claro que E,(f)r, < Ex(f)z, -

Fécilmente se observa que, para cualesquiera enteros N y &,
0<k<N,

re =g (VIE) e o -t

y=20 v

y que el sistema de polinomios

rrx)y , 0<s<¢g—1 ; k=012,... (16)
es completo.

Sea Q,(x) el polinomio de coeficientes reales, de grado < #, para
el cual se alcanza el infimo (2);

’

En (f)Ln = ”f_ QnHLp (17)
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y expresemos Q,(x) mediante el sistema (16):

N g¢-—-1

Qul¥) = ¥ ¥ @ x7'(x), (18)

k=0 s=0

donde a,, son ntimeros reales y N = [ﬁ] Sustituyendo en (18)
q
7¥(x) por (15) y cambiando el orden de sumacién, resulta

0 =S 3 Ay w () (1 —r(@)¥—", (19)

s=0m=0

donde 4, son unos numeros reales.
Hagamos

AS}” = BSﬁl + CS"U (20)

= {4, es la

S

donde B,, = [4,,] es la parte entera de 4, v C

J sm

parte fraccionaria, 0 < C,,, << 1. Haciendo ahora

S

q—1 N

Pn(x) = 2 E Bsm xr (x) (1 -7 (x))N—m’ (21)
s=0m=0
5,0 ="% ¥ Corr@ (1 —r@H», 22)
s=0m=0
resulta
Qu(x) = Py(x) + S,(»), (23)

donde P,(x) es un polinomio de grado < %, de coeficientes enteros;
los coeficientes del polinomio S,(x) estdn acotados.
De aqui ahora se obtiene la desigualdad

Wf = Pulle, <Ilf = Qullr, + 1ISullL,, (24)

por lo cual, en virtud de (17), resulta

Ey(flr, < Ex(f)r, + 1 Sull L, - (25)

No queda mds que acotar la norma || S, || L, .



Tres teoremas de aproximacién en el espacio L, 223

En primer lugar, de (22) se tiene

N

1S.a(®) | <Cp 3 7 () (1 =7V, (26)
m=0
donde
g—1
Cir=max ¥ |x[, (27
x€la,b] =9
Como

N

@) (1 —r@) = N_ilf"’(x) (I =7(@)V=" +7¥x), (28)

m=0

aplicando la desigualdad (6), se tiene

( [S”(x) 4 ¢ (x) dx < 2¢—1 C,l, f(*\'él 7,,,,(x) (1 — (x))x—m)? . (x) dx 4
\m =0
+ 21t J NP(x) @ (%) da . (29)

a

Ahora bien, segtin (12)

0<7(x) <— <1 , wyx , =xela b, (30)

donde R; > 1 es una constante.
Por lo tanto,

b b

f/N=-1 _ N—m \?
ISP p(x) dr < 271 O K <2 L =rt) > i +
v - m =0 Rl
4
+2¢-1 Cf;,KJ N0 (%) dx. (31)

a

En virtud de (30), esta dltima integral puede acotarse asi:



224 Emiliano Aparicio Bernardo

b
, b—a
er (%) dx < RY? . (32)

a

Examinemos ahora la primera integral que figura en el segundo

miembro de (31):
b
N-1 (1 _r(x)).\«"-—m 4 Qx|
[<m§0“———m, > % (33)

Supongamos primero que el polinomio 7(x) se anula en el seg-
mento [a, b], y sean ay,..., o, los ceros que estdn situados en este
segmento. Si yy,..., @, son sus 6rdenes de multiplicidad, entonces
se tiene:

Hi

r(x)=|x —e |- |t®x] , Ly +0 , 2=1,..,s. (34)

Tomemos un nimero positivo

é <lmz'n o; — |, (35)
2 i+

tan pequefio que sea menor que la mitad de las distancias de los
extremos del segmento [a4, b] hasta los ceros «; que no coinciden
con los extremos a y b. Entonces,

n= min min |t (x)]| > 0. (36)
i=1,.,5 |v—o| <6
Haciendo
E=[a\U @: % — o] <6}, (37)
i=1

la integral (33) puede expresarse en forma de una suma

<;\f§51 W)Pdﬁc +J<“§1(1_M>de. (38)

PEPAPPA RY m=0 R
x€la,b]
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Ahora bien, como 7(x) no se anula en E, existe un niimero R, > 1
tal que

O<1—r(x)<—1——<1 , Vx , xeE. (39)

R,

Por lo tanto, para la dltima integral de (38), se tiene

N1 (] = p(g)¥=—m\P [ N1 1 p (b — a)N?
A" Vo < ) < VA 4
l <,,.§o Ry > I\ Z Ry R

donde

R = min (R;, Ry) > 1. (41)

Por otra parte, se puede tomar el nimero ¢ en (35) tan pequetio,
de modo que sea

l—r@)>—— , Vx , xelU (4—00+0, (42
RO 1=1

donde R es un ntimero arbitrario que cumpla la condicién 1 < Ry <
< R;. De aqui que

N -1 . N-—m N-1
(S e (Ga) [ umrmne

It — oyl <6 1% — ail <6
z€[a,b) z€ [a,b]
< Ct (I —7(x)" dx , (43)
|x —ail< 8
z€[a, b)
donde
1 R,
C1= , O<q1=—————<1 (44)
1 —qy R,
Pero

18 — Collectanea Mathematica
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i
(1 —7(x)™dx < = NOT(®) o — e=Nolz—ail Il dy,

l* —oyl <6 12 —o4l <o 1% — oyl <6 (45)
z€[a, b) z€[a,b] %€[a, b

y, en virtud de (36), resulta

(1 —7(x)¥dx < e—nNpl—al gy
(46)

Iz —oyl<é Iz —ail 26
z€la,b]

Integrando sobre todo el eje numérico y haciendo la sustitucién

1
NP (& —a) =t¢, (47)

obtenemos que la integral (46) no es superior a

2 Jeraol L)
0 (48)

1
(n N p)* N*

Lcs relaciones (40), (42), (46) y (48) muestran que, para la inte-
gral (33), en virtud de su expresién (38), se tiene

(0 = ) Y armo ().
[(m‘g‘o Ry ( - ) (49)

donde u = max ;.
1<i<s

Teniendo en cuenta (32) y (49), para el primer miembro de (31),
resulta

J!S”(x)lf’tp(x)dx=0/ L

Por lo tanto,
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/1
1S,llz, —o( T ) : 1)
n

J. En virtud de (25) y de la definicién (2), esto

n

puesto que N = [
q

muestra que se verifican las desigualdades

E,(f)1, < Es(f)iy < By, + o( L ) ,

de donde se deduce la igualdad (13).

Supongamos ahora que el polinomio fundamental no negativo
7(x) no se anula en el segmento [a, b]. En este caso, el conjunto E
en (37) coincide con todo el segmento [a, 4], y para la integral
(33), en virtud de (40), se tiene

[ T

o \"70 RY R

Por las desigualdades (31), (32) y (53), ahora resulta

b

15,01 o) dx =—o (), (54

siendo R > 1. Esto muestra que, en este caso, se verifica la igualdad

, i
Ei(flr, = Elf) 1, + S ° (n), (55)
donde R> 1y N — [ﬁ] Aqui
q

LR—_— max( max 7(x), max (I — r(x)) . (56)

agr<h agr<b

El teorema queda completamente demostrado.
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Veamos algunos ejemplos.

1. Para el segmento [0, 1], el polinomio fundamental no nega-
tivo es (1 — x); en este caso, u = 1, por lo cual, el 4ltimo sumando

4

/
en (13) puede sustituirse por o( 11 j
n

2. Si [a, b] € (0, 1), entonces el polinomio fundamental no
negativo x(1 — x) no se anula en este segmento y la cota respectiva

1 7"
~ o(n), donde R>1y N = [7]

€s

3. Para el segmento [— 1, 1], el polinomio fundamental no ne-

gativo es x2(1 — x2) y la cota correspondiente es o 11 )
2

n /
/
4. Paraelsegmento [—\/ 2, V2 ], el polinomio fundamental no
negativo es (1 — x2)2 42(2 — #2), y la cota en cuestién de nuevo es
1
)
n?*

o)

OBSERVACION. En el teorema de R. M. Trigub [13], demostrado
con otros métodos para ¢(x) = 1, la igualdad asintética correspon-
diente no viene relacionada con u y tiene la forma

O (57)

Ei (D), = B, + 0 — )

Los ejemplos expuestos sugieren ahora la hipétesis de que po-
siblemente siempre sea u < 2. Hasta la fecha no se conocen ejemplos
en que una de las igualdades (13) o (57) proporcione mejor resultado
que la otra. No obstante, segiin afirma R. M. Trigub en [13], resulta
que perfeccionando su método se puede conseguir en (57) la cota

/
/

0( 11 j y para el segmento [0, 1], se puede tomar o(n—%), cotas
k2
n

/
que, segin parece, ya no pueden ser mejoradas.
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§ 3. POLINOMIOS DE TIPO BERNSTEIN PARA LAS APROXIMACIO-
NES EN EL SEGMENTO [0,1].

El teorema de este pédrrafo muestra que para las funciones con-
tinuas en el segmento [0, 1] los polinomios de «tipo Bernstéiny de
coeficientes enteros representan una aproximacién bastante buena
de la funcién en la métrica del espacio L,.

Sea f(x) una funcién continua en el segmento [0, 1]. Es sabido
que los polinomios de Bernstéin

id R\(n
B, = 2 () (7)1 - o (59
cumplen la condicién

lim B,(x) = f(x), 0<=x<]1 (59)

7% —> 0O

uniformemente respecto de x. Ademds, se verifica la desigualdad

max |f(3) — B, (5] < <\/_1%‘> (60

(Véase [11]).
Aqui demostraremos que les polinomios de coeficientes enteros
de «tipo Bernstéiny (1

B =3 [7(5)(3)] = - o (61)

cumplen una propiedad andloga a (59), pero respecto de la métrica
del espacio L,[0, 1], con la funcién peso 0 < ¢(x) < K. Esto es una
consecuencia inmediata del siguiente teorema.

TEOREMA 3. S¢

o (6) = sup |f(x1) — f(x2)] (62)
= gz[losﬂ

(1) Los corchetes [] en (61) denotan la parte entera.
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es el médulo de continwidad de la funcion f(x) en el segmento [0, 1],
entoces

1
7
IIf — BllL, < 3K; w(\/{>+o 11 i (63)
Y #

DEMOSTRACION. Hagamos
D(x) = B,(x) — Ba(x). (64)
Entonces, estd claro que
D) < X 2+ (1 — 2 * (65)
y, por otra parte,

If = Ballr, < IIf — By, + || Dll, - (66)

Pero, en virtud de (60),

4 1
If — Bylls, = \/ J /%) — B,(0)P p®) dv < %KT( ‘7) (67)

y todo se reduce a la acotacién de ||D||z, .
En primer lugar, en virtud de (65),

1 1

: ) ,
DI, = [ID@P ¢ dx < K[(kgoxku - x)) dx.  (68)
.b N = !

0

Consideremos la integral

J = j( kﬁ] (1 — x)”"‘)p ax. (69)
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Teniendo en cuenta que la funcién subintegral es par respecto del

punto —, esta integral puede expresarse en la forma

]=2JT( (1 —x)"+1_xn+1i)pdx 70)

v, haciendo la sustitucién ¢ = 1 — 2%, obtenemos

1_*_,5 mEl (] — g\
7= j( ) (2) )»dt=]’+]”, (1)

¢
donde
1
[ (Lt ptt— (@ —gprtye
2P+ 1) £ =
LS
1
2P+l
< ( Yoo+ D G < , (72)
zp(n+1) prrl
y
» 1
z tyn 1 1 +17p
L4+t — (1 — gy
- 2»(n+ J ( ) ) i. (1)
0

Haciendo en la desigualdad

xrtl ]

" =14+x+ ... 42 < (1 + n)x", x>1, (74
X —
14+¢

17 0<t<1, resulta

(T2t — (1 — g+t <24 1) ¢ (14 8. (75)
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Por cierto, esta desigualdad también es valida para ¢ = 1.
Aplicando la desigualdad obtenida, hallamos:

| -

2 (n 4+ 1)t
20+ 1)

]II s

o

(1 +t)"f’dt<(;‘;—+l):-z-(%)"w - o(%) (76)

De (71), (72), (73) y (76), deducimos que

J= o(-};) , (717)

y teniendo en cuenta (68) y (69), resulta

IDiig, = o(-;) (718)

IDllz, = o —-). (19)
nt

Sustituyendo (67) y (79) en (66), obtenemos definitivamente

de donde

/

1 /
2
nf—B;u,.,,s(”; jw(vf_)m | e
X 7

/ /
n 4

El teorema queda demostrado.
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