GENERALIZACION DE LA FORMA DE
LIOUVILLE-APLICACIONES

por

A. M. AMoRES — F. VARELA

1. INTRODUCCION.

Sea M una variedad diferenciable y w una k-forma exterior sobre
M. Se recuerda que la clase de w es una funcién sobre M con valores

enteros que asocia a cada punto x € M la codimensién del subespacio
de 7, M dado por

XeT,M; Xdo=0y XlIdo = 0}.

Es un resultado bien conocido de E. Cartan que si o tiene clase
constante 7, el minimo ndmero de funciones independientes necesarias
para expresar localmente la forma es precisamente 7.

Una forma de clase constante muy importante es la 2-forma df
sobre el fibrado cotangente, siendo 6 la forma de ILiouville sobre
T* M. Esta forma 0 tiene las propiedades notables siguientes:

1) d6 es una forma simpléctica; es decir, cerrada y de clase
maxima.

2) 6 se escribe localmente en la forma Xy, dx'.

3) Existe un tinico campo global X sobre 7% M tal que X 146 = 6.

4) 6 induce sobre el fibrado esférico de T* M una forma de con-
tacto.

5) Si« es una forma de Pfaff sobre M. la aplicacién

o:M - T* M verifica a* § = o (véase [2]).

En este trabajo se da una generalizacién natural de la forma de
Liouville, definiéndo una k-forina 6, sobre Ae T* M, que tiene propie-
dades andlogas a las enunciadas anteriormente. Usando la propiedad
cerrespondiente a (4) obtendremos en particular formas de clase
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constante maxima sobre ciertos productos de esferas. Esto propor-
ciona un procedimiento nuevo para obtener formas sin ceros de grado
mayor que 1 de clase constante maxima, sobre ciertas variedades.

Si M es un grupo de Lie G, al fibrado A* T* G puede darsele de modo
natural una estructura de grupo de Lie, que generaliza la dada para
k = 1 en [1]. Puesto que se da una (& + 1) forma sobre un grupo de
Lie, ocurre preguntar bajo qué condiciones es invariante. Para 2 = 1,
esta cuestién ha sido estudiada en [1]. En este trabajo damos una
condicién necesaria y suficiente para la invariancia de d0,, siendo %
cualquiera: Todas las formas invariantes de grado & sobre G deben ser
cerradas.

Si 2 es una K-forma cerrada invariante sobre un grupo de Lie G,
el sistema asociado a 2 ([2], pag. 27) define sobre G una distribucién
completamente integrable. Si el subgrupo H correspondiente a Q es
cerrado se prueba aqui que £ se proyecta sobre K-forma invariante
cerrada de G/H de clase constante méxima. Esto da un procedimiento
para construir formas de clase constante maxima sobre espacios
homogéneos.

2. GENERALIZACION DE LA FORMA DE LIOUVILLE

Sea M una variedad diferenciable. Se considera el fibrado IT:
A*T* M — M, siendo k& > 1 un entero fijo. Se define una k-forma
exterior 6 sobre A* T* M mediante la férmula

0(%) (él)'--; Ek) :%(H* ‘fl)"-l H* Ek)
siendo w e A*T*M y &,..., & e T, (A*T*M).

Para & = | se obtiene la forma de Liouville. Calculamos la ex-
presién de 6 en coordenadas locales. Sea (x1,..., ™) un sistema de
coordenadas sobre U ¢ M. Usaremos las letras «, , y para designar
multiindices .de la forma (¢, ...,4,) siendo 1 <72 < ... <1, < m.
Sobre el abierto I7-1 (U) tenemos coordenadas «'. I1, t = 1,..., m
(que designaremos en un abuso de notacién por x) y coordenadas
y* donde o recorre todos los multiindices (¢y, ..., ;) con 1 < 7 < ...
< iy < m. Si u= Y u,dx* yf(u) = u, Es claro que si un vector &,

0 )
~ + « . Se
ox’ X5, oy*

tangente a wu e A* T* M se escribe & =¥ a/
i

.9
tiene I1,. - § = Y a) —
2% o
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6 (%) (51: LR fk) = M(H* El) DRI H* 5’8) =2ua d@t(a’ah),,h =1,.. , k=
= Wy (u) - det (@ - £), 1, = (B () dx) (£, ... &)
o -3

donde escribimos dx* = dxx A ... A dx% con a — (a1, -o vy o).

Se tiene asi la expresién local § = ¥ y*dx* que corresponde a la
-4

propiedad (1) de la forma de Liouville. Consideraremos asimismo
la forma w = d6 de grado % + 1 cuya expresién local es

0=V ay* ~ dx* = N dym % A dym oA A dym

Es claro que w tiene clase maxima pues si
0
ox

entonces £ = 0 ya que

§=}]a" —}—Eb“ga—veriﬁca Edw=0,
y(!

N
O=¢(Jo=Nb0dw+ Y (— 1) atdys ~ dama ... dam ~ ...~ da
-1 ko

y por tanto todos los a* y b* son cero.

Sea ahora u una métrica riemaniana sobre A* 7% M considerado
como fibrado vectorial; es decir, para cada x € M,
p(x): A¥T* M (x): X A*T*M (x) - R es un producto escalar euclideo.
Consideramos el fibrado esférico E sobre M que es

E=wueA"T*M; u(u,u) = 1;.

La aplicacién @ : A*T* M — R dada por @ (u) = g (u, u) se escribe
en coordenadas locales

(*, 7% = ¥ &up (61 ... 27) y= 4B
o, B

Se tiene entonces que

e ;
ad =y, Tf"%y“y“ A% + 23, 8up y* dyP.
i, f OX o f

Consideremos el campo X = ¥ Este campo es transverso

dy*

a E puesd® - X =2Y¥ g(y, y) que toma el valor constante 2. = 0
o B
sobre E.

16 — Collectanea Mathematica
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Observamos ademds que este campo tiene la propiedad X 460 =
= X J w = 0. Vamos a probar que 6 induce sobre E una forma 6’
de clase maxima. Tomemos un punto # € E y un vector £ T, E tal
que §J160" =0y £146" = 0. Hay que ver que £ = 0. Para ello, pro-
baremos que estas ecuaciones implican £Jd6 = 0 y al ser d6 de clase
méxima se tendrd & = 0. Ia ecuacién £I46’ = 0 implica que para
todo ny ... n, €T, E se tiene (§€1d6) (5, ..., n;) = 0. Puesto que E
tiene codimensién 1 en A*T* M y X es transverso a E, para probar
que &I d6 = 0 basta ver que (§Jd0) (X, 71, ..., mx_1) = 0 cualquiera
que sean 7y, ..., n_, € I, E. Pero

(E3d0) (Xum1, oo mpm1) = (X D ELAO) (1, ..., 1) =
= — (I X, d4d6) (91, ... 1) = — (61 6) (71, ..., 1) =
= —(§d6) (1, ....,n_1) =0
Esto concluye la demostracién, y muestra que 6 y df = w veri-
fican propiedades andlogas a (1) y (4).

Es sencillo comprobar usando coordenadas locales que si un
A

o

campo X verifica X Jd0 = 6, se tiene que X = ¥y . Esto nos

x 0y
permite definir un campo X sobre todo A* T* M caracterizado por la

propiedad X Jd6 = 6, ya que al ser X = Y y= el tinico con esta

ov*

a

propiedad, su definicién no depende de las coordenadas locales em-
pleadas. La siguiente proposicién corresponde a (3).

ProrosicioN. Existe un tinico X sobre A% T* M que verifica X 146 = 6.

OBSERVACION. Se sabe que para cualquier forma de Pfaff o tal que
do tenga clase méxima, en particular la forma de Liouville, existe
un dnico campo X tal que X Ido = ¢. Tal propiedad no es cierta en
general si ¢ tiene grado > 1, aunque sea de clase maxima. La propo-
sicién anterior nos muestra que la forma de Liouville generalizada
sigue sin embargo conservando esta propiedad, como cabria esperar
por la simplicidad de su expresién local.
Comprobamos por ultimo la propiedad anédloga a (5).

@ 0) (&) (1. &) =00w() (Taby,..., Tag) =
=oa(¥) Ta-Tak, ..., Ta-Ta&) =a(x) (& ...&).
ya que IT-a = id,,.
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Consideramos el caso particular en que M es una esfera paraleli-
zable; o sea M = S™ con m = 1, 3, 7. Al ser 5™ paralelizable, A* T* S*

m
~ S5 x R(k) . Podemos tomar la métrica natural sobre el fibrado
m m
vectorial S x R(k) — S™. El fibrado esférico es entonces S X S (%)
—lconk=1,..., m Haciendom = 3,7y k= 1,...,m — 1 para
descartar los casos triviales tenemos que:

PRroPOSICION.

a) Sobre 53 x S2 existen formas de grado 1 y 2 de clase comns-
tante maxima.

b) Sobre 57 x S6 existen formas de grado 1 y 6 de clase cons-
tante méaxima.

c) Sobre §7 X S20 existen formas de grado 2 y 5 de clase cons-
tante maxima.

e) Sobre S7 X S34 existen formas de grado 3 y 4 de clase cons-
tante maxima.

3. CASO EN QUE LA VARIEDAD ES UN GRUPO DE LIE.

Sea G un grupo de Lie. Para cada x € G designaremos por L, y
R, las traslaciones y — %y y ¥ - yx respectivamente. Si « € A* T* G.
Se designard por L*,  la imagen inversa de » por la aplicacién TL,
(¥~ 1y) siendo y € M la proyeccién de %. Por tanto L*_ u es una forma
multilineal sobre 7, _;, M. Si G es el 4lgebra de Lie de G designaremos
por A* G a las aplicaciones k-multilineales alternas sobre G. La apli-
cacién J: A*T*G - G x A* G dada por J (u) = (p (u), L*,,, u) es un
difeomorfismo.

El grupo G actiia a la derecha de A* G segtin la férmula (o, %) —
— o' = ad (x)* «, siendo a € 4* G, x € G y ad: G - GL (G) la represen-
tacién adjunta. Podemos entonces definir estructura de producto
semidirecto sobre G X 4* (G) segtinla férmula (x, @) (v, 8) = (vy, & + f).
La tnica estructura de grupo sobre A* T*G que hace que J sea un
isomorfismo viene dada por u -y = R*, ;44 L* | v siendo » una
forma sobre x y v una forma sobre y. Desde luego # - v es una forma
sobre xy, y por tanto II: A*T*G — G es un homomorfismo.

Queremos investigar bajo que condiciones § y df = w son in-
variantes. Es claro que 0 no puede ser invariante, ya que no siendo
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identicamente nula vale 0 en el origen. Pasamos a determinar la
condicién de invariancia para w. En lo que sigue designaremos por
e, ¢ a las identidades en A* T* G, y G respectivamente. Si X es un
campo invariante sobre A* T* G, X’ serd el campo invariante sobre G
proyeccién de X por p.

ILemMa. Si X, Yy, ..., Y, son campos invariantes sobre A*T*G se
tiene que
(1) XO0Y,.... V) w=XO0 ..., Yp)} (e +

k

+ 3 L¥u (Y1 (€), -, Yi_1(€), [X Y] (€), Yiga(€) ..., Yale))
j=1
siendo x = p(u).

DEMOSTRACION. Segtin la definicién de 6, la funcién entre llaves es
> L* u(Y'1(€),..., Y(€)), siendo x = IT (u). Sea c: R -~ A*T*G
el homomorfismo correspondiente al campo invariante X. El flujo de X
es (u, ) —u-c(t). Si ¢’ =II-c, se tiene que ¢’ es el homomorfismo
correspondiente a X'. Luego

Lo (ue @) (Y'1(e), ..., Yi(€)) =

t=0

a
XO(Yy,..., Y3 (») _—__‘_Z;

a
= EE\ L¥ sy (Rbg s+ L @) (.o, Yi(€) ..) =
t

=0

a
= —d— L*x u (. Cey T-Lc'(t\ TRc’(t)-‘ YI_.; (5’), . ) +

t=0

k
EIL*M (Y1), ..., Vi1 (e), [X', Y] (¢), Yiga (€), -

e, Y@+ X OV ..., Y (e) Q.ED.

Es sencillo comprobar que

(2 60(X,Y1,Zy, ..., Zp_y) (w) = L¥u (X', Y] (¢), Z'(¢), ...,
vy 21 (€).
Para calcular 40 = w lo desarrollaremos por la férmula
E+1 ~
(3) ao (Xlr RN Xk+1) =£§1(— 1)“‘1 X, {0 (Xl X Xk+l)}

by (X, X XL R X X))

7
I<r<s<k+1
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Naturalmente, df es invariante si y sélo si para cada u e A*T*G
y cada familia de £ 4 1 campos invariantes X; ... X, se tiene 46 (X
coo Xpp1) () = d0(Xy ... X;41) (e). Usando (1), (2) y (3) resulta que
df = w esinvariante si y sélo si para cada u € A* T* G y cada (& + 1)
campos X'y ... X', invariantes sobre G se tiene

0 =k§]:(— 1Y L* u (X' (), ..., [X; X1(), ...

i#d
o Xn () + B (= U7 Lou (X0, X (), X0 (),
7 /\I ’ ’
LX), X (), ., Xy ().

Esta condicién es en realidad una condicién sobre el dlgebra de
Lie de G que puede enunciarse asi: Para cada « € 4* G y cada familia

%1, ..., %41 de elementos de G se tiene
.. A A
0= (— 1"+ ([x, 5], %1 ... % ... % ... %py1)
i
.. A A
+ X (=D (5 %], %1% .. % o Xpa)
<7

Esta expresién se simplifica, pues la mitad del primer grupo de
sumandos, concretamente aquellos términos con 4 > 4, se anulan
con el segundo gzupo de sumandos. Asi pues, hemos probado

ProposICION 1. La condicién necesaria y suficiente para que w, =
= df, sea invariante es que para cada « € A* G y cada familia % ...

... %1 €G se tenga

s A A
Y (= D)F a(lx, %], 1. % ... % ... %) =0

i<y
o lo que es igual, si %1,..., 4,1 €G.
.. A A
4 0= (=1 [x, %] ~ % A ... A XA ol A XA LA Ky

<]

Es bien sabido que si 4 es una k-forma invariante sobre un grupo
de Lie G obtenida por traslacién de cierta A€ A4* ([, entonces dA se
obtiene por traslacién de 04 € 4*+1 G definido por

0A(%1 ... %4yq) = ¥ (=1 A([x,, XL, Ko Xy K K1)

i=j
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ProposiciON 2. La condicién necesaria y suficiente para w, = df,
sea invariante es que toda k-forma invariante sobre G sea cerrada.
A la vista de estas proposiciones se deducen f4cilmente que:

(a) o es invariante si y s6lo si G es abeliana. (Prop. 1), o equi-
valentemente, si G es abeliano. Ademds, si G es abeliano todas las
formas w, son invariantes.

(b) Si k=dim G = dim G, w, es invariante.

(c) Siel grupo G es compacto y & = dim G = 1, w, es invariante.
En efecto, si  es una & — 1 forma invariante sobre G se tiene por el
teorema de Stokes que t;[ dn = 0. Al ser la forma invariante se sigue

que dn = 0, y ahora basta aplicar la proposicién 2.

(d) Existen ejemplos de grupos en que w, es sélo invariante para
k = dim G. Por ejemplo, el grupo afin de R que no es abeliano y
tiene dimensién 2.

(e) Existen ejemplos de grupos compactos en que w, es inva-
riante sélo para los valores k = dim G, dim G — 1. En efecto, témese
G = 0(n, R). Entonces G = o(n; R) que tiene una base candnica
{4/, 1 <i<j<n siendo A/ la matriz con un 1 en lugar (4, ), un
— 1 en el lugar (3, 4), y ceros en el resto. Se comprueba que [4, 4]
es cero excepto en los casos siguientes:

Sij=p, [4f, Af] = A}

R T

.. ; —A4j sij<gq

Sii=p, [4F, AP] = LA :

L= p UL A { A7 sig<j

.. : Ajsij <p

Sid= A, AP] = A .

117 9[7 ]] {-—A,-p51]5<]
Se ve ademds que cada una de estas posibilidades excluye todas
las demés. La base B que estamos considerando tiene la propiedad:
Si x, v € B, entonces [#, y] es cero o bien [#, y] € B siendo distinto de

4%, +y. De esta observacién y de la propiedad 1 se deduce la primera
afirmacién de la siguiente

ProrosicioN 3.

Si G =0 (n, R), para k = dim G — 1, w, es invariante. Sin em-
bargo, para £ < dim G — 1, w, no es invariante.
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DEMOSTRACION. Queda sélo probar la segunda afirmacién. Orde-
namos la base de G segtin la sucesion 43, 43, ..., AL, A2..., 42,...,
Aypys oo A4y, ..., A, Veamos que si en (4)tomamos como x; . .. Xpt1
los & + 1 primeros elementos de esta sucesién no se obtiene cero para
k < dim G — 1. Desde luego, (4) serd en este caso de la forma Y+
A ...~ %; siendo x;, € B; para mostrar que no es cero basta compro-
bar que la suma de los términos en que aparece 4! no es 0. La ma-
triz — A%! (que es el dltimo elemento de la sucesién) sélo se puede
expresar como corchete [47 A fy] para i =p=1,..., n —1, g=n.
Por tanto la suma de los términos que contienen a A”~! es de la
forma

14 . PN N\

n— 1 ; ; i+1
.EI:EA” AAZ...AA;_IAA;AA;iZA...AA;
1=

siendo A7 el elemento de B que ocupa el lugar & 4- 1. Como no puede
ser A7 = A}~ resulta que este k-vector no es nulo.

0.E.D.

4. CONSTRUCCION DE FORMAS DE CLASE CONSTANTE MAXIMA SOBRE
CIERTOS ESPACIOS HOMOGENEOS

Sea G un grupo de Lie y G su 4lgebra de Lie. Consideramos una
k-forma multilineal alternada w sobre G y hacemos la hipétesis de
que H = {x € G; xlo = 0} es una subalgebra de G. Tal es el caso si w
es cerrada, pues

by @ = L, (yIw) —xI (L, 0) = — yJ (d (#I ) - »I dew) = 0.

Sea H el subgrupo de Lie correspondiente a H. Supongamos que sea
cerrado. Consideramos la proyeccién p: G - G/H. La forma o induce
a una forma diferencial invariante 2 sobre G. Si #: G — G/H es la
proyeccién tenemos una k-forma alternada ' sobre G/H bien definida
por o (¥; + H, ..., %+ H) = w (¥, ..., %,). Puesto que G/H esiso-
morfo al espacio tangente a G/H en H, y G actua transitivamente
sobre G/H, ' induce a una k-forma exterior Q" sobre G/H.

Se comprueba facilmente que n* Q' = Q y que si Q es cerrada,
Q' es cerrada. Afirmamos que £’ tiene clase constante maxima.
Supongamos que X' J £’ = 0. Podemos reducirnos al caso en que
X' sea un campo obtenido al trasladar por G/H un cierto x’ e G/H.
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Para probar que X’ = 0 basta probar que x’ = 0. Pero X’ 10’ = 0
implica que

0= Jdo) 1 ...9) =@ Jo) (y1...3)

siendo x, ¥, ..., y,€ G tales que n(x) = &', m(y;,) = y,". Se sigue de
ésto que si " I " = 0 entonces x I w = 0, luego v e H, y ¥’ == (%)
= 0. Hemos probado la siguiente

PROPOSICION 4.

Sea o una k-forma multilineal alternada sobre G. Supongamos
que H = {x€G; x I w} = 0 sea una subélgebra de Lie de G (basta
que o sea cerrada) y que el subgrupo H correspondiente a H sea
cerrado. Entonces w induce una k-forma exterior sobre G/H que es
cerrada si w es cerrada.

Ejemplo: Sea @ una forma lineal sobre G. Definimos o (¥, y) =
= @ ([x, ¥]) que es, no sélo cerrada sino incluso exacta. Aplicamos la
proposicién 4 al caso G = S0 (n, R). Con la base definida anterior-
mente se toma como @ (x) la componente de x en 4;. Decir que x = ¥
%/ A/ € H equivale a las ecuaciones: Para g = 3, ..., n, ® (x, A1) =
=% =0, &(x, 42]) =} = 0.

Asi pues, H es la subdlgebra generada por 4} y A? con p > 3.
Es decir H=so0(2) X so(u — 2). Hemos definido por tanto una
forma simpléctica sobre SO(n; R)/SO(2; R) x SO(n — 2; R). Este
espacio homogeneo puede también definirse como el conjunto de
pares subespacios (S;, S,) de R* que verifican dim S; = 2, dim S, =
=n—ZYRm=Sl@Sz.
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