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INTRODUCIION

Soit K un corps ultramétrique complet algébriquement clos.

On se propose d’étudier deux notions voisines qui permettent de
faire apparaitre une K-algébre A comme algébre de fonctions définies
dans une partie de K. On appelle générateur universel d'une K-algébre
A un élément x tel que pour tout 2 € K, (v — )4 est maximal et de
codimension 1 ou bien égal 2 A. Plus généralement, un élément y € 4
est dit spectralement injectif si pour tout e K, x — A appartient,
au plus, 2 un idéal maximal de codimension 1 unique. On établira
brievement quelques propriétés lides a ces deux notions dans une
algébre quelconque, puis on étudiera les algeébres de Tate de la forme
K{ [y ot y est un générateur universel. En particulier on verra
que si y est un générateur universel d’une algebre de Tate réduite 4,
entiére sur K {}, alors 4 = K {f} [v] et A est une algébre de Krasner-
Tate. En caractéristique nulle, on verra que les deux notions étudiées
sont équivalentes dans une algébre de Tate et que les éléments analy-
tiques injectifs sur un domaine ultracirconférencié {7] sont bianalyti-
ques.

§I. ErLAMENTS SPECTRALEMENT INJECITFS I GENERATEURS UNI-
VERSELS

On considére un corps E algébriquement clos. Soit 4 une E-algébre
commutative unitaire et soit x € 4. On notera s,(x) 'ensemble des
2 € E tels que ¥ — A ne soit pas inversible dans 4, on notera max(4)
I’ensemble des idéaux maximaux de codimension 1 de 4,



132 Alain Iiscassut

DEFINITION. — Nous dirons que x est un élément spectralement
injectif de A si pour tout 7 es,(x), x — A appartient & un seul idéal
maximal de codimension 1.

REMARQUES. — On sait que I'ensemble Z(4) des homomorphismes de
A4 sur E est en bijection avec max(4) par I'application ¢ — Ker ¢
et U'on voit donc que x est spectralement injectif si et seulement si
I'application ¢ -- ¢(x) est une bijection de =(A4) sur s,(x).

D’autre part, si U'intersection des éléments de max(A) est nulle,
alors la transformation de Gelfand G, qui, a tout élément fe A as-
socie la fonction f définie sur max(4) par f(ﬂ{) = @a (f) (ot g est
’homomorphisme de 4 sur E tel que Ker(¢) = M) est une injection
qui permet finalement d’identifier 4 avec une sous-E-algébre de EP

en associant & un élément fe A la fonction f~ définie sur D par 7(/) =
= @,(f) ot ¢; est 'unique homomorphisme de 4 sur E dont le noyau
est I'unique idéal maximal de codimensién 1 de 4 qui contient x — 2.
On pourra donc considérer une algébre possédant un élément spec-
tralement injectif x comme algébre de fonction sur le spectre D de x.
Inversement, il est clair qu'une algébre de fonctions sur une partie
D de E, a valeur dans E (méme si clle est compléte), n’admet pas
forcément l'application identique comme élément spectralement in-
jectif; par exemple, soit K un corps ultramétrique complet, algebrique-
ment dos ct soit D = {Ae K, Al = 11 et x I'application identique
sur D. Pour tout n# €N, il existe des fonctions continues sur D, f,

telles que f, = x. Alors 1'algébre de Banach 4 complétée de Kx, %

oy cos fur -] pour la norme de la convergence uniforme sur D est
une algébre de fonctions continues sur D qui n’admet pas d’élément
spectralement injectif.

On commencera par étudier quelques propriétés d’intégrité et

d’intégralité pour les algebres possédant un élément spectralement
injectif.

LEMME I.1. — Soit E un corps algébriquement clos de caractéristiquie
p et soit B une E-algébre dont tout idéal maximal est de codimension 1.
On suppose que B posséde un élément spectralement injectif x. Soit A
une sous-E-algébre de B contenant x et telle que B soit une extension
entiere de A. Alors x est un élément spectralement injectif de A; de
plus, Uapplication M~ MnA de max(B) sur max(A4) est une bi-
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jection. Enfin, supposons que A est intégralement close, que B est intégre
et que I'intersection des idéanx maximaux de A est nulle. Alors si p = 0,
ona B=A;sip#0,le polynéme minimal P(X) d'un élément y € B
est de la forme X*" — f(fe B).

PREUVE. — Il est immédiat de voir que x est un élément spectrale-
ment injectif de 4 et que I'application W — M n A est une bijection
de max(B) sur max(4). Supposons maintenant B integre et A inté-
gralement close, avec un radical de Jacobson nul. Soit v e B — 4,
soit P(X) = X" + f,_1 X*~ 1+ ... + fo son polynéme minimal sur 4
et soit ¢ un homomorphisme de 4 sur E. Soit 4" == Alv7; alors x est un
¢lément spectralement injectif de A’ et ¢ admet donc un relévement
unique @ de A’ sur E. Par suite, le polyndme X* + ¢ (f, 1) X* 71+ ...
... + @(fo) a toutes ses racines confondues et il est de la forme (X — o)
ot o = @(fy) Lot () & =g¢(f}) I <i<mn —1 Alors si p=0, on

1 . .
ao=e(f_1) o ct par suite, comme le radical de Jacobson de 4 est

nul, on voit que f, = (}) (f,_1/n)}, Aot n =1 et B = A. De méme,
lorsque p # 0, on en déduit que P est de la forme X" — fo-

On va maintenant établir un résultat d’intégrité pour les algebres
possédant un élément spectralement injectif. On utilisera la notation
suivante.

NOTATION. — Soit I une partie de E et soit A une E-algébre unitaire
de fonctions définies sur D & valeur dans E. Pour tout fe 4, on no-
tera Z(f) Uensemble des zéros de f. De plus, si I est un idéal de 4,
on notera Z(I) = n Z(f).

rel

REMARQUE. — Si A contient I'application identique sur D, alors la
bijection @ de D sur max(A) est définie par @(a) = J({a}).

PROPOSITION 1.2. — Soit A unme E-algébre commutative unitaire
neethérienne sans idempotent non trivial, dowt le vadical de Jacobson
est nul, dont tout idéal maximal est principal et de codimension 1, et
qui posséde un élément spectralement injectif x. Alors A est principale.
Soit B ume extension entiére de A dont tout idéal maximal est de codi-
mension 1 et dont le vadical de Jacobson est wul, admettant x pour élément
spectralement injectif. Aloys B est intégre.
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PrEUVE. — Montrons d’abord que A est intégre, ce qui implique
qu'elle est principale. Soit D = s,(¥) et considérons A comme une
sous-E-algébre de EP. Nous allons établir que pour tout fe 4, Z (f)

est fini.

Soit € I'ensemble des Z(f), fe A. Puisque A est ncethérienne, il
est clair que £ n'admet pas de suite strictement décroissante pour
Iinclusion. En effet, s'il existait une telle suite D), strictement dé-
croissante de £ alors la suite des idéaux 7(D,) des éléments fe A
tels que Z(f) o D, serait une suite strictement croissante puisque,
par définition, il existe une suite f, € 4 telle que Z(f) = D,.

Soit £ I'ensemble des éléments de € qui contiennent une infinité
de points de D, soit Dy un élément de &, minimal dans & pour
Iinclusion, et soit foe A tel que Z(fy) = D,.

Soit « € Dy, et soit y, le générateur de Iidéal maximal des g € A
tels que g(e) = 0. Alors il existe f; € 4 tel que f = v,f;; or Ve (2) #£ 0
pour tour 7 7 o implique fi(4) == 0 pour tout e Dy de sorte que

#a

Z(f1) €€ et comme Z(f;)c Dy par hypothése, on a Z(f;) = D,. On
en déduit par récurrence une suite f, de 4 telle que Z(f,) = D, et
Jo = Yufus1 pour tout # > 0. Alors comme A est ncethérienne, il
existe unrang gtel que f, 4 = f, . 1 A et il existe /1, € 4 tel que f 1 —
— Yl ] =0 et f[1 —v,2]=0. On a done Z(f[1 — v, 1,]) = D,
d’ott Z(1 —v,h,) o D — Dy, et évidemment « ¢ Z(1 — v h). Soit
Dy =D — Dy, et soit J = (D). A priori, Z(J) 2 D;, mais a¢ Z(J])
et le raisonnement ci-dessus est vrai pour tout a € Dy, d’ott Z(J) = D;.
Notons I = 7(Dy); puisque Z(fy) = Dy, on a évidemment Z(I) = D,
eton voit que Z(I + J) = D,n Dy = . Or, puisque tout idéal maxi-
mal ) de 4 est de codimension 1, et que x est un élément spectrale-
ment injectif, on sait que I'application a > J({a}) est une bijection
de D sur I'ensemble max(4) des idéaux maximaux de 4. On voit
donc que Z (M) # 2, ce qui prouve que I + J = A. Alors on sait

que Iif ~ ij. X —;~. Mais I-J = 0, donc —/;— X % ~A4. Or 4
n'admet pas d’idempotent autre que 0 et 1. Donc I ou J = {0}, et
comme Dy n’est pas vide, on doit avoir I {0}, donc J = Oet] = 4,
d’ott Dy = D et comme l'intersection des idéaux maximaux de co-
dimension 1 est nulle on voit que fy = 0. On a donc montré que seul
Z(0) est infini,
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On en déduit que 4 est intégre car si fg = 0, ona Z(f)u Z(g) = D
et Z(f) ou Z(g) est infini, donc fou g = 0. Alors A est principale de
fagon évidente.

B cst une sous-E-algébre de E”; supposons B non intégre, alors il
existe y € B tel que Z(y) soit infini. Soit I l'idéal des polyndmes

=0
P(Y) e d{Yitels que P(y) = 0;alors I ¢ YATY] car pour tout P(Y) =
= ﬁ a,Yiel on a y(ag) = 0 pour tout homomorphisme p de B sur
i=0
E tel que p(v) = 0 et par suite Z(ap) est infini, done ay = 0. On en
déduit que pour tout homomorphisme ¢ de 4 sur E, 'unique relé-
vement ¢ de B sur E satisfait (y) = 0 et par suite y = 0 puis-
que le radical de Jacobson de B est nul. Donc B est intégre, ce
qui achéve la demonstration.

Nous désignerons désormais par K un corps ultramétrique com-

plet algébriquement clos.

Rappelons briévement que si D est un fermé borné infini de K, on
appelle algébre de Kraswer H(D) [1} I'algébre de Banach complétée
pour la norme ||.|[;, de la convergence uniforme sur D de l'algébre
K(D) des fractions rationnelles sans pole dans D. (Cette définition
admet une généralisation concernant des algébres non normées dont
nous n’aurons pas ici l'utilisation.) On sait, grice aux résultats de
13, {21, que si D est un ouvert fermé borné infini de K, alors 'appli-
cation identique x sur D est telle que, pour tout a € D, (x — a) H(D)
soit un idéal maximal de codimension 1 de H(D). Cette remarque
nous incite & considérer en particulier cette propriété en lui attri-
buant un nom.

DEFINITION. — Soit E un corps algébriquement clos et soit 4 une
E-algébre commutative. On appellera générateur universel de A un
élément v € 4 tel que pour tout o € K, ou bien v — « est inversible
dans A, ou bien v - 2 engendre un idéal maximal de codimension
1 de 4.

REMARQUE 1. — Par définition, on voit que tout générateur universel
de A est un élément spectralement injectif.

REMARQUE 2. — Si v est un générateur universel de A, alors 2y + u
est aussi un générateur universel de A quels que soient 4 et ye K
(A # 0). On voit donc que si 4 admet un générateur universel y, alors
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A posséde un générateur universel non inversible: il suffit de consi-
dérer aes,(v) et x =9 —a.

Si D est un ouvert fermé borné de K, on voit donc que 1'algébre de
Krasner H (D) admet I'application identique sur D pour générateur
universel [2].

Avant d’étudier plus en détail les générateurs universels d’une
telle algébre H(D), remarquons également que si O est un ouvert de C,
alors l'algébre des fonctions holomorphes sur O admet I'application
identique sur O comme générateur universel; si T € K(X) l'algebre
de type fini K[T, X] admet X comme générateur universel. Les
résultats classiques d’analyse ultramétrique [2, 3, 4, 5, 6] permettent
de caractériser facilement les générateurs universels d’une algebre
de Krasner.

THEOREME 1.2. Soit une algébre de Banach H(D) sans idempotent
diffévent de O et [.

i) L’application identique sur D est un générateur universel si et
seulement si D est ouvert.

ii) Si D est ouvert et sans filtre circulaive distingué, un élément de
H(D) est spectralement injectif, si et seulement si c’est une fonction
injective sur D.

iii) Si la caractéristique de K est nulle et si D est ouvert et sans
filtre civculaive distingué, alors um élément de H(D) est un généraleur
universel si et seulement si c’est une fonction injective sur D.

§. II. — GENERATEURS UNIVERSELS DANS UNE ALGEBRE DE TATE

Rappelons briévement la définition d’une K-algébre topologi-
quement de type fini [121. On appelle extension topologiquement pure
de K de degré n 'algébre K {X1,...,X,} des séries formelles restreintes
a n indéterminées, f(Xq, .., X,) = X @i, .. i X ... X munie de

(i1, ern)
la norme d’algébre de Banach ultramétrique !} .||z que 'on nomme-

ra norme canonique définie par:

(X1, X)) e = sup lay,

(ilr"-‘iu)

Tes idéaux des extensions topologiquement pures sont fermés et
’on appelle K-algébre topologiquement de type fini I’algebre de Banach
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quotient d’une extension topologiquement pure par un de ses idéaux
[17]. On sait encore, griace a {17], qu'une K-algébre topologiquement
de type fini A est isomorphe a une extension entiére finie d'une ex-
tension topologiquement pure E de K. Ie degré de E sur K est appelé
le degré de A sur K.

REMARQUE. — Il est immédiat de voir qu'une K-algébre topologi-
quement de type fini possédant un élément spectralement injectif
est de degré < 2.

On avait étudié au chapitre 1 les générateurs universels d'une
algébre de Krasner; on va maintenant étudier ceux d’une algébre
topologiquement de type fini de la forme K{f [v].

Rappelons que l'on nomme algébre de Krasner-Tate une K-algebre
de Banach ultramétrique isomorphe a la fois a une algebre de Krasner
H(D) (ot D est infini) et a une algébre topologiquement de type
fini 171, Alors il résulte des théorémes V. 3 et V. 4 de [7] qu'une K-al-
geébre topologiquement de type fini est une algébre de Krasner-Tate
si et seulement si c’est une algébre réduite de la forme K{f} [x] oit
x est un générateur universel satisfaisant une relation P(x) — tQ(x) =
= 0 ot P et Q sont deux polynémes de KTX] premiers entre eux,
tels que deg(P) > deg(Q).

Nous verrons qu’'en fait l'existence d’un générateur universel
dans une K-algébre topologiquement de type fini réduite est carac-
téristique d’une algébre de Krasner-Tate. Nous commencerons par
caractériser les générateurs universels v d’une algébre de Tate de
la forme K{ "vi. Notons d’abord le lemme IL.1. immédiat.

LEMME II.1. — Soit E un corps algébriquement clos et soit A une E
algébre principale, dont les idéanx maximaux sont de codimension 1. Soit
une cxtension entiére et intégre de la forme A[y] et soit X" + f, X" ~1 4+
L ...+ fo le polynéme minimal de y sur A. Alors v A[y] est un idéal
maximal de ATV si et seulement si fo est un élément premier de A.

On notera |J= (2K A < 1}.
PROPOSITION II1.2. — Soit 4 une K-algébre topologiquement de type

Jfini intégre de la forme K&} T3 o K{t} est une extension topologique-
ment pure de degré 1 de K dont la novme canonique est notée || - || et on

v est un élément entier sur K{t,. Soit F(t, X) = %f, () Xte K [X]
i 0
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(fu=1) le polynéme minimal de v sur K{ty. Soit f, () = a; + b;t +
+ 2 g(t) o g(t) e Kty (0< i >mn — 1). Soit P(X) =3 a; X¥, et soit
iZo
n—1

Q(X) = — X b, X'. Alors les assertions suivantes somt équivalentes:
i=o

i) v est um générateur universel:

"
i) X A f; est un élément premier ou inversible de K{ty quel que soit
-0

Ae K,
n—1
iii) max (|P(A)], |Q(A)]) > I X 2 & (2)|| quel que soit 2 e K,
i=o
n—1
iv) quel que soit 2es (y) om a (Q(A)] > X Ae (@)llet!Q(2) >
1=0
> P ().

Enfin supposons les conditions i) ii) iii) iv) réalisées ainsi que || I7)l = 1.
Soit 2 Uen semble des (u, 2) € U X U tels que F(u, A) = 0 et Q' U'en-
semble des (u, A) tels que P(A) — uQ(2) =0 et soit w Vapplication
(&, &) = A. Alors on a 7(2") = n(2) = s, (v) = {Ae K| |P(A)| < |[Q(A)}.

PrREUVE. — Pour tout 2K, soit F,(X) = X" + f, _1,() X~ 1 + ... +
+ fo., (¢) € K{#} [X] le polynéme minimal de y — A sur K{#. Il est

immédiat de voir que fy,,(f) = F (¢, 1) = E‘, A f (). L’éqﬁivalen-
izo

ce entre les assertions i) et ii) est donc immédiate d’aprés le lemme
I1.1., puisque K{#} est principale. Alors on montre, pour achever
la démonstration de la proposition II.2., que les assertions iii) et iv)
sont équivalentes a l’assertion ii). En effet, d’aprés les résultats
bien connus [7] concernant 'algébre de Krasner H(U) isomorphe a
K{, on sait que 1'élément F (¢, ) = P () —tQ (1) + 2 ¢(t, 4)
(ot e(f, ) = 3 # & (f)) est inversible dans K{f} si et seule-
i=o

ment si 'élément analytique sur U (x — F (x, 1) ne s’annule pas,
c’est-a-dire si |P(2)] > max('Q(2)], lle(¢, 2)}!). De méme, F(f, A) est
premier dans K{f} si et seulement si le nombre de ses zéros dans
U (comptés avec leur ordre de multiplicité) est égal a4 1, c’est-a-dire
si on a |Q(A)|=|P(A)] et |Q(A)] < |le(t, A)!!. On voit donc que I'asser-
tion iii) peut encore s’exprimer de la facon suivante: pour tout Aes,(v)
on a |Q(4)] = |P(A)] et |Q(A)| > || (¢, 2], ce qui prouve I'équivalence
des assertions iii) et iv).
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Eunfin supposons ces conditions réalisées ainsi que [|F|| = 1.
11 est clair que 2 €s,(y) si et seulement s’il existe un homomorphis-
me ¢ de 4 sur K tel que ¢(y) = 4, c'est-a-dire s'il existe u € U tel
que F(u, A) = 0 de sorte que s,(v) = #(2). D’autre part il est immé-
diat de voir que #(Q') = {(A!P(A)| <|[Q(4)}}. Par suite, d’aprés iv),
on a 7(0) ¢ w(Q'). Réciproquement, soit (u, 4) tel que | P(4)] < [Q(4)}:
alors on a |P(4)] > H"Zl)f & (2) | et par suite F (¢, A) est inversible, donc

i=0

A ¢ 7(Q). On voit donc que 7(Q) = =(2’).

I,e théoréme IIL.3. apporte une réponse affirmative, dans le cas
trés particulier d'un générateur universel, au probléme fondamental
suivant. Soit F(7', X) un polynéme unitaire de K{7} [X]. Quel
polynoéme G(T, X) e K [T, X] satisfait

KO, % K, X

- ?

F(T, X)K{T, Xy G, X)K (T, X;

THEOREME I1.3. — Soit A une K-algébre topologiquement de type
fini intégre de la forme Kty [y] oit K{t} est une extension topologique-
ment pure de K et otv v est un génératuer universel de A. Supposons en
outre que le polyndme minimal I (X) de v sur K{t} satisfait la relation
NWEl =1 pour la morme canowique || -\l de Uanncan de polvnéme
K 71X

# -1
Soit F(X) =X* + % (a, + bt + £2 ¢ (&) X' soit P(X) =
i=0

n—1 n—1
= X" + Y aq X et soit Q(X)= — X b;X et soit D = s,(y).
izo

izo
Alors on a

DY) TO(X T X
g~ P& - TQX) KT, Xy

B (D)

K{T, X

PriUVE. — Rappelons que puisque 4 est réduite on peut considérer
que la norme de A est sa norme spectrale || - [, ((11], III, th. 2).

On voit, grace a la relation iv) de la proposition II.2. que le poly-
. . P .
noéme Q n'admet aucune racine dans I et la fraction o appartient

done a K(D). Alors Q(y) w'appartient a aucun idéal maximal de
A car si un homomorphisme y de 4 sur K était tel que y(Q(v)) =0,
on aurait Q(x(y)) = 0 et y(y)eD. Donc Q(y) est inversible dans 4;
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Q)

soit 7 = ="~ ed. On sait que la norme canonique de lexten-
P(y)
sion topologiquement pure K{f} est induite par | - .. Pour tout

aeD, ona-=-—— € K{} et grice aux relations iii) ct iv) de
" A

la proposition II.2., on a:

> oo g (2) ‘
= C el

s

< I quel que soit 2 € D.

no-1
X e (1)
[

Soit £, (1) = -— 06 e K{I} ot K{T} est unc extension to-
w1
X e (D)
pologiquement pure de degré 1 de K et soit f(1) = *=° e}

. oo
alors f(T) est de la forme 3} 2, 77 (4,, € A) ct tel que sup 12,0 <1
m=0

grace a (I).

Soit B 'adhérence de K iz, v} dans 4 munic de la norme induite
par celle de A: alors il est clair que Q(v) est inversible dans B et que
chaque coefficient 4, appartient a B. Soit B{I} unc extension to-

pologiquement pure de l'algébre normée (B, || - [,); alors on voit
que la norme canonique de f dans B{T} est (su]\)v i12,,1) et on déduit
mE

que ¢ == 7 -}- f(f) appartient a B.
D’autre part comme on a 't — 7ii, < 1, il est clair que 'adhérence
de K[7] dans 4 est une extension topologiquement pure de K de
degré 1 de K {r}. Alors K {z} [#] cst fermé dans 4, de sorte que B =
= K{1} Ty] et que K{z} [y] € B, donc A = B. Alors 4 est un quo-
tient de l'algébre de Krasner-Tate A’ == - R X <
i (PX) — TOX)) K{T, X
qui est elle-méme isomorphe a 'algébre de Krasner H (1) oit / ==
= {Je Kl |[P(2)! < {0 (7). Mais, d’prés la {in de la propo-
sition I1.2., on a D = /. Or, comme A est intégre ([7]), D est infra-
connexe de sorte que 4 est un quotient intégre de H(D) et par suite
A = H(D) d’aprés [7].
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§. III. CARACTERISATION DES ALGEBRES DE KRASNER-TATE
Dans toute la suite, on notera p la caractéristique de K.

On va montrer, lorsque p =: 0, I'équivalence des notions de géné-
rateur universel et d’élément spectralement injectif dans une algébre
de Tate, puis on en déduira une caractérisation des algebres de Kras-
ner-Tate.

PROPOSITION IIL.1. — Soit A une K-algébre topologiquement de
tvpe fini réduite et sans idempotent différent de 0 ct 1 de la forme K{T} [x]
0ty x est um élément spectralement injectif de A entier sur U'extension to-
pologiquement pure K{Ty. Alors A est intégre.

PrEUVE. — On utilise seulement des procédés de géométrie algébri-
que élémentaire.

K (T, X}

En écrivant A sous la forme — on établit que [ est prin-

cipal en considérant une famille de générateurs et leurs décomposi-
tions en facteurs premiers ({16]) et les domaines d’annulation de ces
derniers. Enfin on montre que I est premier en établissant que ces
domaines d’annulations sont deux a deux disjoints.

A Taide de la proposition III.1., on peut maintenant étudier a
quelle condition un élément spectralement injectif x n’est pas géné-
rateur universel dans le cas particulier d’une algébre K{} {x].

PROPOSI'IION II1.2. — Soit A une K-algébre topologiquement de tvpe
fini intégre de la forme K{T} [x] ou x est un élément spectralement
injectif dont le polyndme minimal sur KT} s’écrit F(T, X) e K{T}y [X].
Alors si x w'est pas un générateur universel de 4, on a p # 0, —g—f.— =
=0, et il existe v € N tel que K {I?"y |x] soit une algébre de Krasner-Tale
admettant x pour générateur umiversel.

PREUVE. — Puisque x n'est pas un générateur universel, on sait,
grace 4 la proposition IL.2. qu'il existe 2 € K tel que f; ,0 = I (T, %)
ne soit ni inversible ni premier dans K{7I}. Alors nous allons en
déduire qu'il existe § > 0 tel que pour |12 — Z| < 0, f.0 = F(T, A)
e soit ni premier ni inversible dans K {T}. En effet, on sait qu'un

oo
élément 3 a; T7 € K{T} n’est ni inversible ni premier dans K{T}
i=0
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si et seulement s'il existe ¢ > 2 tel que |, > |a;} pour tout j < g¢.

Eerivons f; , = 2 a;; TV il existe donc ¢ > 2 tel que |a; | >

70, q|

= lay,,;| pour tout ] <C ¢q. Notons i - !l la norme canonique de K {1}

o« 1a N . . (1
et soit § € 10, oy tordl L [; alors il est immédiat de
" Tl sw 1T
. #
voir que pour tout 7 S 2 on a |a; < 'lay ,| = la,,| pour tout

AeK tel que |2 — 9| < 4. Donce f;,o n'est ni inversible ni premier

#
pour {2 — Ay} < 4. Par suite, l'unique zéro « (i) de > A f, est
i=o

"
multiple quel que soit 2 e K tel que {2 — %] < 0 et U'ona done 3
i=o

A f! («(2) = 0. Pour tout 2e K tel que {2 — Ay} < 0, soit ¢, 'uni-
que homomorphisme de 4 sur K tel que ¢; (x ) =l;onaq ,-_(T) = a.()»)

. .
([,_( Z 5 (T, x)) = 0 pour tout A tel que |4 — 2y, < d. Pour tout f(7,X)

e K{(T, X}, notons /(f) 'ensemble des idéaux maximaux qui contien-

nent f. Alors on voit que 4 (F) n _1( or contient l'ensemble des

o)
(A, () tels que |4 — Zy] < 6 et par suite, cet ensemble est infini.

Alors il est clair que lidéal I = F(I, X) K{T, X} +
+ glzt (T, X) K{T, X} estinclusdansidéal premier p non maximal de
K{T, X). Mais comme par hypothése A est intégre, I'edéal q =
= F(T, X) K{T', X} est premier, ce qui montre que q =p = I car
q #% 0 et on sait que la hauteur de p est égale a 1, donc g; est
multiple de ¥ et comme c¢’est un polynéme en X de degré < n — 1,
on en déduit que —(Zé,

Alors chaque f. est de la forme ¥ a4, 77, de sorte qu'il existe
g € K{T} tel que (g;)? = f. et parsuite I'(7, x) est dela forme I (T, x)
ot T, =1TF et ou IN(T), x) e K{T} x.. Alors de¢ méme, x est
dlément spectralement injectif de K{7T'|} jx] (lemme I. 1) et si ¥ n’est

= 0 en se ramenant au cas ot ||Fil = 1.

pas générateur universel on a = 0. Comme F # 0, on voit,

oI,
0T,
en itérant, qu'il existe naturellement une puissance 7 de p telle que,
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or
orT
de sorte que x est générateur universel de I'algébre K{TI,} [x] et par
suite cette algébre est une algébre de Krasner-Tate d’aprés le théore-
me II. 3.

si 1, == 1%, on ait F(T,x) = F(T, x)e K{T,; [x] et # 0,

Norarion. — Soit 4 un anneau intégre de caractéristique p £ 0, soit
I7 son corps de fractions et pour tout entier » € N soit F, 'unique
extension de I de degré p". Pour tout élément x € A on notera ”y x
l'unique élément %’ € I, tel que (x')* = x.

REMARQUE. — Si x est un élément spectralement injectif d’une algébre
A sur un corps algébriquement clos de caractéristique p = 0, alors
4" est aussi spectralement injectif. De méme, si "V x e 4, " x
est encore spectralement injectif.

Le théoréme de la décomposition Mittag-Icfflerienne pour un
élément analytique sur un infraconnexe |9, I5] permet d’obtenir
le lemme III. 3. utile pour conclure.

LEMME IIL3. — On suppose p 7= 0. Soit D un infraconnexe fermé
borné de K. Alors pour toute solution f< H(D) de I'équation différen-
tielle Y’ = 0 1l existe g € H(D), unique, tel que f= g’.

Nous obtenons enfin une premiére conclusion qui permet d’ailleurs
de caractériser les algébres de Krasner-Tate parmi les algébres de
Tate.

THEOREME IIL4. — Soit A une K-algébre topologiquement de type
[fini différente de K*, véduite admettant un générateur umiversel x; soit
K {ty une extension topologiquement pure de degré 1 telle que A soit une
extension entiére finie de K {t} et soit D = s,(x). Alors A est une algébre
de Krasner-Tate égale a K{t} (x] et tsomorphe a H(D).

PrREUVE. — Il est immédiat de se ramener au cas ot A est sans
idempotent non trivial, et oll par suite 4 est intégre d’aprés la pro-
position I.2. Considérons la sous-algébre de Krasner-Tate B qui
admet x pour application identique et supposons B # 4. Alors on
ap #0. Soitve B —A; vy est done de la forme " f (lemme I. 1) et
comme ¥ est générateur universel de 4 et (trivialement) de B, v — v(a)
est multiple de x — 2 pour tout « € D, done f — f(x) est multiple de

. a N
de (v — o)?" d’ott 'on déduit que af = 0 et par récurrence, a I'aide

dx

13 — Coilectanea Mathematica
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du lemme III. 3, que f est une puissance p'-iéme d’'un élément de B,
donec que veB et 4 = B.

Le théoréme III.4. peut s’'interpréter de facon inattendue en terme
de représentation conforme de la fagon suivante. Rappelons qu'un
dlément f analytique ct injectif sur une partie D de K est dit bianaly-
tiquee si Uapplication réeiproque f~1 de f(D) sur D est un élément
analytique sur f(D). Les éléments bianalytiques ont été étudiés par
. Motzkin 712]; le théoréme que nous allons énoncer découle éga-
lement de la démonstration du théoréme 4 de [12].

Rappelons qu'un fermé borné de K est dit uitracirconférencié si
¢’est une réunion finie d’ensembles de laforme d (a,7) n (N Cd~ (a,, 7))
ot » et 7, (! < ¢ < m) appartiennent au groupe des valeurs de
K et out 'on note d(a, 0) (€K, 9 €R), 'ensemble {x € K| |x — o < 0}
et d7(x, 0) = e K| |x —a] < o}.

THEOREME IIL.5. — On suppose p = 0. Alors tout élément analyti-
qite imjectif sur um ultracivonférencié de K est bianalytique.

Prouvi. -- Soit fe H(D) injectif. Alors f est un générateur universel
de H(D) Q’aprés la proposition 1.3. Or H(D) est isomorphe a une
algéhre de Krasner-Tate [7] et par suite c’est une extension entiére
finiec d’une extension topologiquement pure K{#}. Or, grace au théo-
réme IIL.4., on a 4 = K{f} [f], de sorte que A est aussi isomorphe
H(f(D)). Alors 'homomorphisme @ de H(f(D)) dans H(D): h —ho f
est un isomorphisme et par suite f~1e H(f(D)) (I2]).

Nous allons maintenant étudier la cloture intégrale d’une algebre
de Tate possédant un élément spectralement injectif.

THEORIIME II1.6. — Soit A une K-algébre topologiquement de type fini
intégre et différente de K, possédant un élément spectvalement injectif
X. Alors la cléture intégrale A* de A est une algébre de Krasmer-Tate,
de plus il existe un enlier v > 0 tel que A’ = 4"/ X et "' X est un
génévateur universel de A’.

PrEUVE. — Soit une extension topologiquement pure K {f} telle que
A4 soit entier sur K {#}. Alors on sait qu'il existe un plus petit entier
g > 0 tel que K{y [x soit une algébre de Krasner-Tate que nous
noterons B. Pour tout v € 4, y est de la forme "y f oft f € B, et comme
A est finie sur K {f} donc sur B, on notera 7 le plus grand des entiers
ntels que ' € 4, fe Bet N/ f ¢ B. Alors il est clair que 1'élément
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% = "% de lalgébre A’ = A[x’] est un générateur universel de
A’ et par suite A’ est une algébre de Krasner-Tate qui s’écrit K {#} [%]
(théoréme II1.4). Donc 4 ¢ A’ et comme A’ est principale, 4’
contient la cloture intégrale Ay, de A. Montrons maintenant que
A’ C /10.

Il est clair que le corps de fractions de K[#7, x] est K(x) et que ¢
est de degré p? sur K{#, x7. Par suite x’ appartient a l'unique ex-
tension radicielle de degré " du corps de fractions de B et finalement
on a donc K{t} (%] € A,

REMARQUE. — En caractéristique p # 0, il existe des algeébres de
Tate qui posséde des éléments spectralement injectifs et ne possedent
aucun générateur universel, comme le prouve la proposition IV. 2.

Si 'on reprend la preuve de la proposition IIL.6., cela tient a
ce que les éléments de A’ de degré p” sur B n’engendrent pas tous
la méme extension radicielle: ##” € A mais ¥’ ¢ 4. Par contre I'exten-
sion radicielle engendrée par &’ contient toutes les extensions radi-
cielles de degré p” de B.

§.IV. — ALGEBRES DY TATE INTEGRALEMENT CLOSES

On démontre la proposition IV.1. dont I’analogie est évidente
avec un résultat bien connu sur les algébres de type fini, en suivant
une voie paralléle [10].

PROPOSITION 1IV.1. — Une algébre topologiquement de type fini
intégre de la forn KX, vy
1242 eg73 ae ta y Tne F—(X,—}/—)If“'{’X’ Y}
et seulement si Uensemble des (2, p)e U X U tels que F (A, u) = 0,
oF or .

8—X"' (;u, ,u) == 0, _a_lr_ (l, /l) = 0 est ‘Ul(ie.

est intégralement close si

On en déduit en caractéristique p 7= 0 une famille d’exemples
d’algebre de Tate non intégralement closes possédant cependant un
élément spectralement injectif. Par exemple:

K{T, )
(Y2—=T9K{T, Y}
olv ¢ = psip F#~ 2ectonqest un entier positif impaiv quelconque si p =
= 2. Soit ¢ la surjection canonique de K{I', Y} sur A et soient
y = ¢(Y), ¢t = @(T). Alors A est une algébre intégre, non inté-

PROPOSITION IV.2. — On suppose p # 0. Soit 4 =
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gralement close, qui admet pour élément spectralement imjectif y st

p£2 et sip=2.

Infin on va montrer, griace & un exemple simple, qu'une algebre
de Tate intégralement close peut avoir a la fois des idéaux maximaux
principaux et des idéaux maximaux non principaux.

PROPOSITION IV.3. — Soit m e K tel que |m| = 1. L’algébre
A, = oy Kd, v est intégre et contient une in-
o (Y2 + T2 Y ++ mT) K{T,Y}

finité d’idéaux maximaux principaux mais elle ne posséde pas de géné-
rateur universel. De plus, quelle que soit la caractéristique p de K, il
existe m e K tel que ‘m! = 1 et tel que A,, soit intégralement close.

Prevvi. — On montre que 4, est intégre puis on démontre par I'ab-
surde que 4, n'admet pas de générateur universel, a I'aide du lemme
suivant:

LEMME, - Soit une algébre intégre topologiquement de type fini sur
K de la forme K{t} Tx. o x est un générateur universel de A entier sur
K {ty dont le polyndme minimal sur K{ty est F(X) = X" 4+ f,_1 (f) X"~ 1
A+ R @, F @) eKity, 0<i<mn —1). Supposons que I'on ail
HE (6T <1 quel que soit 1 (0 <1 < m — 1) pour la norme de K {t;. Alors
chaque coefficient d’ordre < 2 de f; a une valeur absolue < 1 (0 <1 <
<n—1).

Alors, si p 3, 4| est intégralement close et si p = 3, A, est inté-
gralement close.
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