ACERCA DEL GENERO VIRTUAIL DE LAS SUPERFICIES
: ALGEBRAICAS

pOI‘
Epuarpo Casas ALVERO

Segunda parte (1)

CAPITULO VI
REPRESENTACION DE CURVAS EN EL ESPACIO

Dedicamos el resto de la memoria al cdleulo efectivo, en algunos
casos particulares, de la funcién asociada, con vistas a obtener una
expresién efectiva de algunas variaciones de género virtual. Se hacen
necesarios en primer lugar algunos resultados relativos a representa-
cién de curvas del espacio proyectivo tridimensional que obtendremos
en este capitulo.

1. — SOBRE LA DEFINICION DE INTERSECCION DE VARIEDADES AL-
GEBRAICAS

En conexién con el problema de la representacién de curvas en
el espacio como interseccién de superficies, se han utilizado diver-
sas definiciones de interseccién de variedades algebraicas. La defi-
nicién que podriamos llamar conjuntista toma como interseccién de
las variedades V75, ..., V,, la tnica variedad reducida que tiene como
conjunto subyacente la interseccién de los conjuntos subyacentes a
Vi, ..., V,, (PERRON [19], KNESER [9], DIEUDONNE [4]). Tal defini-
cién equivale a prescindir de toda la estructura de una variedad
algebraica que no queda determinada por el conjunto subyacente

(1) TLa primera parte de esta memoria se publicé en Collectanea Mathe-
matica, Vol XXVII - Fasc 1.° - Afio 1976, en ella se hallan la introduccién
y la bibliografia que son comunes a las dos partes,
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y que viene dada, en lenguaje de esquemas, por los elementos nil-
potentes del haz estructural.

La definicién conjuntista fue ya rehusada por los autores cla-
sicos de la escuela italiana que atribuian, a veces en forma poco pre-
cisa, a las componentes o a algunas subvariedades de la interseccién,
ciertas multiplicidades que les permitian distinguir entre una compo-
nente y la reducida correspondiente (caso de una curva contada
varias veces, por ejemplo) o apreciar la presencia de componentes
sumergidas. Cabe citar la discusién de las lezioni de ENRIQUES-
Cursixt ([6], libro V, cap. 5.°) sobre la imposibilidad de la represen-
tacién de la quintica de VAHLEN como interseccién de tres superfi-
cies, donde se sefiala que no es admisible tal representacién aun en
el caso en que los puntos de ulterior interseccién de las tres superfi-
cies vinieran a caer, para una posicién particular de las mismas,
sobre la curva: aparecerian en este caso los puntos como componentes
sumergidas de la interseccién. Publicada posteriormente la memoria
de Perron [19] donde se establece una tal representacién de la quin-
tica, SEVERI hizo diversas precisiones sobre el problema ([27]): dis-
tingue Severi entre interseccién e interferencia de variedades alge-
braicas, dando el nombre de interferencia a la interseccién en senti-
do conjuntista y sefialando que en la representacién de PERRON,
la quintica aparece como interferencia y no interseccién de las tres
superficies, ya que determinados puntos de la quintica aparecen con
multiplicidad mayor que uno en la interseccién (1). Citemos final-
mente la discusién de [7], pag. 18, sobre la necesidad de considerar
variedades definidas por ideales no radicales para precisar concep-
tos como los de curva contada varias veces.

Con el lenguaje de esquemas no hay dificultad en dar una defi-
nicién con mayor contenido geométrico que la meramente conjun-
tista, en concordancia con el espiritu cldsico: Si V' es una variedad
algebraica y Vi, ..., V,, son subvariedades de V' dadas por haces de
ideales ay, ..., a,, la interseccién de Vi, ..., V,, serd la subvariedad
de V definida por el haz de ideales a = a; + ... + a,, (la intérsecqién
en sentido conjuntista vendria dada por el radical de a). Esta misma
definicién es la utilizada, en el caso afin, por ABHVANKAR en [1] y,
considerando la categoria de las subvariedades de V, la interseccién
definida es el producto, en dicha categoria, de Vi, ..., V,, Nuestra

m*

(1) No parece pues que sea aplicable a los autores jtalianos citados lo
expresado en el prélogo (pag. 12) de [1].
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definicién es pues también la de una interseccién en el sentido abs-
tracto de la teorfa de categorias.

2. — CURVAS LOCALMENTE INTERSECCION DE DOS SUPERFICIES

Designemos por C una curva del espacio proyectivo Pj; (k). Sea
Q el haz estructural de P;(k) e I el haz de ideales de C. Diremos
que la curva C es localmente interseccién de dos superficies en uno
de sus puntos x cuando el ideal I, de 2, admita un sistema de dos
generadores. Se comprueba ficilmente que la definicién equivale a
la existencia de un entorno afin U de x y dos superficies tales que la
interseccién de las dos superficies es una curva que coincide con C
en el abierto U : las ecuaciones locales de las superficies en el punto x
dan un sistema de dos generadores de I,.

Un ejemplo sencillo de curva que no es localmente interseccién
de dos superficies en un punto se halla en [18], pag. 29, basta obser-
var que no coinciden las potencias ordinarias y simbélicas para el
ideal de la curva en el origen y aplicar I.2. Pueden verse también
los ejemplos de MACAULAY en [2]. Probaremos a continuacién que
cualquier curva irreducible del espacio dotada a lo més de singula-
ridades planas (es decir, con dimensién del espacio tangente de
Zariski menor que tres en cada punto), en particular toda curva
irreducible no singular, es localmente interseccién de dos superfi-
cies en cada uno de sus puntos. Tomaremos en primer lugar un re-
sultado de SAMUEL ([20], teorema 1) en la forma:

Lrma VI.1 (SAMUEL). Sea C wumna curva irreducible del espacio
proyectivo P3 (k) y sea x un punto de C en el que el espacio tangente
de Zariski tiene dimension menor o igual que dos. Existe una proyec-
cién sobre um plano desde un punto del espacio que imduce isomorfismo
entre el amillo local de x en C y el de su imagen en la proyeccién de C.

Adaptando al caso local un lema de ABHYANKAR ([l], pag. 65)
se tiene

LemA VI.2. (ABHYANKAR). Sea B, el localizado de R[X;, ..., X,]
en el ideal corvespondiente al ovigem, B,, el localizado de k[X;, ..., X,,]
también en el ideal corvespondiente al orvigem. Supongamos m << m,
sea o la inclusion B,, — B, y sea a un ideal de B, si ¢ induce isomor-
fismo o: B,|/an B, ~ B,|a, tomando F;ec B,, tales que F;, = X;
mod. a, it =m + 1, ...,n, el ideal a estd engendrado por los elementos
deanB,vies F,— X, i=m-+1,..,mn



42 Eduardo Casas Alvero

La demostracién se obtiene facilmente a partlr de la de Abhyan-
kar con ligeras modificaciones.

En el caso particular en que # = 3, m =2 vy a es el ideal en el
origen de una curva en el espacio, 2 n B, serd un ideal principal,
correspondiente a la proyeccién de la curva sobre el plano de los dos
primeros ejes. Si G es la ecuacién local en el origen de dicha pro-
yeceién, GBy = a n B,, y con las hipdtesis del lema resulta a gene-
rado por G y una fraccién racional, definida en el origen, de la forma
X3 — F (X, X,) lo que equivale a una representacién monoidal,
localmente en el origen, de la curva como interseccién del cilindro
G (X1, X3) =0 y el monoide X3 = F (X, X»).

ProrosiciON VI.3. Si C es una curva irreducible de Py (k) v x es
un punto de C en el que el espacio tangente de Zariski es de dimension
menor que tres, C es localmente interseccion de dos superficies en x.

Demostracién. Por VI.1 existe una proyeccién en un plano que
induce isomorfismo entre el anillo local de C en x y el de su proyeccion
en el punto correspondiente ; basta tomar un sistema de coordenadas
afines apropiado para aplicar VI.2 y obtener la ya mencionada re-
presentacién monoidal de C localmente en x.

3. — PRIMERA REPRESENTACION DE UNA CURVA COMO INTERSECCION
DE SUPERFICIES.

Probaremos en el pardgrafo siguiente que si una curva C es local-
mente interseccién de dos superficies en cada uno de sus puntos,
existe una superficie irreducible que pasa por C sobre la que C es
localmente principal. A tal fin demostraremos en primer lugar la

ProrosiciON VI.4.  Si C es una curva de Ps (k) localmente intersec-
cion de dos superficies en cada uno de sus pumtos, existe um vecubri-
miento de C por dos abiertos afines Uy, Uy de Py (k) v cuatro superfi-
cies del mismo grado Sy, Sy, S3, Sy que pasan por C de manera que C
es tnterseccion de S1y Sy em Uy mientras lo es de Sy y S5 en U,.

Demostracién. Sean Cj,...,C, las componentes de C y sea U un
abierto afin del espacio que corte a cada una de ellas: tomemos pun-
tos cerrados x;€C,n U, ¢ =1, ..., s. Llamaremos A al anillo corres-
pondiente a U y a al ideal de C en A. Si designamos por 2 el haz
estructural de P; (&), por hipétesis el ideal a £, estd engendrado
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por dos clementos para cada 7; en virtud de 1.4 existen f, g € 4 tales
que afdy;, = (f, §) 2:,, 1 =1, ..., s. Si consideramos el ideal (f, g) del
anillo 4, se trata de un ideal que define una curva en U entre cuyas
componentes se hallan las de C. En efecto, las componentes de (f, g)
contenidas en alguno de los ideales maximales m; de A correspon-
dientes a los puntos x; coinciden con las de a4, dado que al localizar
en m; resulta ad,, = aQ,, = (f, g 2., = (f, g Am,. Teniendo en
cuenta que cada componente primaria de a estd contenida en algu-
no de los m;, (f, g =a n g n .. n g, donde los ¢g; son primarios
no contenidos en ningtin ;. Consideremos ademds un plano, de
ecuacién homogénea H = 0, que corte a U sin pasar por ninguno de
los x; y sea ¢ el ideal correspondiente a dicho plano en A. El ideal
g1 N ... N ¢,N g no estd contenido en ninguno de los m; y podemos
elegir un elemento 2eq;n..N¢g Ng—m U ..U m. Sea U
el abierto afin Uy = D(h) € Spec A = U y sea A, el anillo corres-
pondiente, localizado de A4 en el sistema multiplicativo de las po-
tencias de 4. Resulta inmediatamente que el ideal generado por f, g
en A; coincide con el de C, a4,. Escribiendo f= F;/G, g = F,/G,
donde Fy, F, y G son polinomios homogéneos del mismo grado y G
no se anula en ningin punto de Uj, las superficies de ecuaciones
Fi =0, F, =0 pasan por C, ya que las ecuaciones se anulan en
un abierto de cada componente de C, y su interseccién en U; coin-
cide con C al ser a4 = fA; -+ gA;. Se observa ademds que los grados
de las dos superficies pueden aumentarse indefinidamente sin mas
que multiplicar, en las fracciones anteriores, numerador y denomi-
nador por H, lo que equivale a afiadir a las superficies nuevas compo-
nentes disjuntas con Uj.

El abierto U; corta a cada una de las componentes de C, por
tanto C — U; se reducird a un niimero finito de puntos; sean yy, ..., y,
puntos cerrados de C elegidos de forma que haya por lo menos uno
en cada componente de C y entre ellos se cuenten todos los de C — Uj.
Repitiendo el proceso anterior a partir de vy, ..., y;, se obtendrd un
abierto U,, entorno afin de los y; donde C es interseccién de dos
nuevas superficies que pasan por C: F3 = 0, F4 = 0. La arbitrarie-
dad en los grados permite tomar las cuatro superficies del mismo
grado.

No se concluye de la proposicién que las cuatro superficies obte-
nidas tengan por interseccién la curva C, ello s6lo es cierto en el
entorno U; U U, de C; la interseccién de las cuatro superficies pue-
de constar de C y otras componentes fuera de U; u U,.
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4. — EXISTENCIA DE UNA SUPERFICIE SOBRE LA C ES LOCALMENTE
PRINCIPAL

TEOREMA VLS. S¢ C es una curva de Py(k) localmente interseccion
de dos superficies en cada uno de sus puntos, existe una superficie irre-
ducible S que pasa por C de manera que C es localmente principal sobre S.

Demostracién. Cualquiera que sea la superficie S por C, el haz
de ideales de C es localmente principal, engendrado por 1, en los
puntos de S — C, atenderemos pues a los puntos de C.

Designemos por 0 el haz estructural de S y por 2 el de P; (&),
Si x es un punto de C, 6, es el cociente de 2, por una ecuacién local
f. de S. El hecho de que el ideal de C en 0, sea principal equivale a
que el de C en 2, admita un sistema de dos generadores uno de los
cuales sea f,. Debemos probar pues la existencia de una superficie
S que pase por C de modo que su ecuacién local en cada uno de los
puntos de C pueda formar parte de un sistema de dos generadores
del ideal de C en el punto.

Observemos en primer lugar que si 4 es un anillo local, m su
ideal maximal y @ = (f, g) un ideal de 4 engendrado por dos ele-
mentos, tomando A€a, h = af + fg, basta que « 0 § sean inversi-
bles en A para que 4 admita un sistema de dos generadores del que
forme parte %: en efecto, si por ejemplo « es inversible, puede des-
pejarse f de la relacién anterior y resulta (f, g) = (%, g).

Utilizando todas las notaciones de VI.4, probaremos que una su-
perficie. genérica F = A F; + Ay Fy + A3 F3 + A4 F4 = 0, del sis-
tema lineal engendrado por las S;, 2 + 1, ..., 4, verifica las condiciones
del enunciado. Sabemos que F;/G, F;/G generan el ideal de C en el
abierto Uy, siendo Sj, S, superficies que pasan por C, se tendrin
relaciones

F3/G = N{|M-F|G + N3/ M- F,|G
F4|G=N{|M-F|G + N3/ M- F,|G
con Ny, Ny, Ni, N;, M polinomios homogéneos del mismo grado

y M no nulo en ningiin punto de U;. Una ecuacién en U; de la su-
perficie F = A F{ + A, Fy + A3 F3 + A4 F4 = 0 serd

F|G = (4 + 23N{/M + 24N{|M) F1 |G +
+ (A2 + A3 N2 /M + 24 N3 [ M) F, |G
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Para que tal superficie cumpla la condicién requerida en U; basta
que los términos (A4 + A3Ny/M + 4 N{[M) v (A + 43N, /M +
+ A4N3/M) no se anulen simultineamente en ningtn punto de
C n U;; de ocurrir esto en un punto x tendriamos

A= — 2Ny (%)M (x) — 24 N{(x)/M (x) (1)
ho= — 3Ny (9)| M () — 24 N3 (%)M ()
Interpretando A;, A, 43, A4 como coordenadas homogéneas de un
punto, al variar x en C n Uy, el punto (4;, 4, A3, A4) sujeto a las
relaciones (1) describe parte de una superficie y por lo tanto, para
una eleccién genérica de los A, no se verifican simultdneamente las
(1) en ningin punto de U; n C. El mismo razonamiento puede ha-
cerse respecto de U,, con ello, para una eleccién genérica de los 4;,
sobre la superficie de ecuacién homogénea A Fy + A, Fp + 43 F3 +
+ 24F;=0, C es localmente principal. Una adecuada eleccién de
F,, F,, F5, F, permite asegurar que el sistema lineal no estd for-
mado con las superficies de un haz y la superficie genérica es irredu-
cible por el teorema de BERTINI. Puede procederse también amplian-
do el sistema con una nueva superficie irreducible que pase por C
con lo que la superficie genérica de este nuevo sistema lineal estard
en las condiciones requeridas.

5. — REPRESENTACION DE UNA CURVA COMO INTERSECCION DE CUA-
TRO SUPERFICIES

El teorema anterior nos permite generalizar, a curvas localmente
interseccién de dos superficies en cada uno de sus puntos, el clasico
teorema que afirma que toda curva no singular del espacio es inter-
seccién de cuatro superficies (1) ([6] libro 5.9, [27] pag. 238).

TroreEMA VI.6. Si C es una curva de Py (), localmente interseccion
de dos superficies en cada uno de sus puntos, C es interseccion de cuatro
superficies.

(1) Como sefiala Severi en la memoria citada ([27] pag. 266), la teoria
clasica de curvas en el espacio se refiere a cutvas no singulares, ejemplos de
Macaulay ({2]) muestran que el teorema es falso para curvas cualesquiera.
Algunas demostraciones del teorema, por ejemplo la de [6] no son lo bastante
precisas pero la de [27] no admite objeciones. Los teoremas de Perron y Kneser
({191, [9]) con solo tres superficies se fundan en la nocién conjuntista de in-
terseccién, como ya hemos sefialado al comienzo de este capitulo.
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Demostracién. Bastard probar que existe una superficie S que
pasa por C de tal manera que el ideal de C en S viene generado, en
cada punto, por las ecuaciones locales (reducidas médulo el ideal
de S) de tres superficies que pasan por C. A tal fin consideremos una
superficie irreducible S que pase por C de modo que C sea localmente
principal sobre S. Seguiremos en S un proceso parecido al de la de-
mostracién de VI.4. Sean %y, ..., x, puntos cerrados elegidos uno en
cada componente de C y sea U un abierto afin de S que contenga a
los x;. Sea 4 el anillo afin de U y a el haz de ideales de C en S. Por
hipétesis cada a,, es principal, aplicando 1.5, existe fe A tal que
f0:, = a, para cada ¢ =1, ..., s (se designa por 6 el haz estructural
de S). Al igual que en la demostracién de VL4, el ideal fA difiere
del de C en componentes primarias no contenidas en ninguno de los
ideales m; correspondientes a los puntos x;: puede por tanto redu-
cirse el abierto U a un abierto afin U, con x,e Uy, i = 1, ..., s, de
modo que el ideal de C en U, venga engendrado por f.

Dado que U; corta a todas las componentes de C, C — U; es un
conjunto finito: sean yy, ..., ¥, puntos cerrados de C elegidos de forma
que haya por lo menos uno en cada componente de C y que entre
ellos se cuenten todos los de C — Uj. Por otra parte, al ser S — U,
un subconjunto propio y cerrado de S, se tratarid de una subvariedad
de S cuyas componentes tendrin dimensién menor que dos. Sean
Z1, ..., %, puntos elegidos uno en cada componente de S — U,. Como
en el caso anterior es posible determinar un abierto U,, afin y que
contenga a los puntos y;, z; de modo que el ideal de C en el anillo
correspondiente a U, sea principal, engendrado por un cierto g.
Se observa que f, g provienen, por paso al cociente, de ciertas frac-
ciones racionales F/G, F,/G, donde F;, F,, G, G, son polinomios
homogéneos en las coordenadas de P;(k), G; no nulo en ningiin punto
de Uy y G no nulo en ningtn punto de U,. Consideremos las super-
ficies Fy = 0, F; = 0 y una tercera Fy = 0 que pase por C sin pasar
por ninguno de los puntos de S — U; u U,. Ello es posible porque,
al contener U, puntos de cada componente de S — U, S — U, u U,
es un conjunto finito. Las tres superficies pasan por C, baste observar
respecto de las dos primeras que cada una de ellas contiene un entor-
no de un punto en cada componente de C. En cualquier punto de
U, la ecuacién local de F; = 0 genera el ideal de C en S, lo mismo
ocurre en el abierto U, con las ecuaciones locales de F, = 0 y final-
mente, en los puntos de S — U, U U, la ecuacién local de F3 = 0
es inversible y genera el ideal de C en estos puntos (que estdn fuera
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de C) pues este es todo el anillo local. Resulta con ello que la inter-
seccién de las tres superficies y S es C.

CAPITULO VII
LA FUNCION ASOCIADA A UNA CURVA EN EL ESPACIO

Designemos por C una curva de Pj (k) y sean £2 el haz estructural
de P3 (k) y A el haz de ideales de C en el espacio. Al igual que sobre
una superficie puede considerarse la funcién asociada a C en el es-
pacio, F (n) = y (£2/A™). Probaremos en este capitulo que tal funcién,
para curvas localmente interseccién de dos superficies en cada punto,
es polindémica y la calcularemos explicitamente.

Supongamos a partir de ahora que C es localmente interseccién
de dos superficies en cada uno de sus puntos y sea S una superficie
irreducible que pase por C de manera que C sea localmente principal
sobre S (VI. 5). Designemos por 6 el haz estructural de S, por a el
haz de ideales de C en S y por I el haz de ideales de S en el espacio;
a e I son localmente principales. En virtud de 1.3, las potencias
simbdlicas de a y A coinciden con las ordinarias.

En el capitulo IV hemos calculado la funcién asociada a C en S:

2(0]a% = — = (C-C)m2 + (1 — p, 4+ (C-C))

donde el ntmero de autointerseccidn se entiende calculado sobre S.
De la sucesién exacta de haces

0 -1+ A*/A* -Q/A" -~ 0/a" -0
resulta

2(Q/A") =z (0/a") + z (I + A"/A”") (1)

El primer término es ya conocido; por lo que respecta al segundo
tenemos

I+ A*/A* ~ I/l n A”
Probemos en primer lugar que I n A* = [A"~1: si x es un punto

cualquiera de P;(k) — C, la igualdad de las fibras en x es obvia.
SixeC, A, = (f,, &) donde f, genera I, y g, genera, al cociente por
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I, a,. La hipétesis de que A, corresponde a una curva asegura que
todos sus primos asociados son de altura dos, con ello g, no puede ser
divisor de cero médulo f,. Si un multiplo de f, es de A? se tendra
una expresion

fx ,:“ng:“]'an—l gz—lfx_’_“' —*—O(of::

Reduciendo médulo f,, 0 = a, g7 de donde a, e (f,) y el coeficiente

f' se expresa como elemento de A} ~ L Resulta A" n 1 c A" 11 yla
inclusién contraria es obvia.
Tenemos pues

I/InA"=1/TA*""1~Q/A"~ 1,1

Si designamos ahora por I el haz de ideales de una superficie S’, del
mismo grado que S, I ~ I' y podemos elegir S’ de manera que corte
a C en un ntimero finito de puntos:

QA" 1@, 1 ~Q|A*1 @, I ~T'|I' A*—1

Sabido que S’ no contiene ninguna componente de C, se observa
que I' no estd contenido en ninguno de los haces de ideales primos
asociados a A que son exactamente los asociados a A"~ 1 = A"~ 1,
ello permite demostrar facilmente que I' A"~ 1 =1 n A*~1de donde

I'I'A*~1=T[I'n A"~ 1 =1 4 A"~ 1/A"~ 1
podemos considerar la sucesién exacta
0->T+A"1/A""1 >Q/A*~ 1 QA1+ 1 -0
y tendremos
21+ A"[A%) = 7 (Q[A*1) — 4 (/A1 4T 2

El haz Q/A"~1 4+ I estd cocentrado en un ntimero finito de
puntos,

4 (Q/A"—l + l,) = erS'nC di”’l’k Q:«'/A:\:l_] + ]xl

y un céleulo sin dificultades permite obtener
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. n—1 ' 1
dimle Qv/At + lx =—2—(n —{— l)n‘u4

donde u, es la multiplicidad de interseccién de C con S’ en x. El
célculo se simplifica con una adecuada eleccién de S’, puede tomarse
por ejemplo S’ formada por planos de un haz transversales a C y de
modo que la recta base sea disjunta con C. En cualquier caso, si §
eselordende CyseldeS vy S, s6=3,u vy

2(Q/A"-1 4 1) =%6s(n +1)n

De ahi, utilizando (1) y (2)

£ (@A) — 7 (Q/A*1) = 7 (8/a") — 1 bs(n+ D=

=~ (€0 + 85+ (1 = pe++((C-C) + 8)

y sumando
2(Q/A) = ~"2(C0) + 85 + 2 (1 — po) +
+5(3=3pc+(C-C)+85)

que es la expresién efectiva de la funcién asociada. ILa dependencia
de esta expresién de la superficie auxiliar S es sélo aparente ya que
S no interviene en la definicién de la funcién asociada. En el préxi-
mo capitulo probaremos que (C-C) 4+ és = 2p; — 2 + 44, con ello
quedard demostrado el

TrOREMA VIL.1. Si C es una curva de P;(k), localmente intersec-
cibn de dos superficies en cada uno de sus puntos, lUamando & al orden
de C y pc a su género virtual, la funcion asociada a C en el espacio es
el siguiente polinomio en n

1(QIA) = — 4 (2pc — 2+ 40w +

5 (1= o) #2 + (1 — po + 40) .

0| —
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CAPITULO VIII. LA IGUALDAD (C-C) + és = 2p; — 2 + 44.

Demostraremos en este capitulo que si C es una curva de Pj (k)
y S es una superficie irreducible que pasa por C de manera que C es
localmente principal sobre S, se tiene (C-C) + ds = 2pc — 2 + 49,
donde (C - C) esté calculado sobre S, s es el orden de Sy 8 y p. son,
respectivamente, el orden y el género virtual de C. El resultado es
conocido cuando la superficie S es no singular ([32] § 11, por ejemplo),
basta tener en cuenta que el sistema canénico de una superficie no
singular de orden s viene cortado sobre ella por las superficies de
orden s — 4. Nuestra demostracién de la igualdad en el caso general
se basa en la igualdad para superficie no singular y utiliza los teore-
mas de Bertini. Una demostracién directa, en la linea de la que se
utiliza para superficie no singular exigiria la consideracién de un
cierto sistema canénico virtual para curvas y superficies singulares
al modo del de [25], cap. IV; de este modo quizds pudiera extender-
se la relacién clasica entre el sistema candnico de una curva, el ca-
racteristico y la traza sobre la curva del sistema canénico de la su-
petficie.

1. — CASO DE UNA CURVA NO SINGULAR.

Es esencial observar en primer lugar que, cualquiera que sea la
superficie S (irreducible y con C localmente principal sobre S), el en-
tero (C+C) +9ds depende tan sélo de C y su inmersién en el espacio
ya que en el capitulo anterior ha aparecido como uno de los términos
de la funcién asociada a C en el espacio. Resulta asi que para probar
en general la igualdad (C-C) + 8s = 2p; — 2 4 40 basta hacerlo
para una eleccién particular de la superficie S sobre la que C es local-
mente principal.

ProrosiciON VIILL. Si C es zrreductble y no smgular vale la
sgualdad (C-C) + 6s = 2pc — 2 + 44.

Demostracién. Puesto que basta probar la igualdad para una
superficie, utilizando un resultado cldsico (SEVERI [27] pag. 239),
existe una superficie irreducible y no: singular que pasa por C, C es
forzosamente localmente principal sobre la superficie y ya hemos
sefialado que en este caso el resultado era conocido.
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ProrosiciON VIIL2. Sea C una curva localmente principal sobre
una superficie vrreducible S del espacio P; (k), representada como inter-
seccion parcial de S con otra superficie S’. Designemos por C' la curva
complementaria de C respecto de la interseccion de S y S’, 8’ y pc- serdn,
respectivamente, el orden y el género virtual de C'. St es cierta la 1gual-
dad (C'-C') + 0's = 2pce — 2 + 49, es cierta también la (C-C) +
+ 0s = 2pc — 2 + 40, entendiendo que los mimeros de autointersec-
cion se calculan sobre S y s es el grado de S.

Demostracién. Designando por s’ el grado de S’, .es bien sabido
que al ser C + C’ interseccién completa de dos superficies, su gé-
nero virtual vale

r ., ,
b= s+ —4) +1 (1)
Por otra parte
I —peso=1—pc+1—pe—(C-C) (2)
Inmediatamente se obtiene las relaciones

(C-C) =85 — (C-C')
(C'-C)=68s —(C-C)

Eliminando (C’-C’) de la igualdad de la hipétesis
2 —2+4+ 40 =0's"+6s—(C-C)

llevando esta expresién de p. a (2)

i —2=2pc =2+ (s+5 —4+(C-C)
y utilizando (1),
ss'(s+s' —4) =2pc —2+ (s +5 —4) + (C-C)
recordando que ss’' =4 + ¢,
2 —2=0(s+s —4) —(C-C)

igualdad de la que se obtiene la deseada sin mds que eliminar (C-C’)
introduciendo (C-C).
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2. — CASO DE UNA CURVA REDUCIDA.

ProrosicioN VIIL3. Si C es una curva reducida de Ps (k) local-
mente interseccion de dos superficies en cada punto, vale la tgualdad
(C-C) + s =2p; — 2+ 46.

Demostracion. Como hemos hecho notar ya, basta probar la
igualdad sobre una superficie particular. Consideremos el sistema
lineal de las superficies de grado s que pasan por C: si s es lo bas-
tante alto tal sistema no tiene otros puntos base que los de C y tam-
bién, si s es lo suficientemente alto, C es localmente principal sobre
una superficie genérica del sistema: basta para ello tomar S de mane-
ra que el sistema lineal contenga a las superficies S;, . . ., S4 de VI.4,
razonando directamente, si se quiere, a la manera de VLS.

Si en estas condiciones S es una superficie lo bastante general
que pasa por C, C es lo localmente principal sobre S y, por los teo-
remas de BERTINI ([30], [31]), S es irreducible y carece de puntos
singulares fuera de C. No es posible asegurar en general que S sea
no singular, basta que C tenga un punto singular con tangentes no
coplanarias para que toda superficie que contenga a C sea singular;
probaremos sin embargo que S debe ser normal: las tnicas curvas
multiples que puede admitir S son las componentes de C; sea x un
punto de una componente C; de C, el ideal de C en 6, (0 haz estruc-
tural de S) es principal, sea (f); por ser C reducida las componentes
primarias de (f) son los ideales primos de 6, correspondientes a las
componentes de C que pasan por x, sea pues (f)=p; n...N p,:
si por ejemplo p; corresponde a Cj, f genera el ideal maximal de (6,) p,
que es el anillo local de C; en S, tal anillo es pues regular y C; no
es una curva mdltiple de S.

Sabido ya que S presenta un ntimero finito de puntos singulares,
consideremos el sistema lineal cortado sobre S por las superficies
de grado suficientemente alto que pasan por C, excluida la parte
fija C: la curva genérica es irreducible y, si el grado de las superfi-
cies es suficientemente alto, carece de puntos singulares ya que estos
deberfan ser puntos base del sistema pero la existencia de ecuacién local
de C en un entorno de cada punto x de S asegura la existencia de
una superficie que pasa por C y corta a S exactamente en C en un
entorno de x. Podemos afirmar pues que C puede representarse como
interseccién parcial de S con otra superficie de manera que la curva
complementaria sea irreducible y no singular: por VIIL.1 vale la



Acerca del género virtual de las superficies algebraicas 53

férmula para la curva complementaria y aplicando VIIL.2, vale
también para C.

3. — CASO GENERAL.

TEOREMA VIIL4. Si C es uma curva localmente interseccion de
dos superficies en cada punto y S una superficie irreducible que pasa
por C, de manera que C es localmente principal sobre S, vale la férmula
(C-C)+ s =2p. — 2+ 46 donde (C-C) se ha calculado sobre S, 6
es el orden de C vy s el de S.

Demostracién. El resultado viene asegurado por VIII.3 para curvas
reducidas, bastard probar que C admite, sobre una conveniente su-
perficie S, un complemento reducido para que, por VIIL.2, valga la
férmula para C sobre S y valga por tanto en general.

Ello resulta de repetir el razonamiento de VIIL.3 con ligeras
modificaciones: podemos tomar una superficie irreducible S de ma-
nera que C sea localmente principal sobre S y S carezca de singula-
ridades fuera de C (1). Tomando otra vez el sistema lineal de las
trazas sobre S de las superficies de grado suficientemente elevado
que pasan por C desprovisto de su parte fija C, dicho sistema sigue
carente de puntos base y mediante una nueva aplicacién del teorema
de BERTINI, su curva genérica carece de partes mdltiples.

La igualdad obtenida permite obtener nuevas demostraciones de
teoremas cldsicos extendiendo su validez a curvas localmente inter-
seccién de dos superficies en cada punto; de entre ellos queremos
destacar:

Cororario VIILS. (Género de una interseccién parcial). Si S
es una superficie irreducible de Py (k) v C una curva localmente prin-
cipal sobre S, rvepresemtada como imterseccionw parcial de S com otra
superficie S’, el génevo virtual de C se calcula por la férmula

p, 2t —24) —(€c)

donde 0, sy s' son los érdenes, respectivamente, de C, Sy S' y C’ es la
curva complementaria de C respecto de la interseccion de S y S'.

(1) No parece posible probar que S sea normal, en cuyo caso bastaria la
demostraciéon de VIII. 3.
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Demostracién. Asegurada la validez de la férmula (C-C) + ds =
= 2p. — 2 + 40 sobre S, basta expresar (C-C) en funcién de 9, s’
y (C-C’) como en la demostracién de VIIL.2.

Conviene sefialar que (C-C’) es independiente de la superficie S
va que por definicién es la caracteristica de Euler-Poincaré de la
variedad (de dimensién cero) interseccién de C y C'.

CAPITULO IX

I,A VARIACION DE GENERO VIRTUAL PARA ALGUNAS
SUPERFICIES DEL ESPACIO ORDINARIO

Si C es una curva v-uple de una superficie irreducible S del espa-
cio ordinario Pj(k), calcularemos en este capitulo la funcién aso-
ciada a C en S admitiendo como hipétesis que C sea localmente inter-
seccion de dos superficies en cada punto y que la dilatacién de S cen-
trada en C sea finita. En particular el término independiente del po-
linomio que corresponde a la funcién asociada proporcionaré la di-
ferencia a ps — ps donde S es la transformada de S respecto de C
(cap. IIL.). Supondremos pues a lo largo de todo el capitulo que S
es una superficie irreducible de P;(k), C serd una curva reducida
de P;(k), localmente interseccién de dos superficies en cada uno de
sus puntos, cada una de cuyas componentes serd una curva v-uple
de S. En particular las potencias ordinarias y simbélicas del haz de
ideales de C en el espacio coinciden.

1. — Resultados auxiliares.

Si A es un anillo local, m su ideal maximal y g un elemento de A4
tal que g e m® — m** 1, llamaremos forma inicial de g, y la designa-
remos por g, a la clase de g en m*[m”* 1 ([21], pag. 177).

Supongamos en primer lugar que C es una curva irreducible de
P5 (k), designaremos por £ el haz estructural de P; (k) y por 6 el de la
supetficie S, 6 es cociente de 2 por el haz de ideales localmente prin-
cipal correspondiente a S en el espacio. Sean £ el anillo local de
C en el espacio, fibra de £ en el punto genérico de C, 6, el anillo local
de C en S, fibra de 0 en el mismo punto, y Py y po sus respectivos
ideales maximales; si g es una ecuacién local de S en un punto cual-
quiera de C, g es un elemento de £, y genera el ideal de S en £, de
ahi que 0, = Qo/(g). Al ser 2y un anillo regular de dimensién dos,
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su graduado, G (£2y) es un anillo de polinomios en dos variables; el
graduado G (f) resulta isomorfo al cociente de G (2g) por el ideal
homogéneo engendrado por la forma inicial de g, de ahi se obtiene
inmediatamente la expresion efectiva de la funcién de Hilbert-Samuel
de 6y paran > v — 1

dimy, Oy/po = vn -—;—v(v — 1)

donde », que por definicién es la multiplicidad del anillo local 6,
((22] vol II. cap. VIIL §10), es decir, la multiplicidad de S en C,
aparece en el cdlculo como el grado de la forma inicial de g.

LemA IX.1. Si fe 0 es tal que fpo = ps~ " para n mayor que un
cierto ny, entonces vale la misma igualdad para n > v — 1.

Demostracién. Se observa inmediatamente que f € pg — p%. Sea
" €y una antiimagen de f, f' € Py — P2 Recordando que una fa-
g 0 q

milia de elementos de P, generan el ideal si sus clases en Py/P; son
una base, existe 4’ € P, tal que f’, 4’ generan Py; la forma inicial de g
(g base del ideal de S) se expresard como una forma de grado » en
fLh:

g=M,(f, /) =agf"+ ...+ a,h"”

con los a; € k. Comprobemos que a, # 0: désignando por %.la imagen
de 2’ en 0y,

0=apf +... +ak

y para cualquier # mayor que #g, tendremos, en virtud de la hipétesis,
k"1 = fr con 7 € pg; en G (0) resultard #*+1 = fr y si#’ es una an-
tiimagen de 7 en 2, el elemento A’+1 — f'¢" debera ser un multi-
plo de g = M, (f', #’) ya que su imagen es nula en G (f); la existen-
cia en G(Q¢) = k[f’, #'] de un miltiplo de M, con un término no

nulo en #’"+1 asegura que a, # 0.
Tendremos pues en G (6;) una expresién

—Evzbvﬁ—‘}—bv_]ﬁ—lﬁ-i—...+b1fﬁ;'—1

de la que es inmediato probar inductivamente que los
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generan pj/ps "' para m >» — 1; utilizando la funcién de HILBERT-
SAMUEL, tales elementos son una base y por el lema de NAKAYAMA los

fn, fﬂ -1 h, e, fﬂ— v+ 1 hr-— 1

son un sistema minimo de generadores de py para # >» — 1. De
ahi se sigue inmediatamente la afirmacién del enunciado.
Volvamos ahora al caso en que C es una curva »-uple de S, re-
ducida pero no necesariamente irreducible. El haz de ideales a de
C en S es interseccién de los haces de ideales primos asociados y
tenemos:
LeMa IX.2. Si, para un cierto fea,, fa” = al" ™" para n mayor que
um cierto ny, la misma igualdad vale para n >v — 1.

Demostracion. El enunciado es trivial si x ¢ C. Si x € C se obser-
va inmediatamente que fea, — a?, basta por ejemplo aplicar III.1;

con ello es obvio que fa” c a” *" cualquiera que sea #.
Designemos por py, ..., p, los ideales primos asociados a a, y por
6,, ..., 6, los localizados de 0, en dichos ideales. Cada p; es de altura

uno y corresponde a una de las componentes de C que pasan por ¥,
el localizado 6; es el anillo local de dicha componente en S y al ser
C reducida, a, = p; N ... N p,. De la hipétesis y del hecho de que
a’ 0. —a™ 0, = p! 0, se deduce inmediatamente que fp70; = pr *' 6,
para # > ng;, por ellema anterior taligualdad es vilidaparan > v — 1.
Recordando que, por definicién, al” = 6, n (n a} 6;), si z e al*"
zeprt! 0, para cada 7, de ahi que si » > » — 1, z/fep; 0, para
todo 4. Si p es cualquier otro ideal primo de altura uno de 6,, f ¢ p
en virtud de IIL.1 y z/f € (0,),. Resulta pues que z/f es de 6, al ser

de todos sus localizados en primos de altura uno, por lo tanto z/f € al”
y queda probada la igualdad del enunciado para # >» — 1.

LEMA IX.3. St g es un elemento cualquiera de 2, tal que g € A‘: — AL *!
v A es el haz de ideales de C en el espacio, (g) n AL =g Al ™" para
cualquier n > p.

Demostracién. Si x no es un punto de C la igualdad es obvia.
En caso contrario sean Py, ..., P, los ideales primos asociados a A, ;
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Escribiendo (2,)p;, =92, vy P,Q, = M;, cada 2, es un anillo local
regular de ideal maximal M;. Es sabido que definiendo v; («) =¢siy
s6lo si « € M; — M:™' se determina una valoracién del cuerpo de
fracciones de 2, centrada en M; (1). Si ge A% — A%, teniendo en
cuenta que AY"Y = A4T! ge M — My por tanto v, (g) = p
para todo 4. Si ahora kg € A} (n > p) se tendra v, (hg) > » para todo
¢, de donde v, (k) >n — u para todo i y he n M;™* resultando

heAl ™" = A" Queda probado pues (g) n A% c gA? * y la in-
clusién contraria es trivial.

3. — LAS POTENCIAS SIMBOLICAS Y EI, MORFISMO DE RESTRICCION A S.

En general, si ¥ es el morfismo natural ¥: Q — 6, no puede ase-
gurarse que ¥ (A™) = a™ si A y a son los haces de ideales, en el
espacio y en la superficie, de una curva de S. Baste observar que de
ser asi, si la curva es localmente interseccién de dos superficies en
cada uno de sus puntos, coinciden las potencias ordinarias y simbé-
licas de A y de ser cierta la anterior igualdad, lo mismo ocurrirfa
con a: en el apéndice se tiene un ejemplo en el que la curva es un
par de rectas y las potencias ordinarias y simbélicas de su haz de
ideales sobre la superficie no coinciden. Probaremos que se verifica
la igualdad cuando la curva y la superficie verifican las hipétesis
introducidas al comienzo del capitulo.

Lema IX.4. Consideremos, com las motaciones wutilizadas hasta
ahora, el morfismo en fibva V,: Q, — 0, en un punto cerrado x de C.
St 3 es el sistema multiplicativo complementario de la reunién de los
deales primos asociados a A,, escribiendo para un ideal cualquiera
IdeQ, S(I)=I3"102,n8R,, setiene ¥;' (@) =3 ((g) + AY
donde (g) es el ideal de la superficie en Q,, wicleo de ¥, (2).

Demostracién. Sea 0 = ¥, (X)), ¢ es el complementario de la reu-

nién de los ideales primos asociados a a, y a = ¢ (a;) con la no-
tacién introducida en el enunciado. Es obvio que ¥, ' (al”) 5 3 ((g) +

(1) [227 Vol. 2. pag. 302.

(2) Son innecesarias aqui las hipétesis de que C sea cutva y-uple de S,
localmente intersecciéon de dos superficies en cada punto y la dilatacién de S
centrada en C sea finita.

5 — Collectanea Mathematica
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+ A}). Reciprocamente, si ¥, (z) € &, d ¥, (z) € a’ para un cierto
d € o; escribiendo d = ¥, (d'), d' €Y, d' z difiere de un elemento de

A7 en un elemento del nicleo de ¥,, &' ze A; + (g) v z € 3 (AL + (g)).

PROPOSICION IX.5. Si C es una curva localmente interseccion de
dos superficies en cada uno de sus punmtos, curva v-uple de una super-
ficie irreducible S de modo que la dilatacion de S centrada en C es finita,
se cumple ¥ (A®) = a* cualquiera que sea #.

Demostracién. Basta probar la igualdad en fibra y ello para los
puntos de C ya que en los demds la igualdad es obvia. La igualdad
en los puntos genéricos de las componentes de C se obtiene sin mds
que observar que A™ = A" y la fibra de a en tales puntos es el ideal
maximal cuyas potencias simbdlicas coinciden con las ordinarias.
Supongamos pues que x es un punto cerrado de C y sea g un genera-

dor del ideal de S en £, . Por ser C curva »-uplede S, g AY — AV ™) —
= A, — A."' y por el lema anterior, para n <,
7. ' (a") = Z((e) + A) = T (A)) =AY
de donde a = ¥, (A"”) para #n <. Sin > » es obvio que
7, (AY) = ¥, (A}) = a} c al”

En virtud de IV.12, existe fe 6, tal que al’ = f»—» af) =
=f"rP,AD) c a7 P,(AY) = al " P, (A) = P, (AT ) P, (A)) =
= ¥, (A*) = ¥ (A™).

Cororario IX.6. En las condiciones de la proposicion anterior,
a* = a™ para todo n.

Cororario IX.7. Cualquiera que sea w, la sucesién
0> A"+ D/A* —» Q/A* -~ 6/a™ -0

es exacta, siendo @ el haz de ideales de S en el espacio.

4. — CALCULO EFECTIVO DE LA FUNCION ASOCIADA A C EN S.

A partir de VII.1 y IX.7 podemos proceder ahora al cilculo de la
funcién asociada a C en S. Tenemos en primer lugar el isomorfismo
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A" + D/A*~D[A" n D
y usando IX.3,
PIA"NDP=DA" "D ~Q|A*" " Q, D n>v
Tomando ahora otra superficie S’ del mismo grado que S de modo que
corte a C simplemente en un ndmero finito de puntos, si @' es el haz
de ideales de S/, D~ &' y
QA" "R, D =RQ|A*" " Q, & ~ D' |A*~+ &',
Usando de nuevo IX.3
A*—*®d" =A"—n @
y podemos establecer la sucesién exacta
0 >PD/A* "D QA > > Q[|A** + D -0

en la que 2/A”~* 4 @’ esta concentrado en el niimero finito de puntos
de interseccién de S’ y C, se obtiene facilmente

L(QIA " + &) =56 —») (n —v + 1)

Nlt—‘

sideselordende C yseldesS.
Calculando ahora a partir de la sucesién exacta de IX.7, de las
relaciones precedentes resulta

£ (0/a") = 1 (2A%) — 7 (Q/A*=") + 2 58(n — ) (n —» + 1)

para n > ». Basta ahora tener en cuenta la expresién de la funcién
asociada a C en el espacio (VII.1) para obtener el

TEOREMA IX.8. St C es una curva de P (k), localmente interseccion
de dos superficies en cada punto, curva v-uple de una superficic trre-
ducible S de modo que la dilatacion de S centrada en C es finita, la fun-
cion asoctada a C en S es un polinomio en n, para n > v, que vale
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~[(pe — )7+ (4 — ) 6]n2 +

T [{pe — 1) 62— )+ 5 (492 — 205 + S]n —

—%[(PC — 1) (2v3 —3v2+9) + 6 (43 — 4y — 3592 + 3s59)]

donde 0 y pc son el orden y el género virtual de C y s es el orden de S.
En particular se obtiene la variacién de género virtual:

CoroLARIO IX.9. En las condiciones del teovema anterior, la diferencia
entre los géneros virtuales de la transformada de S respecto de C vy la
propia S es

bps — bs =%[(PC — 1) (23 — 3924 ») + 0 (4»3 — dv — 3592 4 3s%)]

con las notaciones del teovema anterior.
El corolario presenta su mayor interés en el caso de aquellas

superficies dotadas de una sola curva y-uple cuya transformada S
sea no singular o presente tan solo singularidades racionales. El gé-
nero virtual pg es entonces el género aritmético efectivo de S y re-
sulta directamente calculable a partir del corolario y la expresién
bien conocida de pg en funcién del orden de S:

po=g (s —1)(s—2(—3)

Conviene sefialar que la fé6rmula obtenida coincide, para » = 2,
con la clasica f6rmula del género para superficies dotadas de singu-
laridades ordinarias ([5] pdg. 108 o [29] pag. 75) (1); sin embargo,
en esta tiltima no se requiere que la curva doble sea localmente inter-
seccién de dos superficies en cada punto lo que hace suponer que no
sean necesarias, para la validez de IX.8, las hipdtesis introducidas
en este capitulo.

(1) En la expresién clésica suele figurar el género efectivo de la curva
que se relaciona con el virtual aqui utilizado mediante los 6rdenes de singu-
laridad de los puntos multiples de la curva (véase [3]).



APENDICE

Sea € el cuerpo de los niimeros complejos y consideremos, en
el espacio P3(€) un cono cudrtico cuya directriz presente un punto
cuspidal triple. Eligiendo convenientemente una referencia afin la
ecuacién del cono es X3Z — Y4 = 0; sus singularidades son la ge-
neratriz que pasa por el punto singular de la directriz (eje Z), que
es una recta triple, y el vértice, que es un punto de multiplicidad
cuatro. Designemos por (x, v, 2) el punto genérico del cono, el anillo
correspondiente a la parte afin, V, considerada es €[x, y, z].

Sea p la dilatacién centrada en la recta triple. La antiimagen por
o de la parte afin considerada viene recubierta por dos abiertos afines
U,, U, de anillos €[x, vy, 2, x[y], €[x, v, 2, v [x]. Tomando por ejemplo
U,, el punto genérico de la transformada es (%, y, 2, x[y) y U, aparece
sumergido en un espacio afin de dimensién cuatro Ey4, la proyeccién
paralelamente al cuarto eje, E4, — E;, induce en U, la restriccién
de p. Es inmediato probar que el cuarto eje estd contenido en U; y
por ello g no es finita en el vértice del cono.

Para obtener una dilatacién finita tomemos como centro un par
de generatrices, una de las cuales sea la triple: elijamos como segunda
generatriz el eje X, con ello el ideal correspondiente al par de genera-
trices en €[x, y, 2] es (¥ 2, ¥) y resulta inmediatamente que se verifican
las condiciones de IIL.2. De hecho, la antiimagen por la dilatacién
7, centrada en el par de generatrices, del abierto afin ¥ es un abierto
afin U de anillo €[x, v, z, x2[y].

El cono que nos ocupa es racional, tomemos la parametrizacién

x=a4
y=ap
22[34

El anillo afin de V aparece entonces como €[a4, a3 f, f4] con «, f
libres sobre €; el de U serd €[a4, a3 B, B4,  f3]. Es facil observar en
este ultimo anillo que «652 ¢ (x4) y en cambio, «652(«4, &3, a3, f4)
C («4), de ahi que el ideal maximal (a4, «3f, af33, §4), correspondiente
al origen con las coordenadas tomadas en U, sea primo asociado del
ideal principal («4) y la superficie transformada del cono no sea C. M.

En particular, utilizando IV. 13, las potencias simbdlicas del haz
de ideales del par de generatrices utilizado no coinciden con las or-
dinarias.






