SULLA PROPAGAZIONE DELLFE ONDE NELLA
TERMOIDRODINAMICA RELATIVISTA

per

GIUSEPPE ARCIDIACONO (a Roma)

1 — INTRODUZIONE

Nel precedente lavoro [1] abbiamo visto che nella «relativita
proiettivas basata sul cronotopo di De Sitter, le equazioni di Maxwell
generalizzate ci forniscono una nuova formulazione della termoidro-
dinamica dei fluidi incompressibili. Passando al limite per 7 tendente
all'infinito, si ricava il tensore energetico della termoidrodinamica
relativista

| .
(1,1) i Ty = fru;my, -+ f (u, g, + @) + P 0y + 4 q

dove abbiamo indicato con f l'indice del fluido, ed abbiamo posto
(1,2) P=uptple=2uFn ;g =glfe

Inoltre vale la seguente equazione di stato

(L,3) 2p = f2c2 — g2 ovvero P = u2ct — q2/c2

Tra ¢ fluidi termodinamici incompressibili si possono poi definire
quelli che abbiamo chiamato «deali», per 7 quali I'indice F e la en-

tropia S sono date dalle formule [2]:

o (m— 1)k T ) a7
(1,4) r_—Z,uoT]OgT—O ; S=Fe2|T
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In particolare, se la conducibilitd termica del fluido ideale é nulla
(g; = 0), l'indice F e la entropia S sono date da

(1,5) poF=N-T* ; S=FeT

7

dove N é una costante. Si ottiene cosi la legge generale della radia-
zione termica, trovata dallo Straneo in base alla sua teoria delle di
mensioni fisiche [3], e che adesso si ritrova a partire dalle equazioni
della termoidrodinamica. Infatti, la (5), per # = 4 ci da la legge di
radiazione del corpo nero, e per # = 5/2 quella della radiazione
corpuscolare.

Nella prima parte di questo lavoro studieremo la propagazione
delle onde nella termoidrodinamica relativista, secondo i due schemi
di Eckart e di Landau-Lifchitz. Nella seconda parte estenderemo 1
risultati ottenuti, al caso della termoidrodinamica proiettiva.

L1i ONDE NELLA TERMOIDRODINAMICA SECONDO ECKART

Come ¢é mnoto, nella termoidrodinamica secondo lo schema di
Eckart [4], si parte dal seguente tensore energetico

(2,1) Ty = po Fuuy + p 0y + (w9, + u;q,) [c2

dove, per il significato dei simboli rimandiamo alla precedente me-
moria [1]. Uguagliando a zero la divergenza del tensore energetico,
si ottiene 1'equazione dinamica

aty, 0; (po Fatg) + po I 0, + 0, +
+ (2 0; g + 5 0;14; + 1, 0,9, + ¢, 0;1;) [c2 =0

Moltiplicandola per #, si ricava l'equazione di continuita
(2.2) ¢20; (uo Fuy;) —dpldv + g, a;/c> + 0,4, =0

dove si é tenudo conto che dalla #;q, = 0si deduce wu,;dq;/dT =
— a;q;, e si é indicata con g; 'accelerazione.
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Occorre poi aggiungere 1'equazione di conservazione della materia
(2.3) 0; (uou;) = 0
e quindi la (2) si semplifica ulteriormente
(2,4) AugdFldv —dpldv+ 8;q; + a;q;/]c2 =0
Tenendo conto della equazione termodinamica
(2,5) uoc2dF —dp = pyTaS
la (4) si puo scrivere nel seguente modo
(2,6) uo1'dS|dv -+ 0;q; + a;q;/c2 =0

Portando la (2) nella equazione dinamica, essa diventa

u, d
(2,7) poFay+ 4L 4 o,p +

1dg,
+ (:—Z(ZZ_-E —nli% + 4, 0 u; + qiaiq,¢> =0

Dalla equazione di Kranys della conduzione termica [5]

dg; ,aT
(2.8) 6+ uge = x0T+ 557

c2dr

moltiplicandola per u;, segue che u,dq,/d7 = 0, e quindi si deduce
che il vettore termico ¢; é ortogonale alla accelerazione

(2,9) a;,q;, =0

Si hanno infine le due equazioni di stato

(2,10) p=pwT) ; S=5(uT)

dove pg e T sono le due variabili termodinamiche. Tenendo conto

della (9) si hanno in definitiva le seguenti equazioni della termoidro-
dinamica, secondo lo schema di Eckart:

9 — Collectanea Mathematica
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i

i - u, dp 1 (dg, —

% (a) wo Fay, i‘c—zd_,L_‘I“aiP‘l‘c_z(d—{ +‘]ka1'“i‘|“]iai”k)—0
i s du

! (b) HOTa‘;_ai%ZO () d_,;)+ﬂoai‘ui=0

dq; u; dT
(d) qi—‘_/cﬂ_—'{(aiT_l_E_zﬂ)

dS_S/ d@J—S’ d]‘ dp rd/l.o . /d’l‘

©  Fr= Sy TSy O g =Pegn TPy
() uu; = — c2 ; u;g; =0 ; a9 =

Per studiare la propagazione delle onde nel fluido, consideriamo
una ipersuperficie X' del cronotopo, di equazione ¢ (x;) = cost. Attra-
verso questa ipersuperficie siano continue le variabili del campo
(1, q;, P> 1o, T, S), mentre possono presentare discontinuita di prima
specie le loro derivate parziali prime rispetto alle x;. Indicando con
(U,, 0., @, my, ¢, 6) le corrispondenti discontinuita, e procedendo
come ¢ stato precisato mnel precedente lavoro [1], dalle equazioni
(¢) si deduce che ' '

(2,11) u; Uy =0 ; u;Q; =0 ; :U; =0

Dalla equazione dinamica (a), passando alle discontinuita, segue che
. Uy . .
po U 9 + c—zk o+ ag,+ (g + 4 Uip + ¢ Usg) [c2=0

Moltiplicandola per ¢, = ¢, ¢ a ponendo
(2,12) X ==U;g ; Y =0 ; P2 = ¢

otteniamo 1'equazione algebrica

. . _ 1 . :
(D ,uOFti—I—g¢2+ﬂw2+c—2(y¢i+24i¢iX)=0
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Dalla equazione (b) di continuita, segue

(II) 4 mTeo+Y =0 1

Dalla equazione (¢) di conservazione della materia, si ha

Dalla equazione (d) di Kranys, ponendo kg = [y si ricava la
Qi9 + ko b (@ + 11,9/c2) =0

la quale, moltiplicata per ¢, ci da

() \ DY + k05 + §2/c) = 0 {

Dalle (e) (f) seguono infine le due equazioni

123

(V)

o= Sy 1 SpB 1 (vI)

n = pumy + pr0

Otteniamo cosi un sistema di 6 equazioni algebriche omogenee nelle
6 incognite (X, Y, =, my, 0, o). Dalle (II) e (III) si ricavano la

XelaY
X=—-molpp ; Y=—-—wTle¢o

mentre la (V) e la (VI) ci danno la o e la 7. Sostituendo tali valori
nelle rimanenti equazioni, ci riduciamo al seguente sistema di due

equazioni nelle due incognite (s, 6):

[T . o . T . .
[Ftpz — Do (9% + @2[c?) + ”—22— @2Su + 24 (P-iti’/ﬂo] my +

@13+ [H7 28t — pr G+ 921e3] 0 =0

T . T . 4 — "
’ % S#o (pZ;/nO + |:'u2_2 (PZ ST — kO ((pz + (pZ/CZ)]o =0
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Perché tale sistema ammetta soluzioni non tutte nulle nelle discon-
nuita, (mg, ) occorre annullare il suo determinante, cioé

(F+lls vt 2oy g Blsy_y
(2,14) #o —0

"g—zT S, V2 ”‘c’zT S7V2 — ky

dove abbiamo indicato con ¥ la velocitd di propagazione delle onde,
e con ¢y la componente del vettore termico, nella direzione spaziale
di propagazione dell’onda, cosi definite

2,15) V2=¢2[(g2 + ¢2/c) ;g% = (¢:9)2] (92 + ¢2/c?)

Sviluppando il determinante (14) otteniamo la seguente equazione
di 4° grado nella velocitd V:

F T ’ 2 1 ! k '

fzo STV4+_Eq2_VSTV3—2-:;—ZNV+kOPM+
(2,16) - T
(ko 7+ £ 21aST) + (ho — £ P 1| V2 = 0

Tale equazione si semplifica notevolmente se la entropia soddisfa

alla condizione S,, = 0, oppure se la pressione p é tale che py = k.
In tal caso si avrd una equazione di stato del tipo

(2,17) p=rkoT + A (u)

dove A (ug) é una arbitraria funzione di g [6]. Come si vede dalla
(14) si ottienc 1’'equazione piu semplice

2QN 4 ﬂOT 'V —
Sy — pu) (M SV — k) = 0

(2,18) (F 2 4

la quale ci fornisce la velocita delle onde di entropia

(2,19) V2 = koc?|po TSt
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e le due velocita delle onde idrodinamiche
(2:20) FV2 —Qqyluo) V — pu =0
In particolare, se g, = 0, avremo la velocita
(2.21) V2= p, |F

la quale, in assenza di scambi termici (F = 1), si riduce alla velocita
V2 = p,. delle onde idrodinamiche.

3. — LLE ONDE NELLA TERMOIDRODINAMICA SECONDO LANDAU-LIFCHITZ

A risultati un po diversi si perviene se si utilizzano le equazioni
della termoidrodinamica, secondo lo schema di Landau-ILifchitz [7].
In tale teoria si parte dal tensore energetico

(3,1 Ti=poFu;uy + p 0,

Annullando la sua divergenza, si ottiene l'equazione dinamica
(3.2) wy, 0; (o Fut;) + po Fa; 0,0, + 0,0 = 0

la quale, moltiplicata per #,, ¢i da I'equazione di continuita

(3.3) c29; (o Fu;) = dpldr
Allora la (2) diventa
u, dp

che € l'equazione di Eulero. Occorre poi imporre la condizione, che
sostituisce quella (2,3) di conservazione della materia

(3.5) 0; (mor; +q;) =0
La (3) si scrive allora cosi

2ugdF|dv — c2F o, (ugw;) —dpldt =0
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ovvero, per la (5)
a
p_ 0

aF
2 2 g, — —— —
C‘uod‘[ CFal«gl dr

e tenendo conto della equazione termodinamica (2,5), avremo infine
(3,6) uoTdS|dvr — c2Fd,q,= 0

Otteniamo cosi il seguente sistema di equazioni

1, AP

(a') F‘OF“k‘*‘C‘za—_L_"akib:O

, as R/
(') ﬂoTﬂ—CzFa«'%:O (¢) T’?‘*‘ﬂoai“;‘}'ai%:o

, dg; u,dT
@) ‘]i'{‘%a;—_”(aiT‘]‘c—Zd—T)

’ dS_ ’ d,uo ;dT , dj)_ ’ d[.to /d]‘
(¢ d—%——suoﬂ‘i‘srﬂ (f) E—Puoﬂ"‘PT;i—T

(&) wyu; = — 2 ; u;,q; =0 , a;9; =0

Procedendo come al numero precedente, passiamo alle equazioni
di compatibilita dinamica. Dalla (a’) segue l'equazione algebraica

. Uy .
(3.7) poFULG+ 5 ¢n+agp =0

la quale, moltiplicata per ¢, ci da

() ] b F o X + 752+ 62/c2) = 0 ]

Dalla (b") si deduce che

(Ir) ‘mT¢a—ﬂFY=O‘




(3.8)
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dalla (¢') segue subito 1'equazione

() ’¢%+MX+Y=0‘

Dalla cquazione di Kranys, di deduce come nel #0 precedente

(V) ‘¢Y+%Mw+¢ma:0‘

Si hanno infine le due equazioni

V') o= S,,my+ St ' (VI') | 7= pu Mg + pr0

Otteniamo cosi un sistema di 6 equazioni algebriche omogenee
nelle 6 incognite (X, Y, &, my, 0, 0). Dalle (II') e (III') si ricavano
laXelaY

X=—gmo/pg—Tpo[c2F ; Y=ypTeoc[c2F
mentre la (V') e la (VI') c¢i danno la ¢ e la z. Eliminando tali

incognite dalle precedenti equazioni, c¢i riduciamo ad un sistema
algebrico di 2 equazioni nelle due incognite (my, 0)

. T . ’ ’ 12 ’ _ .
g F g2my + B2 ¢2 (Siymo + S76) — (bromo + £76) (@2 + §2[c) = 0
T . : .
( T 9 (Stomo + ST) + ko0 (72 + §2/2) = 0

Introducendo la velocita V delle onde, data dalla (2,15), esso assume
la forma pit semplice

c

‘, {(F + ”02T S,’,,,) V2 — 75,'10] my -+ [‘_‘STT Shv2 — j)ﬂ 0 —0
(3,9 ’ .

( -ZO—E]; S,’,O V2mg + <i‘20}]’: Sy V2 -+ k()) 0=0
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Perché tale sistema ammetta soluzioni non tutte nulle nelle discon-
tinuita, occorre annullare il suo determinante

' T
l (F + —— SI‘o) - Pllo /‘0 PT
(3,10) ' =0
| tl s, v LEACACES |

Sviluppando e semplificando, otteniamo l'equazione biquadratica
nella velocitd V':

’ T ’ ’
G.11) | LS vas [BD s, (bt 7/ )+ (e F =21 51,57V — ko plu=0

Come nel caso precedente, essa si semplifica notevolmente, se l’en-
. . . . ’ . ,
tropia soddisfa alla condizione S,, = 0, oppure se la pressione &

tale che

(3,12)  pr= —kyF

Dalla (10) segue allora che la (11) si riduce ad una equazione piu
semplice :

(3,13) (FV2 — Pyo)( ST V2 +ko)

la quale ci da la velocita delle onde di entropia
(3,14) V2= — kyF[uy TSy
e quella delle onde idrodinamiche
(3,15) V2= p,|F
Dai risultati ottenuti appaiono chiaramente le differenze e le

analogie tra le due diverse formulazioni della termoidrodinamica
relativista.
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4 — CASO DEI FLUIDI CON CONDUCIBILITA TERMICA NULLA

Particolarmente interessante € il caso in cui la conducibilita ter-
mica del fluido é nulla, perché allora ¢; = 0, e la teoria di Eckart
viene a coincidere con quella di Landau-Lifchitz. Ci riduciamo cosi
al seguente sistema di equazioni differenziali

1, d
(20) woFa,+ %L 4 5p—0
(b)) woTdS[dz =0 (co) @poldT 4 podu; =0
dS_ /dyo rdT (fp_ /d‘u() rdT
(do) E“SMHJFSTTT (eo) dz = bng, +br 7

Da esso si deducono le condizioni di compatibilitd dinamica

( (10) o F ¢ X + m (g2 + ¢2/c2) = 0
(41 < (I ¢=0 (1) ¢my+ ugX =0
t (IV0) O = S,,my -+ S70 (Vo) = prmo + pr 0

Perché tale sistema omogeneo ammetta soluzioni non tutte nulle nelle
discontinuita, occorre annullare il suo determinante

to F o P2 + ¢2/c2 0 0
0 ; 0

Ho t%? =0
0 Slto Sr
0 —1 Puo pr

ed otteniamo cosi 1'equazione nella velocitd V delle onde

(4,2) FST V24 (Sp,pr — St ) = 0

. . . . . ! ’
Tale equazione si semplifica nel caso in cui p7=0 (ovvero S, = 0),
e ci da la velocita delle onde idrodinamiche

(4,3) V2=p,|F
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Se invece p,, = 0 (ovvero S7 = 0), otteniamo la velocita delle
onde di entropia

(4.4) V2= — (S,,p1)|(FS7)

Nel caso pitt generale, si ottiene la seguente velocita

1 ’ ! SI
2 _ f— . —”o
(415) |4 F (pldo /)1‘ S%)

che generalizza i due precedenti casi particolari.

5 — L EQUAZIONI DELLA TERMOIDRODINAMICA (PROIETIIVAY»

Fatta questa premessa sullo studio delle onde nella termoidrodi-
namica relativista, ci proponiamo di estendere e completare i risul-
tati ottenuti nel precedente lavoro [1], al caso della termoidrodina-
mica «proiettivan.

A tale scopo osserviamo che, nel caso dei fluidi incompressibili,
il relativo tensore energetico é dato da

i 1
(51) Tap— Cscp — Cscs (5 ban — 73 % xl,) (4,B,S=1,2..5)

e risulta «duale» (nel senso della geometria proiettiva) al tensore
energetico della magnetoidrodinamica ideale [8]. Se introduciamo
I’equazione di stato

(5.2) CsCs = — 2p

il tensore (1) assume la forma piit semplice

(5,3) Typ=cqcs+pop— 2p[r2)x %p

Dalle equazioni di Maxwell generalizzate segue che il vettore idrodi-
namico é formato da una parte parallela alla velocita del fluido, e da
una parte ad esso ortogonale [1], cioé

(5.4) ¢y = fu, + q4 con G4 = qalfc?
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ed allora l'equazione di stato (2) diventa

(5,5) 2p =22 — ¢

Vale inoltre la condizione di incompressibilitd del fluido
(5:6) 0 A 4 4 — 0

Fatta questa premessa, il vettore termico soddisfa alla equazione
che generalizza quella di Fourier-Kranys

oaq, g dT x,dT

5.7 = a0 T B - )

dove si € indicato con d/do = x,d,, la derivata radiale, analoga
alla derivata rispetto al tempo proprio d/dt = u, d,. Tale equazio-
ne, tenendo conto che g, = fc27,, si pud scrivere cosi

| .
- dg - Laf g dT 2x4dT
2 P 2L = — = _
(D) | fPgatafe 54 x1qac2 5 x(aATJrCZ T de)

Moltiplicandola per 1w, e ricordando che #,x, =0, da essa
segue che

(5.8) uydqq/dr= —qea, =0

cioé il vettore termico é ortogonale alla accelerazione a,. Moltiplicando
la (I) per x, e ricordando che x, ¢, = 0, si ricava

(5,9) X4 d_QA [dTr = — @.4 dxyldt = — gaay =0
Fatta questa premessa, osserviamo che per ottenere l'equazione

dinamica, basta prendere la divergenza del tensore (3) ed annullarla.
Tenendo conto della equazione (6) avremo allora

cqOscp+ 0pp — 2p[72) x5 — x50, (2px,[72) =0
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Sostituendo al vettore idrodinamico ¢ 4 il suo valore dato dalla
(4), avremo con facili calcoli

(5.00) 10 T undf1dT 4 faG5 | AT + [0 04un + Gausdaf +
+ 94 04qp+ 0pp — (2p|72) 2y — %30, (2p%,4/72) = 0
Moltiplicandola per u; si ha l'equazione di continuita
—ferdfldv — 29,0, f + Ga1ipd, Gy + dpldTr =0
dove si é tenuto conto della (8). Essa si pud scrivere nel seguente modo

a(2p —f2e?)]dr = 2q4(c20,f+ 2713 0.4 1p)

e tenendo conto della equazione di stato (5) avremo in definitiva

Se invece moltiplichiamo 1'equazione dinamica (10) per x5, e
ricordiamo che x,%, = 72; xya, = c2 [8], avremo

f2c2 + fxpdgpldz + fxpq4 0 up + Ga%p04qp +
+dplde —2p — 0, (2px4) =0

Ma € facile vedere che

xBaA1¢B=_z;BanB=_¢¢A : f2c2—2p:q‘2
{ %pdqpldT = — gpup =0 ; %p04n = —qp0s%p = — gy
e quindi otteniamo la seconda equazione di continuita
(511) 04 (2pxy) = dpldo

I'equazione dinamica si scrive allora cosi

f2ag 4+ fugdf|dz +fdqldv + fq,0,up + Gaup0,f+

(111) B _
+ 440498+ 0pp — 2p[72) x5 — xpdp[r2do =0
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Occorre poi aggiungere 'equazione (6) di incompressibilita del fluido

(IV) ’ afldv+fouy 4+ 0,q, =0 '

Dalla equazione di stato (5) si ricava la

(V) ' dj)/dr:chdf/dv:—-gAdﬁ_,,/dr

Dalla relazione f2 = 2 yy F[n che lega 7 due indici fed F, segue che

(VI) nfdfldr= pydF|dv 4 Fd uyldx

Dalla equazione termodinamica si deduce che

(VII) J TdS|dv = c2dF|dv — dp|uyd

Poiché l'entropia dipende dalle due variabili termodinamiche o, 1,
si avrd S =S (ug, T), ed in conseguenza

(VIII) , dS|dv =S, duyldv + SrdT|dv

Infine dalle identitd w,u, = — ¢2; u, g1=%49,=0ed a,q,=0
seguono le

(IX)

qduyldr =u,dg,|dv = qaduyldtr =x,dqg,[/dtv =0 )

Le (I), (IT) ... (IX) sono le equazioni della termoidrodinamica
proiettivar dei fluidi incompressibili, che si deducono a partire
dalle equazioni di Maxwell generalizzate.
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6 — STUDIO DELLA VELOCITA DI PROPAGAZIONE DELLE ONDE

Per passare allo studio delle onde e della loro velocita di propa-
gazione, procediamo come nei casi precedenti, ed introduciamo al
solito modo le discontinuita delle derivate del campo. Dalle (IX)
seguono allora le

(6,1) 1‘1{ UAZO s 11’(1@«4:0 5 é.‘l UA=0 ; x[‘@,!:()

Dalla equazione di Kranys generalizzata, segue che

62)  [2Qu9+Tapy = —ko[pat Fo— 5 w0

ove abbiamo posto

(63) @a=0dse ; @=deldt ; ¢ =dgldo
Se poi introduciamo le nuove incognite

(6,4) X=Usp, ; Y = Q4 Ya ; Z= Q_A g4

e moltiplichiamo la (2) per ¢, otteniamo l'equazione

(4) ‘ f2Y + qagac?py + ko (92 + ¢2[c2 — ¢"2[72) 6 = 0 l

Moltiplicando invece la (2) per g4, si deduce

(B)

ﬂw2+¢ﬂ¢w+%m%o=o\

Dalla equazione (II) di continuita segue che

74040 +227,049 + 204939, Ug =0

la quale, in base alle (1) e (3) diventa

(©) 9Z+2c2q,949=0
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Dall’equazione dinamica (III), segue [9]
F2Up¢ +fusoy+f0p¢ + flapa Uy +
T 449a%p ¥ + 449405+ 7pp — 259’ =0

Moltiplicandola per g, otteniamo l'equazione

o X+ fo2o+foY +foioaX + Gapagy +
+9494Y +7wp2 —mgp'2=0

che si pud scrivere cosi

D) | FX+Y +o9)(f¢+ Gups) +n(p> —¢2[r2) =0

Dall'equazione (IV) si ricava la

v+ fU 00+ g4 Q—A =0

ovvero

(®) ! o +HIX+Y =0 ,

Dall’equazione di stato (V), si ha

(¥) wn—fRly+2Z=0 [

I/equazione (VI) che lega ¢ due indici fed F, ci da la

(G) nfy = ug® + Fmy

Dall’equazione termodinamica (VII) si ricava la

(H) ’ To=c2® — |y
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Infine, dall’'equazione di stato (VIII) si ha

(J) o= S,,my + S0 |

Le (A), (B) ... (J) formano un sistema di 9 equazioni lineari omo-
genee nelle 9 incognite (X, Y, Z, &, my, 0, 0, p, D). Per risolverlo,
ricaviamo la Y dalla (C) e la @ dalla (G):

64) Y =—9gy—fX D= (nfu)y — (F|u)me

inoltre la (J) e la (¥) ci danno rispettivamente la ¢ e la Z
(6,5) 6=Spmy+Sr0 ; Z=f2y—=xn

Sostituendo nelle rimanenti equazioni, ¢i riduciamo al seguente sistema
di 5 equazioni lineari ed omogenee, nelle 5 incognite (, ¥, X, 0, my) :
(72 — ¢2/r) =0
¢ — (¢ + 2q494)fc2yp =10
(6.6) { (@upa —f) @2y + 22X + ko (§2 + §2[c2 — ¢'2[12) 0 =0
ferom —c2p(f2c2+q2)p — kogaps0 =0
7l po — (2nf]uo) v + TSy0 + (T'Spy + c2 F | ) mg = 0

Perché tale sistema ammetta soluzioni non tutte nulle nelle discon-
tinuita, occorre annullare il suo determinante

7 — ¢2)7, 0 0 0
g —flp+2G494)c2 O 0 0
0 (Gapa—S)crp  f2e2 ko(p?+ @2[c2 —q'2[r?) 0
fe2e —c2g(f2c24+42) 0 — koG4 P4 0

1/ uo ne2 f | uy 0 TSy TS, +c2F|u

Otteniamo cosi l'equazione delle caratteristiche

(6,7) 9494 (@* — @ 2[72) (fp + 2q494) (mo TS/:U +c2F)=0
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A questo punto introduciamo la velocita V delle onde e la com-
ponente ¢, del vettore termico, nella direzione spaziale di propaga-
- zione delle onde, nel seguente modo

- i 2
2 @ . =2 (G4 94)
(6,8) V T g2k = g2 r ; qn 22+ g2[c2 — ¢'2[r2

che estende alla relativitd proiettiva le analoghe formule (2,15),
valide in relativita ristretta. Se ci poniamo allora nel caso in cui

(6,9) v #£0 puo TSy + c2F #£0

la (7) ci da la seguente equazione nella velocita V delle onde

(6,10) (V2 =) (fV +2g4) =0

Da essa si deduce che una delle velocita di propagazione é quella
¢ della luce, in accordo con il fatto che il fluido termodinamico é
incompressibile. Esso infatti soddisfa all’equazione (5,5) di stato
ed alla equazione (5,6) di incompressibilitad. La seconda velocita di
propagazione delle onde é invece data dalla formula

(6.11) V= —ngyluFe?

nella quale si é tenudo presente che § = ¢/fc2, e che f2 = 2 yy I' [ n.

7 — FLUIDI TERMICI (IDEALI» E CON CONDUCIBILITA NULLA

Nel caso particolare in cui l'entropia S del fluido soddisfa alla
condizione

(7.1) S = —2F|puT

la prima equazione del sistema (6,6), se si vuole che 7 # 0, ci fornisce
la condizione

(72) B — 921 =0
della quale, in base alla prima delle (6,8) si deduce che la velocita

delle onde é quella della luce (V = ¢).

10 — Collectanea Mathematica
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T.a 29, 40 ¢ 5° equazione del sistema (6,6) formano allora un sis-
tema di 3 equazioni nelle tre incognite (y, =, 6), il quale ammette
soluzioni non tutte nulle, se si annulla il suo determinante

i ¢ — (¢ + 2q49,) c? 0 |
(7.3) | fe2g —c29(f2c2+ ¢?) — ko Gapa ‘ =0
- 1o — ne2 flug rsr |

Otteniamo cosl l'equazione che ci da la velocita delle onde
(7,4) 1oe2Tq2S7V2 + [(n — 1) kg — 2192 T S7] fe2qy V — 2¢2kygk == 0

come nel caso relativistico (1). Essa si semplifica ulteriormente se
I'entropia soddisfa alla nuova condizione

(7,5) Sy =(m—1)ko/2upc2T

Un fluido, la cui entropia soddisfa alle due condizioni (1) e (5),
sara chiamato «deale», e per esso l'equazione (4) si riduce alla

2¢ ql\’

(9 Rt

Ripetendo allora il calcolo fatto nel caso relativistico, grungiamo
alla conclusione che in un fluido ideale, l'entropia S e lindice F
sono date dalle (1,4).

Nel caso poi in cui la conducibilita del fluido é nulla, il sistema di
cquazioni nelle discontinuita, si riduce al seguente

X+ §9) o+ (2 — 92/r) =0
oy +/X=0 ; [fly=m=

To=c2® —a|w ; nfy = puy® + Finy
G = S,',(, g - S, 6 ; D = F,',0 my + F w0

\

La prima equazione, in virtlt della seconda equazione, si riduce alla

(7.8) m (@ —¢2[r2) =0
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Perché il sistema (7) ammetta soluzioni non tutte nulle nelle dis-
continuitd, occorre annullare il suo determinante, cioé ordinando
le incognite nell’ordine (7, X, v, o, @, my, 0), avremo

@2 — @22 0 o 0
0 ;e
—1 0 fe 0 0 0 0
1/ o 0 0 T —c 0 o |=0
0 0 —nf 0 Ho F 0
0 0 —1 0 Sh S
0 0 0 -1 F, F{

e, per f # 0, otteniamo l'equazione

(7.9) | (@ — ¢"2r)) [Fr (uoT Sy, + Fc?) — TSt (poF' + F)] =0

Annullando il primo fattore si ottiene che la velocita delle onde ¢
quella ¢ della luce

(7.10) V2= 2/ + §2let — g'2jr) = o2

in accordo con il fatto che il fluido é incompressibile. Se invece l'en-
tropia S e l'indice F del fluido sono tali da annullare il secondo fatto-
re, allora abbiamo i fluidi termodinamici «deali», per i quali, in base
ai calcoli della precedente memoria (1), si ha

(7,11) pugF = N-T* S=Fe2|T
Possiamo quindi concludere che i risultati ottenuti nel caso re-

lativistico, si possono estendere senza alcuna modifica al caso della
termoidrodinamica «proiettiva», invariante per il gruppo di Fantappié.
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8 — LLE ONDE NELLA IDRODINAMICA (PROIETTIVA»

In un precedente lavoro [10] abbiamo studiato la propagazione
delle onde nalla idrodinamica proiettiva e nella magnetoidrodinamica
proiettiva. Qui rifaremo il calcolo in modo pii1 rigoroso e soddisfacente.

Le equazioni della idrodinamica proiettiva dei fluidi incompressi-
bili, si possono dedurre da quelle della termoidrodinamica, stabilite
al n° 5, nel caso in cui non ci sono scambi termici (g, =0 ; F = 1).
Otteniamo cosi le seguenti equazioni

u, d x4 4d
| f2act 5 gt~ E voup = ap,

'i(zf/dhufa,,u,,:o  fre ot ple

L p=pcer o uguy= —c2 ; H=c|r

La prima equazione ¢é quella del moto, che si deduce dalla (III); la
seconda equazione é quella di incompressibilita, che segue dalla (IV).
La terza equazione ci da I'indice f, mentre la quarta ci da 'equazionc
di stato. Passando alle discontinuita, al solito modo, otteniamo il
seguente sistema di 4 equazioni lineari omogenee nelle 4 incognite
(7, v, X, m)

(fX +oy)fo+a(p?—¢2[r)=0
(8,2) fX+op=0 ; 2fp =m + =/c2
w—fc2y=0
La prima equazione, in base alla seconda, si riduce alla (7,8), ed allora

perché il sistema ammetta soluzioni non tutte nulle nelle disconti-
nuita, occorre annullare il suo determinante

P2 —¢'2[r2 0 0 0 |
Z fo0 _
8,3 - = f2¢2 (2 — @'2/72) =0
e I'f(w ?2/7)
1 —fez 0 o |

Ne segue subito che la velocita di propagazione delle onde é quella ¢
della luce, in accordo con il fatto che il fluido é incompressibile
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9 — ILE ONDE NELLA MAGNRTOIDRODINAMICA PROIETTIVA (IDEALEY

Come abbiamo visto nella memoria [10], le equazioni della mag-
netoidrodinamica ideale sono le seguenti

h2ag + ug 0,4 (h2u,) + (c2/2) 0gh2 = 20, (h, hy)
9.1) <« 20,(h2uy) —dh2|dv +2hyupdhyg =0 ; wyu,= —c2

O (hyup —hpu)=0 ; hyu,=0 ; wuw,%,=0

Passando alle discontinuita, al solito modo, si ottengono le se-
guenti equazioni

]zZUB¢+uBh2UA(PA+2uBhSHS¢+02kSHS¢B=
=c2hyp Hy + 2hgo  H,
92) « RPUspq+hsHsp +hjugHyp, =0
g Hpoy +hpUypq —upHy0q —hyUpggpy =0
wyHy=—n,U, ; u,U;,=0 ; x,U,=0

I/ultima equazione si ottiene derivando rispetto al tempo proprio
la #,%, =0 e si ottiene la x,a, — ¢2 = 0. Passando alle discon-
tinuita si ha x, U, = 0.

Introduciamo le 5 nuove incognite

(9,3) X:UA(pA ; Y=HA(pA ; Z:HAliA ; W:UAhA ; RZHAxA

Moltiplicando la 10 equazione (2) per #g, si ha

Moltiplicandola per %g, si ha invece

() | iw=ay
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Moltiplicando ancora la 10 equazione per ¢p, avremo

(111) 212X + (262 + 252 Z —22h, 9, ¥ = 0 l

Moltiplichiamo infine la 1° equazione per %, ed osserviamo che si ha
la relazione h,x, = rcf, dove f é l'indice del fluido [8]. Avremo
cosi l'equazione

(TV) o Z=hsps R+ crfY ‘

con ¢’ = dg[dp. La seconda equazione (2) coincide con la (I), men-
tre se si moltiplica la 3° equazione (2) per u#g, si ottiene ancora la
(IT). Moltiplicando la 3° equazione per %jp si riottiene la (I), e molti-
plicandola per gy si ottiene una identita. Infine, moltiplicando la 3¢
equazione per %z, otteniamo la

V) GR+rcfX =0

Otteniamo cosi un sistema lineare omogeneo di 5 equazioni nelle 5
incognite (X, Y, Z, W, R) .Per risolverlo ricaviamo dalla (II) e
dalla (V) la W e la R, cosi

(9,4) W=(2lg)Y ; R=—(reflg)X

Sostituendo nelle altre equazioni, otteniamo il seguente sistema di
3 equazioni nelle 3 incognite (X, Y, Z2)

X —c2hyp, Y +92Z =0
(9,5) 229X —2c2h 0, Y + 292+ c292) Z =0
refhapsX —vcfopY + o' Z =0

Dalla prima equazione ricaviamo l'incognita Z
(9,6) Z=(hsips|9?)Y — (B2]p) X
Sostituendo nella 20 equazione e semplificando, si ricava la Y

.7 Y = (h2p/c2h,p,) X



Sulla propagazione delle onde nella termoidrodinamica relativista 143

Tale valore, sostituito nella (6), ci dice che Z = 0, e cioé, in base al-
la (3), che la discontinuita H, del campo magnetico %,, é ortogonale
al campo magnetico

(9.8) Z=Hhy =

Sostituendo il valore della Y nella terza equazione (5), otteniamo
in definitiva

(9,9) Gapalp —2@[c2h 91X =0

e sc vogliamo che X # 0, ricaviamo l'equazione delle caratteristiche

(9,10) ‘ 2(hyps)? —h2g2 =0

Introducendo allora la velocita V' delle onde e la componente 7%,
del vettore magnetico, nella direzione spaziale di propagazione delle
onde, nel seguente modo

£2 h )2
2 — 4 . 2 __ ( A P4 B
R A R s

ed osserviamo che nella magnetoidrodinamica proiettiva vale 'equa-
zione di stato

(9,12) B2 = Mc2= uc?+ p -+ h2

otteniamo dalla (10) la velocita delle onde di Alfven

(9,13) V2= 2k k2 = W | M ;

¥ interessante osservare che la velocita (13) delle onde nella mag-
netoidrodinamica ideale, é simile a quella (7,6) della termoidrodina-
mica ideale. Del resto abbiamo precedentemente stabilito che queste
due teorie risultano «duali» nel senso della geometria proiettiva {81

Prof. Giuseppe ARCIDIACONO
Via Acquedotto del Peschicra 96
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Nella memoria (1) occorre fare la seguente correzione: Dalla equazione
dinamica (IT) del n° 2, passando alle discontinuitd, segue

2Urp + fUrpy -I—fQLlP + fqip: Ur + i piir v + ¢ ;0 + ey =0
e moltiplicandola per ¢y, si avra
(A) (fX+ Y+ o) (of +qp) 292 =0

la quale, in virtda della (C) del n° 3 si riduce alla zp2 = 0. Il calcolo
della velocita delle onde viene allora modificato nel modo indicato in
questa memoria, quando 7 tende all’infinito.
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