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SUMMARY

Let (£, .) be a topological group. Let 4 be a set which is a K-Suslin
space with the topology induced by the topology of E. Let B be
a closed set of E such that A - B is of second category in E. Then,
A .B has the Baire property. As Corollary of this result we get a
more general open mapping theorem as the one given by Martineau
(3): Let (F,.) be a K-Suslin topological group and (E, .) a topological
group of second category. Let f be continuous algebraic homo-
morphism from I onto E. Then, f is open.

Sea E un espacio topolégico. E es un espacio polaco, (1), si es
separable y si existe una métrica 4 sobre E compatible con su topologia
de modo que (E, d) es completo. Un espacio topolégico E se dice
K-Susliniano, (3) si existe un espacio polaco P y una aplicacién f
de P en las partes compactas de E tal que (a) U {f(x): xe P} =E
(b) para todo x de P y para todo entorno abierto V de f(x), existe
un entorno de x, W, tal que f(W)c V. Sea 4 un conjunto de un
espacio topolégico E: se dice que A tiene la propiedad de Baire si
existe en E un abiterto U tal que A\ U y U\ 4 son conjuntos de
primera categoria. Sea 4 un conjunto de un espacio topoldégico E
y sea x un punto de E. Se dice que A es de segunda categorfa con
respecto a x si para todo entorno V de x, la interseccién de V' y A es
un conjunto de segunda categoria en E. Mediante 0 (4) denotaremos
al interior del conjunto de puntos de un espacio topoldgico tales que
un conjunto 4 de E es de segunda categoria respecto a ecllos. Si 4
es un conjunto de segunda categoria, 0(4) nunca es vacio y para

(*) Este trabajo ha sido realizado en el Departamento de Teoria de Fun-
ciones y Ecuaciones Funcionales que dirige el Prof. M. Valdivia.
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cualquier conjunto A de E, A\ 0(4) es siempre de primera catego-
tia, es decir, para comprobar si un conjunto 4 tiene la propiedad de
Baire basta con demostrar que 0(4) \ 4 es un conjunto de primera
categorfa. Utilizaremos el siguiente resultado que puede ser encon-
trado en (2), p. 114: (+) Sea E un espacio topolégico y sea 4 un
conjunto de E que es unién numerable de una sucesién (4,) de con-
juntos de E. Entonces, 0(4)\ fj 0(4,) es un conjunto de primera

n=1
categoria.

A continuacién especificamos algunas propiedades de los cspacios
K-Suslinianos que utilizaremos en lo que sigue:

(+++) Todo subespacio cerrado de un espacio K-Susliniano es un
espacio K-Susliniano. La imagen continua de un espacio K-Susliniano
es un espacio K-Susliniano. (Ver (3))

(+4-+) Todo espacio K-Susliniano es de Lindelof (Ver (3))

(++++) La condicién b) de la definicién de espacio K-Susli-
niano puede ser sustituida por la siguiente: Dada cualquier red
(x,:1el, >) de P convergente a un cierto punto x de P, la red
(v;:2el, =), donde y; € f(x;), tiene un punto adherente en E que
pertenece a f(x). (Ver (4)).

Probaremos el siguiente 1'eorema.

TrOREMA. Sea (E,.) un grupo topolégico. Sea A un conjunto
de E que, con la topologia inducida por la de E, es un espacio
K-Susliniane. Sea B un conjunto cerrada de E tal que A+ B es de se-
gunda categoria en E. Entonces, 4+ B tiene la propiedad de Baire.

Demostraciéon: Como A es un espacio K-Susliniano, existe un es-
pacio polaco P y una aplicacién f de P en las partes compactas de 4
verificando las condiciones a) y (+4--+). Como P es separable v
metrizable, existe una sucesién de bolas cerradas, de radios mas
pequefios que la unidad, cubriendo P’. Sea (B,) esta sucesién. Su-
pongamos ya construida la bola B, , . para los ntmeros natu-
rales 7y, ny, ..., y sea (B, . . ) una sucesién de bolas cerradas,
de radios menores que 1/2%, cubriendo el espacio metrizable separable
By Sea A, la unién de las imégenes de cada punto
de B mediante f. Inductivamente, A4 serd unién, al

Ly 102y ey M L, 1825 vee, 10

variar n, de 4, ., , Entonces, 4-B = {4-x: xe B} =

=U{fjA,,-x: xeB}:DA”-B e inductivamente A B =
n=1 n=1

N1, M2, ., N
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=U @, mnB:n=12,..}. Por el resultado (+), 0(4,, ., ..
*B)NU O, nmpnB) i =1,2,..} = M (ny, ny, ..., m;) es un
conjunto de primera categoria, donde %y, #,, ... #, varian sobre el
conjunto de los nmeros naturales. Sea M =0(4-B)\ U 0(4,-B):
i =1,2..}, que también serd un conjunto de primera categoria.
Sea H la unién de M y todos los M (%, 4, ..., ;) al variar nq, #,, ...,
sobre los naturales y k=1, 2, ... ., que serd un conjunto de primera
categoria. Bastard con probar que 0(4-B)c A- B U H o, equivalen-
temente, que 0(A-B)\ H c A+ B. Sea x un punto de 0(4-B)\H.
Entonces, existird una sucesién de naturales iy, m,, ..., #my, ... de
forma que x es adherente a 4,,-B, 4,, ,,°B, ..., 4 B, ...
Sea (U, : a € L) un sistema fundamental de entornos de x. Claramente,
U, 0 (A, .. m - B) nunca es vacio, luego existe un x(a, k) perte-
neciente a esta interseccién. Ordenando convenientemente el con-
junto de indices L X N, lograremos que la red (x(a, &): (a, k)€
e L x N, >) converja a x: decimos que (a, k) es posterior a (a’, ')
si k >k ysi U,cU,. Descomponiendo x(a, &) en producto de %(a, k)
v b(a, k), donde % (a, k) pertenece a 4,, .. .. Y b(a, k) pertenece
a B, seleccionamos una red (¢ (a, &): (a, k) e L X N, >) en P tal que
h(a, k) pertenezca a f (¢ (a, k)). Esta red converge a un cierto ¢ de P,
luego aplicando la condicién (++4+), la red (4(a, k): (a, k) €
€ LN, >) tiene un punto adherente y que pertenece a f(f). Sea
(W (a, k): (a, k) e LN, >) una subred de la red anterior que con-
verge a y. Entonces, &' (a, B) ="~ 1(a, k) 2" (a, k) serd una red
convergente a un cierto b, que por ser B cerrado, b € B. Tomando
limites, ¥ = y+b que pertenece a 4-B

.
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QED

El siguiente resultado puede hallarse en (3), p. 46: (+++-++)
Sea (G, .) un grupo topolégico y sea 4 un conjunto de G de segunda
categoria que tiene la propiedad de Baire. Entonces, 4-A471! es
un entorno del elemento neutro.

Cororario. Sea (F,.) um grupo topolégico K-Susliniano v sca
(E,.) un grupo topolégico de segunda categoria. Sea f un homomorfismo
algebraico continuo de F sobre E. Entonces, f es abierto.

Demostracién: Sea U un entorno del elemento neutro de F y
sea V un entorno del elemento neutro de F cerrado y simétrico
tal que V+-V~-1¢c U. Como V es cerrado, V es K-Susliniano y también
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S V), (++). Como F es un espacio de Lindelsf, (4 4-+), existe una

sucesién de elementos de F, (x,), tales que c,,- V cubren F. Tomando
imdgenes mediante f, llegamos a la conclusién de que f(V) es de se-
gunda categorfa en E, pues E es de segunda categorfa. Tomando en el
Teorema, 4 = f(V) y B = {¢} tenemos que f(V) tiene la propiedad
de Baire, luego f(V)-f (V)1 = f(V+V~1) es un entorno del elemento
neutro de E, por (+-+-+++). Como V:V-1 estd contenido en U,
llegamos a la conclusién de que f es una aplicacién abierta.

QLD

Nora: A. Martineau prueba en (3) el siguiente resultado: Sea f
un homomorfismo algebraico continuo de un grupo topolégico K-Sus-
liniano sobre un grupo topoldgico K-Susliniano de Baire. Entonces,
[ es abierta. Nuestro Corolario generaliza el resultado de Martineau.
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