ACERCA DEI, GENERO VIRTUAL DE I,AS SUPERFICIES
ALGEBRAICAS

por

Epvuarpo Casas AILVERO

Primera parte (1)

INTRODUCCION

El problema tratado aqui tiene su origen en la clésica férmula
del género para curvas algebraicas planas. Dicha férmula expresa el
género (efectivo) de una curva algebraica plana en funcién de su gé-
nero virtual (género aritmético para algunos autores) y de un término
que depende de las singularidades de la curva.

Es bien sabido que los géneros efectivo y virtual de una curva
no singular coinciden, ello permite interpretar el género efectivo
de una curva cualquiera como el género virtual de su desingularizada:
si se escribe la férmula del género en la forma g = p + § donde g es
el genero efectivo y p es género virtual, puede interpretarse 6 como
la diferencia entre los géneros virtuales del modelo no singular y
de la propia curva; en [3], interpretado § como la variacién de gé-
nero virtual sufrida en el proceso de desingularizacién, se estable-
ce la férmula del género para curvas no necesariamente planas:

con el sumatorio extendido a todos los puntos, ordinarios e infinita-
mente préximos, de la curva e indicando por pu,, p,, respectivamente,
la multiplicidad de x y el género virtual del cono tangente en x; la
demostracién se obtiene descomponiendo el proceso de desingulari-

(1) La segunda parte de esta memoria se publicard préximamente en
Collectanea Methemdtica. La introduccién y bibliografia que figuran aqui
son comunes a las dos partes de la memoria,
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zacién mediante transformaciones cuadrdticas apropiadas y calcu-
lando la variacién de género virtual en cada transformacién.

El mismo problema puede considerarse para una superficie irre-
ducible, si bien en este caso el proceso de desingularizacién es mds
complicado: siguiendo a ZARISKI [33], sabemos que se alcanza un
modelo no singular de la superficie mediante sucesivas normalizacio-
nes y transformaciones cuadraticas centradas en puntos multiples
aislados. Aun en el caso de una superficie normal es posible que apa-
rezcan pasos de normalizacién en el proceso de desingularizacién (por
existir una curva multiple en el primer entorno de un punto singular
aislado, por ejemplo); ello justifica el atender en primer lugar a la
determinacién de la variacién en el género virtual sufrida en el proceso
de normalizacién, como primer paso para determinar la variacién de
género virtual en el proceso de desingularizacién. Nos ocuparemos pues
de determina: la diferencia entre el género virtual de una superficie
irreducible S y el de su normalizada S.

Conviene en primer lugar descomponer la proyeccién natural S < S
en un ndamero finito de transformaciones de manera que resulte posible
determinar la variacién de género virtual en cada una de ellas en un
proceso paralelo al que hemos mencionado para curvas. Ello se consi-
gue mediante dos tipos de transformaciones: una primera transfor-
macién permite obtener, a partir de S, una superficie S,,,, birracio-
nalmente equivalente a S, cuyos puntos verifican todos la condicién
de CoHEN-MACAULAY e isomorfa a S salvo en los puntos de S que no
verifican dicha condicién (cap. II). Partiendo ya de una superficie
cuyos puntos verifican la condicién de CoHEN-MACAULAY, un segundo

tipo de transformacién, S« S, opera sobre las curvas miltiples de S
en la forma en que las transfoimaciones cuadraticas actuan sobre los
puntos miltiples de una curva (cap. III). Dada una superficie irredu-

cible S se alcanza su normalizada S operando en primer lugar mediante
una transformacién S < S,,, y aplicando luego un ntimero finito de
transformaciones del segundo tipo.

En el capitulo IV se da una primera determinacién de las varia-

ciones de género virtual por las transformaciones S« S,, vy S« S.
La primera de ellas coincide con la variacién de género virtual que
sufren, por la misma transformacidn, ciertas curvas trazadas sobre S.

Los resultados del capitulo IV sugieren la conveniencia de definir,
para una curva C en una superficie S, la funcién asociada a C en
S, que generaliza la funcién de HILBERT-SAMUEL de un anillo local:
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si 0 es el haz estructural de S y a el haz de ideales de C en S, la fun-
cién asociada a C en S es la

F () = 1 (0/a%) = Z; (— L) dim Hi (S ; 0/a®)

donde a™ es la enésima potencia simbélica del haz de ideales a.
Con ello en el capitulo V se establece el caricter asintéticamente
polinémico en # de diversas funciones asociadas y se determinan las
diferencias de géneros virtuales en las etapas del proceso de nor-
malizacién como terminos independientes de funciones asociadas asin-
téticamente polindmicas (V. 4 y V. 5). Importa sefialar la analogia
con el caso de curva por cuanto en [3] aparecen las variaciones de
género virtual como términos independientes de polinomios de Hir-
BERT-SAMUEL.

El resto de la memoria (capitulos VI a IX) estd dedicado al
calculo efectivo de la funcién asociada para determinadas curvas y
superficies del espacio proyectivo tridimensional. Ante todo se hace
necesario extender algunos resultados clasicos relativos a la represen-
tacién de curvas en el espacio (cap. VI): se demuestra que por toda
curva del espacio que sea localmente interseccién de dos superficies
en cada punto (en particular cualquier cutva con singularidades pla-
nas) pasa una superficie irreducible sobre la que la curva es local-
mente principal; resulta como corolario la representacién de dicha
curva como intersecci¢n de cuatro superficies.

En los capitulos VII y VIII se calcula la funcién asoctada en el
espacio a una curva localmente interseccién de dos superficies en
cada punto. Dicha funcién proporciona nuevas demostraciones de
férmulas cldsicas relativas a curvas no singulares del espacio, en par-
ticular la férmula del género virtual de una interseccién parcial de
dos supertficies.

Los célculos de los dos capitulos anteriores permiten obtener,
en el capitulo IX, la expresion efectiva de la funcién asociada a una
curva r-uple de una superficie del espacio proyectivo tridimensional,
con las hipétesis de que la curva sea localmente interseccién de dos
superficies en cada punto y la dilatacién de la superficie centrada
en la curva sea finita (IX. 8). En particular resulta una expresién
efectiva de una variacién de géneiro virtual (IX. 9) que en el caso
particular de una curva doble coincide con la que se obtiene de la
clasica férmula del genero para superficies con singularidades or-
dinarias.
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Las técnicas actuales de la teoria de esquemas y el algebra con-
mutativa se han hecho indispensables en la realizacién de este traba-
jo; sin embargo, la intuicién que ha llevado a la mayoria de los
resultados procede de la obra de los gedmetras clésicos italianos.
En este sentido es de lamentar que la sencillez de algunas demostra-
ciones se vea quizds oscurecida por el formalismo algebidico que
por otra parte he sido incapaz de evitar.

CAPITULO I. PRELIMINARES

A lo largo de toda la memoria %k serd un cuerpo algebraicamente
cerrado y de caracteristica cero que tomaremos como cuerpo base.
Todos los anillos que se consideren se supondrdn conmutativos y con
unidad.

Emplearemos constantemente el lenguaje de esquemas de acuerdo
con el texto de GROTHENDIECK [8] y los de MuMFORD [11] y DIEU-
DONNE [4] més cefiidos al caso que nos interesa. Los recursos de
dlgebra conmutativa se utilizardn a menudo sin referencia: todos
ellos se hallan en [13], [22] o [24].

Todas las variedades algebraicas que se consideren se sobreen-
tenderdn definidas sobre & y proyectivas; para poder considerar
variedades con componentes miltiples, cada variedad algebraica se
considerard con su estructura natural de k-esquema, subesquema
cerrado de un espacio proyectivo P, (k) = Proj k[X,, ..., X,]. Dos
variedades algebraicas se dirdn isomorfas si lo son como esquemas,
independientemente de sus posibles inmersiones en un espacio pro-
yectivo.

1. — COMPONENTES DI UNA VARIEDAD

La definicién habitual de componentes de una variedad reducida
hace coincidir estas con las componentes irreducibles (en sentido
topolégico) del espacio subyacente. Utilizaremos aqui otra definicién,
aplicable a variedades no reducidas, que permite considerar compo-
nentes sumergidas.

Sea V una variedad algebraica cualquiera: si 0 =¢q; n ... N q,
es una descomposicién reducida en primarios del haz de ideales nulo
de V ([8], IV. 3), diremos que la subvariedad de V determinada por
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cada uno de los g; es una componente de V. Llamaremos componentes
reducidas de V a las subvariedades definidas por los haces de ideales
primos asociados, p; = rad (q;). Obviamente, los espacios subyacen-
tes a cada componente y a la reducida correspondiente coinciden.
Los espacios subyacentes a las componentes reducidas correspon-
dientes a un p; minimal coinciden con las componentes irreducibles
del espacio subyacente a V en sentido topoldgico. Llamaremos com-
ponentes sumergidas a aquellas, reducidas o no, que correspondan
a un primo asociado no minimal en la descomposicién en primarios
del haz de ideales nulo. Las componentes no sumergidas y las com-
ponentes reducidas son independientes de la particular descomposi-
cién del haz de ideales nulo en primarios ([10] cap. VI. teorema 3).
Es obvio que en el caso de ser V reducida no aparecen compo-
nentes sumergidas, cada componente coincide con la reducida co-
rrespondiente y nuestra definicién coincide con la habitual.

2. — VARIEDADLS NORMALES

Una variedad algebraica irreducible V se dird normal cuando sean
integramente cerrados en su cuerpo de fracciones todos los anillos
locales de V.

La normalizada de una variedad algebraica irreducible V, de haz
estructural 6, se tomard como el espectro ([8], II. 1. 3) de la 6-alge-
bra clausura entera de 6 en el cuerpo de funciones racionales de V,

k (V). La normalizada V estd determinada, como variedad sobre v,
por ser irreducible, normal y birracional y finita sobre V.

Nos resultard de utilidad el siguiente lema cuya demostracién
es inmediata a partir de la finitud de la clausura entera de los ani-
llos afines de V.

Lema L1, SiV es una variedad algebraica irreducible v {V3,ie N,
una familia de variedades irreducibles dotadas de morfismos birracio-
nales y finitos

e ViV s v Iy,

para 1 mayor que un cierto n, todos los n; son isomorfismos.
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3. — DILATACION A LO LARGO DE UNA SUBVARIEDAD

Partimos de las definiciones y resultados de [8], II. 8: si W es
una subvariedad propia de V, de haz de ideales I, la suma directa
A (0) = @ I" es un dlgebra graduada sobre el haz estructural 6 de

7 >0

V'; la variedad obtenida de V por dilatacién a lo largo de W es el
espectro homogéneo Proj 4;(0), dotada del morfismo natural & in-
ducido por la inclusién 6§ — 4y (0) que resulta ser birracional y epi-
yectivo. Interesa destacar que = es localmente isomorfismo en cada
punto x € V donde I, sea principal. En particular # induce isomor-
fismo V — W ~ Proj 4y(0) — n—1(W).

Debemos probar aqui que si V' es una variedad proyectiva, lo
mismo ocurre con Proj A (0).

Supongamos V sumergida en un espacio proyectivo P, (k) y
sea k[Xj, ..., X,] el anillo de polinomios correspondiente. Designemos

por F la clase médulo el ideal de ¥ de un elemento cualquiera

Fek[X,, ..., X,], en particular k[X), ..., X,] es el anillo de coordena-
das homogeneas de V, V = Proj k[X,, ..., X,]. Consideremos en V el
recubrimiento por los abiertos afines U; = Spec k[X,/X,, ..., X,/ X/],
1 =0, ...,7, y supongamos elegidas las coordenadas de manera que V
no esté contenida en ninguno de los hiperplanos X; = 0. Sea I el ideal
de W en k[Xy, ..., X,], I es un ideal homogéneo y sean Gy, ... G, un
sistema de generadores de I, todos ellos homogéneos de grados res-
pectivos g, ..., 0;; para un u > max (g;), sea Fy, ..., F,, una base del
k-espacio vectorial de los elementos homogeneos de I de grado .
Se observa en primer lugar que, para cada ¢, los F;/X{, j =0, ..., m,
engendran el ideal de W en k[X/X,, ..., X,/X,]: dicho ideal viene
engendrado por los G,/X?" y basta dividir la expresién de G, X} %
como combinacién lineal de los F; por X para obtener la expresién
de G,/X% como combinacién lineal de los F;/XY.

Si designamos por z la proyeccién natural Proj 4y (0) — V, pode-
mos recubrir z—1(U;) por los abiertos afines

U,; = Spec k[ Xo/X,, ..., X,/ X.] [Fo/Fj, ..., F,,|F}]

ya que los F;/X,-, j =0, ..., m, engendran el ideal de W en el anillo
k[Xo/X,, ..., X,/ X;. Considerando ahora un espacio proyectivo P,, (k)
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con coordenadas Yy, ..., Y,, y el producto P, (k)X P,(k) recubierto
por los abiertos afines

E1'7 = S]ﬁec k[XO/X“ ceny X’/Xi, YO/Y]’ ey Y’”/Y]]

resulta inmediatamente que el morfismo que a cada X /X; hace co-
rresponder X,/X; v a cada Y,/Y;, F,/F;, define una inmersién de
U,; en E;;. Trivialmente estas inmersiones determinan una inmersién
de Proj 4;(0) en el producto P, (k) X P, (k) de manera que z viene
inducida por la proyeccién en el primer factor. Basta ahora sumergir
P, (k) x P, (k) en P,,.,.,, (k) mediante el morfismo de SEGRE para
obtener una inmersién de la variedad obtenida por dilatacién en
un espacio proyectivo.

En particular, la variedad obtenida de V por dilatacién a lo lar-
go de W aparece sumergida en P, (k) X P, (k) como el grafo de la
transformacién definida en V por el sistema lineal de las superficies
de grado u que pasan por W ([5], pag. 22): a un punto genérico
(%9, ..., %,) de V le corresponde por m#~! el punto (%, ..., %,;
Fy(xg, ..y %,), ooy Fp (%0, .., %,)); la transformacién definida por el
sistema lineal de las hipersuperficies de grado u que pasan por W se

obtiene componiendo ! con la proyeccién sobre el segundo factor
P,(k) x P, (k) — P,, (k).

Sea V = Proj 4y(0) y 0 su haz estructural: dada una subvariedad
de V de haz de ideales q, su transformada en V serd la subvariedad
de V definida por el haz de ideales imagen inversa de ¢ por m. Es
bien sabido que la transformada de W en ¥ es localmente principal,
hecho que puede comprobarse directamente a partir de la anterior
descripcién de .

4. — GENERO VIRTUAL

De acuerdo con la definicién clasica ([28] § 31, por ejemplo) el
género aritmético virtual de una variedad V, pura de dimensién d,
serd (— 1)*(® (0) — 1) siendo @ (n) el polinomio que expresa, para #
suficientemente alto, la postulacién de la variedad.

Si 6, es el haz estructural de V, los resultados de SERRE [23]
nos permiten tomar el género aritmético virtual en la forma

5 — Collectanea Mathematica
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pr=(=1)7 V) -1
donde

2 (V) = g:o (— 1) dimy, Hi (V'; 0,)

Conviene sefialar que el género aritmético virtual, al que muchos
autores llaman actualmente género aritmético, no coincide en general
con el género aritmético cldsico (véanse las definiciones de [5], [28]
§ 31, o [291 cap. IV en contraposicién a la nomenclatura utilizada
por el propio SERRE, [231 pag. 276).

Al no existir aqui peligro de confusién nos referiremos al género
aritmético virtual llaméndolo, mds simplemente, género virtual.

5. — POTENCIAS SIMBOLICAS

Es bien sabido que si 4 es un anillo integro noetheriano y p un
ideal primo de A, las potencias p* no son en general ideales p-pri-
marios y acostumbra a designarse por p® (potencia simbélica ené-
sima) la componente p-primaria de p":p" = p" A4, n A.

Si A es el anillo de un abierto afin de una variedad irreducible
V' y p el ideal correspondiente a una variedad irreducible W, p®
puede interpretarse como el conjunto de los elementos de 4 que
presentan orden de anulacién # a lo largo de W en el sentido de que
se anulan con orden # en el punto genérico de W. Es razonable con-
siderar entonces que la variedad «W contada # veces» viene definida
por el ideal p®. En cambio, la variedad definida por p* presenta, si
P™ =£ p*, componentes sumergidas ademds de la componente maxi-
mal definida por p®.

Necesitamos considerar el caso de una subvariedad reducible y
para ello generalizaremos la definicion de potencias simbdlicas: si
A es un anillo integro noetheriano y a4 es un ideal de 4 cuyos primos
asociados minimales son py, ..., p,,, estos son también los primos aso-
ciados minimales de a” y definimos a” como la interseccién de las
componentes primarias de 4" correspondientes a py, ..., p,,. Equi-
valentemente si S=4 —p, U ... U p,, a® = (a*S"14)n 4 =
= (N 2" 4;,) n A Obviamente, a") = a4 si y solo si a carece de com-

i
ponentes primarias sumergidas.
I.a definicién se extiende inmediatamente a nivel de haces cohe-

rentes: si V es una variedad algebraica y a un haz de ideales coheren-
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te del haz estructural de V, el haz a® serd la interseccidén de los haces
de ideales primarios correspondientes a primos minimales en la des-
composicién de a*; para cada abierto afin U, a® (U) = (a(U))™ y
para cada punto x eV, (a®), = (a,)™.

Aun en casos relativamente sencillos en los que la subvariedad
definida por a es pura e incluso irreducible, las potencias ordinarias
y simbélicas de a no coinciden (véase el ejemplo de [18], pag. 29).

TEOREMA 1.2. Sean A un anillo integro mnoetheriano y a un ideal
de A cuyos primos asociados sean todos de una misma altura m. Si a
admite un sistema de m gemeradores, a* = a™ cualquiera que sea n.

Demostracién: Sean py, ..., p, los primos asociados a a, S =
=A —pyU ..U p,. Llamando B al localizado B=S"14, B es un
anillo semilocal de dimensién m Sean fy, ..., f,, un sistema de genera-
dores de a y b = a B. Designando por E las clases de los f; en 0/b2,
probemos en primer lugar que el graduado G, B = B[b| f~1, ...,?,J,,]
es un anillo de polinomios, esto es, que los f; son libres sobre B/b.
En caso contrario, si X, ..., X,, son indeterminadas, el morfismo
y:Bb[Xy,...,X,] — B/b[]i, ..., fu] tal que y (X;) = f;, tendria un nd-
cleo no trivial: sea P (Xjy, ..., X,,) un elemento homogéneo no nulo de
ker y; la longitud de la pieza de grado n de B/b[Xy, ..., X,,]/P se
calcula facilmente (B/b es vn anillo de ARTIN) 1esultando, para #
mayor que el grado 4 de P

long (BJB[X1, ., X,/ P)y= ((” T 1) — (” T 1 - h)) long BJb

m—1 m —

que es un polinomio en # de grado m — 2 (nulo si m = 1). En cambio,
observando que b es un ideal de definicién de B, long B/b" es, para
7 alto, un polinomio en # de grado m = dim B ([24] pag. I11-7), asf

long b"[b" 1 = long B[b*+1 — long B[b"

es un polinomio en #, para # alto, de grado m — 1. Se obtiene una
contradiccién al ser b"/d"*+1 isomorfo a un cociente de

(B/b[Xy, ..., X,,1/P),.

Sabido ya que los fT son libres sobre B/b, consideremos el gradua-

do G, 4 = ® a*|a*+1 y el morfismo natural entre graduados »:G, 4 —
7#n=0
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- G,B. Si f; son las clases de los f; en aja?, G, A = Alalfy, ..., [l
y representado G, B como anillo de polinomios, G, B = B/b[f, ..., f,,],
y opera en grado cero segin el morfismo natural A/a - B/b y
v (f) = fi. Por ser B el localizado de 4 en el complementario de la
reunién de los primos asociados a 2, aBn A4 = a, estoes, bn 4 = a
Yy v es inyectivo en grado cero. La independencia algebraica de
los 7, sobre B/b permite concluir que y es inyectivo.

Supongamos ahora g € a™ — a” para un cierto #: sea 7 el mayor
entero tal que g €a’, 7 > 0 y, por hipétesis, » + 1 < . El elemento
geda’/wtl es no nulo y su imagen por y es cero ya que g€ a® c
6" € b’*1 con lo que se obtiene una contradiccién que prueba el
enunciado.

Cororarto 1.3. Si V e¢s una variedad algebraica irveducible de
dimension d y W una subvariedad de V de dimension d — m que admite
en cada uno de sus puntos un sistema de m ecuaciones locales, las po-
tencias simbilicas y ordinarias del haz de ideales de W coinciden.

Haremos uso de este corolario en el caso de curvas localmente
principales sobre una superficie y en el de curvas de P; (k) que admi-
ten en cada uno de sus puntos un sistema de dos ecuaciones locales.

6. — Dos LEMAS

Demostraremos aqui dos resultados de cardcter técnico que serdn
utilizados mds adelante.

Leva L4, Sean A un anillo integro y my, ..., m, ideales maximales
de A. Si a es un ideal de A y, para cada i, el ideal a; = a A,, admite
dos gemeradoves, existen dos elementos f, g de A tales que, para todo 1,
el 1deal engendrado por f, g en A,,. coincide con a,.

Demostracién:  sean my, ..., m,, %, ..., n, ideales maximales de A
distintos entre si, Sy =4 —myu..um, S;=A —n,U..Umn,
By =Si'4, B, =S;"4, By= (S;n S)~14; probemos en primer
lugar que si llamamos b, = aBy, b, = aB, y cada uno dec ellos
admite un par de generadores, by = (f1, g1), b2 = (f2, g2), existen f,
ged tales que (f,g) By = aBj: resulta obvio que fi, g1, f, &2
pueden elegirse en a, multiplicandolos, si cs necesario, por un in-
versible de B, o B,.
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Sean -

aEm N ..AM —n U..Un%
penin..nn —m U ..UM,

debiendo observarse que ninguno de los dos conjuntos es vacio.
Tomando

f=8H+afs ()
g=pBg + g

tendremos f, g € a y por lo tanto (f, g) By € aB;. Teniendo en cuenta
que f,, g2 €a € by, tendremos expresiones en B,

fa=yul1+ 7128
g2 = ya1f1 + y2281
de donde
f=B+yna)fi +2y28
g=ynefi+ B +r2a)g

El determinante de la matriz

(/3+711°€ Y12 & )
Y21 & B+ yaa

es B2+ a(yi1ya2e +y11B + y228 — v12¥219), inversible en B; por
la eleccién de « y B. Pueden por tanto despejarse f, g; de las (2) y
(f, & By = aBy = (f1, g1) B;. Una demostracién andloga prueba que
(f, 8 Bo=aB,.

Si ahora x € a By, teniendo en cuenta que los ideales maximales
de By lo son de By o B,, el transportador ((f, g) By : #) no puede es-
tar contenido en ningtin ideal maximal de By, luego x € (f, g) By ¥
aBy = (f, & Bo.

Para probar el enunciado basta ahora proceder por induccién: si
S,=A —myu ..U m,, probado que aS; ' A admite dos generado-
res, basta utilizar el resultado anterior para asegurar lo mismo de

aSi;'{ A. Probada la existencia de f, g de 4 tales que (f,g)S:'4 =
=aS; ' A, el resultado es ya inmediato al ser los 4,, localizados
de S;'A.
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Lrwa L5. Con las hipdtesis del lema anterior, si ahora aA,, es
principal para todo i, existe fe A tal que aA,,, = fA,, cualguiera que
sea 1.

Demostracién: Basta repetir la del lema anterior tomando gi=0
para cada ¢ =1, ..., s, de donde resultari g=0.

CAPITULO II

LA CONDICION DE COHEN-MACAULAY EN SUPERFICIE

1. — ANILLOS DE COHEN-MACAUTLAY DE DIMENSION DOS

Lstamos interesados en la condicién de COHEN-MACAULAY, que en
adelante indicaremos abreviadamente por C. M., para los anillos loca-
les de una superficie irreducible. En lo que se refiere a los anillos
locales de dimensién uno, es obvio que verifican siempre la condicién
C.M. puesto que basta para ello que su ideal maximal contenga un no
divisor de cero.

A partir de la caracterizacién de los médulos de C. M. de [24],
pag. IV-20, teorema 2, es inmediato probar la

ProrosicioN I1.1. Si A es un anillo local integro de dimension
dos, A es de C. M. st y solo si existe un elemento a en el 1deal maximal
de A tal que todos los primos asociados al ideal (@) som de altura uno.
En estas condiciones lo mismo ocurre para cualquier otro elemento no
nulo v no inversible de A.

De la observacién de la pagina ITI-14 de [24] resulta inmedia-
tamente el

CororariOo I1.2.  Un anillo local integro de dimensién dos es de
C. M. si y solo si es interseccion de sus localizados en ideales primos
de altura uno.

2. — SUPERFICIES DE COHEN-MACAULAY

Diremos que una superficie irreducible S es de C. M. en uno de
sus puntos x, o que x es un punto C. M. de S, cuando el anillo local
de x verifique la condicién C. M. Diremos que S es una superficie de
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C. M. cuando lo sea en todos sus puntos. Ya hemos observado que para
que una superficie sea de C. M. es condicién necesaria y suficiente que
lo sea en sus puntos cerrados.

Es sabido que toda superficie de Pj (k) y toda superficie normal
son C. M., en este tltimo caso basta observar que la normalidad fuer-
za. que se verifique la condicién del corolario anterior ([24] pag. ITI-13).

Si S es una superficie irreducible y x es un punto cerrado de S,
supuesto sumergido en un espacio afin un cierto entorno de x en S,
cada ideal principal del anillo local 0, de x en S puede interpretarse
como el ideal sobre S de la interseccién de S con una cierta hipersu-
perficie, localmente en x. El hecho de que 6, sea C. M. equivale a
que tal ideal no tenga al maximal de 6, como primo asociado, esto es,
que la interseccién de S con la hipersuperficie no tenga al punto x
como componente sumergida. Resulta pues que, para que una super-
ficie irreducible sumergida en un cierto espacio proyectivo sea C. M.,
es necesario y suficiente que por cada uno de sus puntos pase una
hipersuperficie que no contenga a S y cuya traza sobre S no tenga
al punto como componente sumergida. Con ello la misma condicién
se verifica para cualquier hipersuperficie que no contenga a S y cual-
quier punto de S: la traza de una hipersuperficie sobre una super-
ficie C. M. no contenida en ella es una variedad pura de dimensién
uno, esto es, una curva.

Nos resultard de utilidad la siguiente caracterizacién:

ProposicION I1.3.  Si S es una superficie irveducible, S es C. M. en
los pumtos de un abierto afin U si y solo si el amillo correspondiente
A = 0(U) es interseccion de sus localizados en primos de altura umno.

Demostracién: Es sabido que la condicién de que un anillo inte-
gro sea interseccién de sus localizados en ideales primos de altura
uno, equivale a que los primos asociados a cualquier ideal principal
no nulo sean de altura uno. Si x es un punto cerrado de U, el anillo
local en % cs el localizado 4,, donde m es el ideal maximal de A corres-
pondiente al punto x; basta tomar a € m no nulo: por hipétesis m
no es primo asociado de (a) en A y tampoco lo serd mA,, del ideal
ad, con lo que 4,, = 0, sera C. M.

Reciprocamente, sea a € 4 (a # 0) y supongamos que algtin primo
asociado de (a) no sea de altura uno. Siendo 4 integro de dimensién
dos, tal primo asociado ser4d un maximal m correspondiente a un
punto cerrado x € U. Inmediatamente mA,, serd primo asociado de
a4, vy el anillo local 4,, = 0, no serd C. M.
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ProrosicioN I1.4. Sea A el anillo de un abierto afin U de una

superficie irreducible S y sea A una extension entera de A en su cuer-
po de fracciones. Si A es interseccion de sus localizados en ideales primos
de altura uno (i. e., S es C. M. en todos los puntos de U) el conductor

de la extension A — A tiene todos sus primos asociados en A de altura
uno,; sus componentes primarias son las trazas en A de los conductores

de las extensiones no triviales que sc deducen de la A — A~ al localizar
en primos de altura uno.

Demostracién. FEs sabido que prescindiendo de la hipétesis
C. M. la clausura entera de A en su cuerpo de fracciones es un
A-médulo de tipo finito de donde el conductor de la extensién anu-

lador del 4-médulo A/A es un ideal no nulo de A.

Sean x el conductor de 4 — 4, p un ideal primo de altura uno
de A y X2=A4 — p; es obvio que el conductor de la extensién

Z-14 - X-14 contiene a %, de ahi que, salvo si x c p, el conduc-
tor de X-14 - X-14 sea todo el anillo y Z-14 = ¥ -14, Recipro-
camente, si 214 coincide con Z-14, de la sucesién exacta

0>2"14>2"14 > 3-1(4]4) -0

resulta X~1(4/A) = 0 con lo que p no contiene al anulador x de 4 JA.

Si py, ..., p, son los primos de altura uno que contienen al con-
ductor, sean X; = 4 — p, y x; los conductores de las extensiones
Z7'A > 271 4. Se tiene x c %; para todo 7, por consiguiente
# c (4 n x). Reciprocamente, si aec A n (N %), para cada i,

aZ'AecZ'a = Ap,; para los restantes primos de altura uno di-

cha relacién es obvia y a4 ¢ 4, para todo ideal p de altura uno de 4.
La hipétesis C. M. fuerza que 4 = 4, vy x = ] (4 n %,).
? i
Cada #; es p; A,-primario, al ser un ideal propio no nulo de un
anillo local integro de dimensién uno, con ello la anterior es una
descomposicién en primarios de x» en la que aparecen como primos

asociados los p;.

Resulta de la demostracién, en el caso en que A sea la clausura
entera de 4 en su cuerpo de fracciones y prescindiendo de la hipétesis
C. M., que los localizados de 4 en primos de altura uno son normales
salvo un nimero finito, en particular el hecho bien conocido de que
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la superficie S tiene a lo mds un ntmero finito de curvas mdltiples
y de ser C. M., condicién necesaria y suficiente para que sea normal
es que lo sean sus anillos locales en puntos de altura umno, esto es,
que la superficie carezca de curvas multiples.

3. — TRANSFORMACION EN SUPERFICIE COHEN-MACAULAY

Probaremos a continuacién que a partir de una superficie irredu-
cible S puede obtenerse, por medio de transformaciones monoidales,
una superficie S,,, birracionalmente equivalente a S, que verifique la
condicién C. M. y sea isomorfa a S salvo en los puntos en que S no es
C. M. Conviene probar en primer lugar la finitud del conjunto de pun-
tos no C. M. de S: '

Lrva ILS5. S¢S es una superficie irreducible, el comjumto de
puntos en los que S no es C. M. es finito.

Demostracién. Partiendo de un recubrimiento de S por un nti-
mero finito de abiertos afines, basta referirse a los puntos de un
abierto afin U de S. Teniendo en cuenta que los puntos simples son
necesariamente C. M. y que las singularidades aisladas son en nimero
finito, bastard probar que sobre cada curva multiple irreducible de S
hay un ndmero finito de puntos de U no C. M. Sea 4 el anillo afin
de U y p un ideal primo correspondiente a una curva mdltiple irre-
ducible ; tomemos a €p, a # 0: si x es un punto de la curva mil-
tiple en el que S no es C. M., x es un punto cerrado correspondiente
a un ideal maximal 7 de A que contiene a p. Al ser el anillo local
en x, 4,, no C. M., mA,, es primo asociado de a4,, con lo que 7 lo
es de a4. Teniendo en cuenta que los primos asociados de a4 son
en numero finito, se sigue la conclusién.

Sea x un punto cerrado de una superficie irreducible S. Supuesta
S sumergida en un espacio proyectivo, sea H un hiperplano trans-
versal a S que pase por x y no pase por ninguno de los puntos no C. M.
de S salvo, en su caso, el propio x. Sea @ el haz de ideales localmente
principal de la traza de H sobre S. Designando por 6 el haz estruc-
tural de S, si x” es un punto de S distinto de x, o bien la fibra @,
coincide con 6, .o el anillo 6, es C. M. y al ser @, principal todos
sus primos asociados son de altura uno. En cambio el ideal @,, al
ser principal y no nulo, tiene todos sus primos asociados de altura
uno si y solo si x es un punto C. M. de S. De ahi que, a nivel de haces,
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los haces de ideales primos asociados a @ sean todos de altura uno
salvo posiblemente el correspondiente al punto cerrado x: este es
asociado a @ si y solo si S no es C. M. en x. Designemos por @ la in-
terseccién de los haces componentes primarias de @ correspondientes
a primos asociados de altura uno: @,, = @, para cualquier x’ # x
vy D, = D, si ysolosiSesC. M en x.

Sea S! la superficie obtenida de S por dilatacién centrada en
la subvariedad definida por @, y 7 la proyeccién natural 7; : St — S.
Observando que en el abierto S — {x} coinciden las restricciones de
@ y @, y el primero es localmente principal, resulta el

LeMA I1.6. 7, tnduce isomorfismo emtre S| — t1 ' (%) v S —{.
ProrosicioN I1.7. 7 es un morfismo finito.

Demostracion. A la vista del resultado anterior basta hacer la
demostracién para un entorno afin de x. Sea U un tal abierto afin,
A el anillo correspondiente y supongamos elegido U tal que I', @ =fA.
Sean fy, ..., f,, generadores del ideal I', @, =Ic 4. Si 4,(4) = (—BOI”,

n>

71 ' (U) se identifica al espectro homogéneo Proj 4, (4).

Se observa en primer lugar que los f;/f son enteros sobre 4 : al
coincidir las componentes primarias correspondientes a primos de
altura uno de los ideales (f) e I, para todo ideal primo p de altura
uno en 4,1 A, = fA, con lo que f;/fe A, para cada ¢. Teniendo en
cuenta que A es excelente, para probar que f;/f es entero sobre A
basta probar que tiene valor no negativo en cualquier valoracién
centrada en un primo de altura uno de 4 ([8], IV. 7. 8. 3. 1) y ello
es obvio puesto que los elementos de 4, tienen todos valor no nega-
tivo por cualquier valoracién centrada en p.

Para cada f;/f tenemos una ecuacién de dependencia sobre A

(il + aw s (Fl) 14+ a9 =0

de donde
fi=—f@, . fi" + .. +af

igualdad en 4 que resulta valida en el anillo graduado 4, (4) si se

toman f;, f de grado uno puesto que entonces f7 se debe tomar de gra-
do % y el término entre paréntesis resulta de grado » — 1. De ahi que
una potencia conveniente del ideal /@ I2® .. @ I*D ... de 4, (4)



Acerca del género virtual de las superficies algebraicas 75

esté contenida en fA4, (4) entendido f como de grado uno. Con ello
((8], II. 2. 3. 14), v ' (U) = Proj A, A = D, (f) vy i ' (U) es affn,
el anillo correspondiente es el localizado homogéneo de 4, (4) en el
sistema multiplicativo de las potencias de f (entendido siempre como
elemento de grado uno en 4, (4)), que es A [f1/f, ..., f./f]; se trata
de una extensién entera de 4 por lo ya demostrado y en consecuen-
cia es finito como A-médulo.

Trma IL8. 7y es isomorfismo si v solo si S es C. M. en x.

Demostracién. Si S es C. M. en x, @ coincide con @ y es por ello
localmente principal. Reciprocamente, a la vista de la demostra-
cién anterior y con las mismas notaciones, si 7, es isomorfismo,
A = A[f;|f] con lo que I = fA ; localizando en el ideal correspon-
diente al punto x resulta @, = @, y x es un punto C. M. de S.

Aplicando sucesivamente transformaciones del tipo descrito se
construye una superficie C. M. segtin el

TEOREMA IL.9  Dada una superficie irveducible S, existe una super-
ficte C. M. S,,, dotada de una proyeccion, w:S,, — S, birracional y
finita, de manera que si xi, ..., x, son los puntos no C. M. de S, w in-
duce isomorfismo S,, — o~ 1{xy, ..., %} ~S — {xy, ..., x,}. Por otra
parte S,,, estd determinada salvo isomorfismo como superficie sobre S
por el hecho de ser C. M., finita sobre S e isomorfa a S salvo en los puntos
no C. M. de S.

Demostracién. Aplicando sucesivas transformaciones del tipo de
la descrita anteriormente partiendo cada vez de un punto no C. M.,
si existe, se construye una sucesién de superficies

T

S St 2 652 TG

en las condiciones de I.1 que debe ser estacionaria lo que fuerza,
en virtud de II.8, que con un niimero finito de transformaciones se
alcance una superficie C. M. que verifica las condiciones del enuncia-
do en virtud de II.6 y IL7.

Para probar la unicidad de S,,,, teniendo en cuenta que es irre-
ducible y por ello un esquema integro, bastard probar que estdn de-
terminados los anillos locales de S,,, ([8], I. 8. 2. 6). Identifiquemos los
cuerpos de funciones racionales de S y S, a través del isomorfismo
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inducido por w, resulta entonces que todos los anillos locales en
puntos de altura uno de S, coinciden con los de sus imigenes en S
al ser o isomorfismo salvo en los puntos no C. M. de S. Si U es un
abierto afin de S, sea U, su antiimagen en S,,, y sean A, 4,,, los
anillos correspondientes; por ser S,, C. M., 4,, es interseccién de
sus localizados en ideales primos de altura uno pero estos coinciden
con los de A y podemos afirmar que el anillo afin de U, estd deter-
minado como interseccién de los anillos locales de los puntos de al-
tura uno de U. En consecuencia los anillos locales de los puntos de
U., que son los localizados en ideales primos de 4,,,, estan determi-
nados. Basta que U recorra un recubrimiento de S para que queden
determinados todos los anillos locales de S,,.

En adelante nos referiremos a S,,, como la transformada C. M.
de S.

CAPITULO III

CURVAS MULTIPLES SOBRE SUPERFICIES
DE COHEN-MACAULAY

Si abordamos ahora el estudio del proceso de normalizacién de

una superficie S con el fin de descomponer la proyeccién S — S,
de la normalizada en la superficie, en un niimero finito de proyec-
ciones de modo que sea calculable la variacién de género virtual en
cada una de ellas, los resultados del capitulo anterior nos permiten
cubrir una primera etapa: la transformada C. M. de S es finita sobre
S y por ello permite factorizar la anterior proyeccién en la forma

S Sem ~® 5 'S. Con ello bastard considerar el caso de una super-
ficie C. M.

Nota: A lo largo de este capitulo designaremos por S una su-
perficie que verifique la condicién C. M. y por 6 su haz estructural

1. — FINITUD DE LA DILATACION CENTRADA EN UNA CURVA

Dado que la normalizada, S, de S es finita sobre S, cualquier su-
perficie intermedia entre ambas deberd ser también finita sobre S,
ello nos lleva en primer lugar a establecer condiciones suficientes
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para que la superficie obtenida de S por dilatacién en una curva sea
finita sobre S.

Sea C una curva de S dada por un haz de idealesa =q; n ... n q,
donde los q; son haces de ideales primarios y sus radicales p; de al-
tura uno y distintos dos a dos. Tenemos :

LeEMA TII.1. Si x es un punto de C y f un elemento de a,, las si-
guientes condiciones son equivalentes :

a) [ toma valor minimo entre los de los elementos de a, por toda
valoracién centrada en un ideal primo de altura uno de 6,.

b) Para n lo bastante alto, fay = a} ™"

¢) Para n lo bastante alto, fal = aj*'.

Se observa que la condicién @) equivale a que una hipersuperficie
cuya traza sobre S tenga ecuacién f en un entorno de x, corte a S,
en un entorno de x, exactamente en la curva C y con multiplicidad de
interseccién minima en cada componente de C.

Demostraciéon de IIL.1. ¢) = a): sea p el valor minimo de los
elementos de a, por una valoracién v en las condiciones del enunciado.
Para cualquier #, el valor minimo, por v, de los elementos de a(”
es un; si # es lo bastante alto como para que se cumpla ¢) y toma-

Y tal que v(g) = (n -+ 1) u, por hipétesis g = fg’ con
gea”yu(f)=v(g —v(g) <@+ 1)u—npu de donde v (f) = p.

a) > b): sea fi, .., f, un sistema de generadores de a,. Por hipé-
tesis cada f;/f tiene valor positivo o nulo por cualquier valoracién
centrada en un primo de altura uno de 6, y por ser 6, excelente,
cada f;/f serd entero sobre 0,; para cada ¢ se tendrd una relacién

(filfP +an (i)' + o+ ag=0

(n+
mos g € a;

de donde

4

W= — flanr S+ + apfil) = ffi

con f,,' ea"!: basta tomar n 4+ 1 > mmax (I;).
b) = ¢): Sip es un ideal primo de altura uno de 6, que contiene

-, . 1 . .
a f, por la hipétesis, p o ai"' y en consecuencia, P o a,; siendo
# de altura uno, necesariamente es uno de los primos asociados a
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a, cn 0, sean estos py,..,p, vy =0, —p; U .. U p,. Es obvio
que fa” c al"*" cualquiera que sea #. Supongamos geal*" para
cierto re X, 7gea;"! y 7g¢ = fo' con g’ eal en virtud de ) ; resulta
g = (g'[r)f y bastard probar que g'/r € 0,. Es obvio que g'/r es de
cada uno de los localizados (0,),,. Si p es un ideal primo de altura uno
no asociado a a,, f¢p y por ello g'/r =g/f e (6,),. Hemos demos-
trado que g'[r estd en todos los localizados en primos de altura uno
de 0, de donde es elemento de 0, al ser este dltimo C. M.

TrEOREMA II1.2. Sea C wuna curva de S, a el haz de ideales co-
rrespondiente y x un punto de C: si en a, existe un elemento que veri-
fica las condiciones de 1I1.1, es posible determinar un entorno afin U
de x en S y un elemento fea = a (U) que toma valor minimo entre los
de los elementos de a por cualquier valoracion centrada en un ideal
primo de altura uno de A = 6 (U). Si se considera la dilatacion
7:S"—S de S alolargo de C, n=1 (U) es un abierto afin de S’ cuyo
awillo, considerado como extension de A, es de la forma A [fif, ..., f,/f]
donde los f; forman un sistema de generadores de a; tal anillo es finito
como A-médulo.

Se deduce en particular del enunciado que 7z es un morfismo fi-
nito en un entorno de x.

Demostracién. Sea U’ un entorno afin de ¥ que no contenga mds
componentes de C que las que pasan por x, 4’ el anillo correspondien-
te. Sea fea, en las condiciones de III.1; salvo multiplicacién por
un inversible de 0, podemos suponer f e A’. La hipétesis de que todas
las componentes de C en U’ pasan por x equivale a la igualdad
a=a(U)=A"na,yporello fea

Si m’ es el ideal de A’ correspondiente al punto x, elijamos un
elemento g en la interseccién de todos los primos asociados a fA’ no
contenidos en ' de modo que g¢m'; de no existir tales primos,
sea g = 1. El abierto afin D (g) ¢ Spec A’ = U’ es un entorno afin
de x al que llamaremos U. Su anillo es 4 = 6 (U) = A}, localizado
de A’ en el sistema multiplicativo de las potencias de g. Por la elec-
cion de g,fea=a(U) =a'A y el ideal f4 tiene todos los primos
asociados countenidos en m = m’ A, ideal de A correspondiente a x.
En consecuencia, si v es una valoracién centrada en un primo de
altura uno de A no contenido en m, v (f) = 0 ya que f no pertenece
a tal ideal. Si v estd centrada en un primo p de altura uno contenido
en m, v estd también centrada en el ideal pf, de 0, = 4,, y v (f) es
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minimo entre los valores de los elementos de a pues por hipétesis lo
era entre los de los elementos de a0, = a,.

Por lo que respecta a la segunda parte del enunciado, -1 (U) =
=ProjA®Da®..Da"®D ... La condicién de valor minimo satis-
fecha por f asegura que al tomar un sistema de generadores
de a, fi, ..., f,, los f;|f son enteros sobre A (al ser A excelente) de
donde se deduce, como en la demostracién de II.7 que n— 1 (U) es afin
(igual a D, (f) en el espectro homogéneo), de anillo 4 [f;/f], que es
finito sobre A al ser extensién entera de A.

Del teorema deducimos inmediatamente el

Cororario IIL.3. St en cada punto x de C existe un elemento f e a,
que cumple las condiciones de II1.1, la dilatacion de S centrada en C
es finita.

Al final del capitulo IV demostraremos el reciproco de IIL.3 su-
poniendo C reducida; por el momento basta una condicién suficiente
para la finitud de la dilatacién.

Es facil observar que en los puntos genéricos de las componentes
de C existen siempre elementos en las condiciones de III.1 de donde,
aplicando ITI.2, se deduce que, cualquiera que sea C, la dilatacién
centrada en C es finita salvo en un ndmero finito de puntos de C.

Pueden darse ejemplos de curvas sobre una superficie (necesaria-
mente singular) tales que la dilatacién de la superficie centrada en
una de ellas no es finita ; uno de ellos se halla en el apéndice.

2. — LA SUPERFICIE AUXILIAR S’.

En adelante designaremos por C una curva reducida de la super-
ficie S, de haz de ideales ¢. En los casos de interés C tendrd por com-
ponentes curvas multiples de S.

Aunque las singularidades uno-dimensionales de una superficie
C. M. son la tnica causa de su no normalidad, no conviene eliminarlas
directamente por dilataciones centradas en curvas mdltiples que en
general dardn lugar a morfismos no finitos. Se hace necesario elegir
adecuadamente el centro de cada dilatacion para que esta, ademds de
producir el deseado efecto de desingularizacién, sea un morfismo fi-
nito. A tal fin tenemos:

ProrosicioN III.4. Dada la curva C en S, existe otra curva C'
en S, de haz de ideales a, tal que:
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a) En cada punto x € C' existe f, €a, que cumple las condiciones
equivalentes de IIL.1.

b) Las componentes de C lo son de C’, es decir, a=cnq, N ..
... N 4, donde los q; son primarios y ninguno de sus radicales es primo
asociado de c.

¢) C' es localmente principal en el abierto S — C.

Obviamente, basta que C cumpla la condicién @) para poder
tomar C’ = C.

Demostracién. Consideremos una hipersuperficie H cualquiera
que pase por C y corte a S con multiplicidad de interseccién minima
en cada una de las componentes de C. Si x, ..., x, son los puntos
genéricos de las componentes de C, cualquier ecuacién local de la
traza de H en S en un entorno de x;, presenta valor minimo positivo
por las valoraciones centradas en el ideal maximal de 6,, (1).

La traza de H en S es una curva dada sobre S por un haz de idea-
les localmente principal g que tiene entre sus primos asociados los
correspondientes a las componentes de C : basta observar que fcc¢ y
los primos asociados a ambos haces de ideales son todos de altura uno.
Sic=p;n..Nnp es la descomposicién en primarios (primos en
este caso al ser C reducida) del haz de ideales de C, supongamos or-
denada la descomposicién de 8, f =4q; n ... n q, de manera que
pp=vrad (q;) c=1,..,7. Si a es el haz de ideales

a= pl n..n pf n qr-i-l n..n qm

probaremos que la curva C’ definida por a verifica las condiciones del
enunciado.

En cuanto a la condicién a), para cada x € C’, sea f, una base de
B.; dada una valoracién v centrada en un ideal primo de altura uno
de 0, debemos probar que v (f,) es minimo entre los valores de los ele-
mentos de a,: si el ideal es uno de los (p,),? = 1, ..., 7, ello se sigue
de la eleccién de H; si el ideal primo es el radical de uno de los
(q;),2 =7+ 1, ..., m, basta observar que localizando en el, el ideal
engendrado por a, es principal y admite por base a f,; finalmente,
f. no pertenece a ningtn otro ideal primo de altura uno de 6, y

(1) TUtilicese el teorema 6 de [14] para calcular la multiplicidad de inter-
seccion.
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su valor serd cero si la valoracién estd centrada en algtin otro ideal
primo de altura uno.

La condicién b) se verifica trivialmente por construccién y para
probar c) basta sefialar que las fibras de a y B en los puntos de
S — C coinciden.

Si C’ es ahora una curva cualquiera en las condiciones del eaun-
ciado anterior, designemos por S’ la transformada de S por la dilata-
cién 7 centrada en C’ y por 6 el haz estructural de S’. En virtud
de IIL.3, 7 serd un morfismo finito. Tenemos ademas :

ProposicioN IIL.5. La transformacion m induce un 1somorfismo
S" —a~1(C) = S — C. Por otra parte, si y es el punto genérico de una
componente de C, los 0; para zen~1(y) son los anillos locales en cl
primer entorno de 0, en el semtido de NORTHCOTT [15].

Demostracién. Sabémos que a es localmente principal en S — C,
de ahi el isomorfismo mencionado.

Si v es el punto genérico de una componente C; de C, sea U un
entorno afin de y en las condiciones de IIL.2; tendremos z~1(U) =
Spec A [f;[f] donde los f; forman un sistema de generadores del ideal
a = a(U) y la proyeccién = viene dada, en n~! (U), por la inclusién
A — A[f.|f]. Si p es el ideal primo de altura uno correspondiente a
yend, 0,=A,ya 1(y) es el conjunto de ideales primos de 4 [f;/f]
cuya traza en 4 es p. Sea = A — p, tendremos una inyeccién

Ay =214 > 2" YA [f;[f]) = 4, [f:l]]

y los localizados de 4 [f;/f] en los elementos de z~1(y), anillos loca-
les de las componentes de la antiimagen de C;, son los localizados
de A,[f;/f] en sus ideales maximales. Observando que los f; gene-
ran ad, = pA, y en virtud de la eleccién de f, 4,[f;/f] es el anillo
semilocal en el primer entorno de A, y sus localizados en ideales
maximales los anillos locales en el primer entorno de 4, = 6, ([15],
teorema 10).

3. — I,A SUPERFICIE TRANSFORMADA RESPECTO DE C.

A pesar de la hipétesis C. M. en S, es posible que la superficie

S’ no sea C. M. (véase ejemplo en el apéndice). Designemos por S
la transformada C. M. de S’ y sea @: S — S la proyeccién natural,

6 -- Collectanea Mathematica
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composién de S 2 >3 " 55 Delo ya establecido resulta que S
es una superficie birracionalmente equivalente a S y finita sobre S.
Es f4cil comprobar que 7 induce un isomorfismo S —7—1(C)~S —C:
basta observar que lo mismo ocurria con z con lo que los puntos de
S" —a=1(C) son C. M. y la restriccién de w es isomorfismo.

Llamaremos a S transformada de S respecto de C v a 7 transfor-
macién centrada en C.

La transformada de S respecto de C y la transformacién centrada
en C vienen caracterizadas por el siguiente teorema que, en particular,
libera la definicién de S, # de la arbitrariedad en la eleccién de la
curva C’ como centro de dilatacién.

TrOREMA IIL.6. La transformada S queda caracterizada, como su-
perficic que se proyecta en S, por ser C. M., afin sobre S, isomorfa
a S salvo en los punmtos de C (S — 7= 1(C) =~ S — C) y tal que los ani-
los locales en S de las componentes de la antiimagen 71 (C,) de cada

componente C; de C, son precisamente los anillos locales en el primer
entorno del local de C; en S (identificando los cuerpos de funciomes

racionales de S, S por medio de 7).

Demostracion. Hemos observado ya que S verifica las condi-
ciones del enunciado, baste observar, con respecto a la dltima, que
lo mismo verificaba S’ y que la transformacién w no modifica los ani-
llos locales en puntos de altura umno.

Las condiciones del enunciado aseguran que S es un esquema in-
tegro y bastard, como en la demostracién de II.9, probar que estdn
determinados los anillos de un recubrimiento por afines de S como
subanillos del cuerpo de funciones racionales % (S) = & (S).

Sean U, los abiertos afines de un recubrimiento de S, A4, el anillo
correspondiente a cada U;,, U;= #—1(U,) y 4,. el anillo afin de U..
Para cada ideal primo p de altura uno en A4;, (4;), estd determi-
nado: si p no corresponde a una componente de 71 (C), (4;), coin-
cide con el localizado de 4; en p N 4;; en caso contrario serd uno de
los anillos en su primer entorno. Por la condicién C. M. resulta de-
terminado A; al ser interseccién de sus localizados en ideales primos
de altura uno.

TrorEMA IIL7. La proyeccion m:S — S es un isomorfismo si v
solo si C es una curva simple de S (. e. lo es cada una de sus componentes).
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Demostracién. Si C es una curva simple de S, los anillos locales
de las componentes de C en S son de valoracién discreta, cada uno de
ellos aparece como tnico anillo en su primer entorno ([15], teorema
11) y por ello la propia S, con la identidad como proyeccién, verifica
las condiciones de IIL.6.

Reciprocamente, si @ es un isomorfismo, el anillo local de cada
componente de C tiene un solo anillo local en su primer entorno
que coincide con €l y es por ello de valoracién discreta ([15], teore-
ma 11); de ahi que cada componente de C sea simple en S.

Es inmediato observar, a partir de III.6 y el repetidamente ci-
tado teorema 11 de [15], que la superficie S viene de hecho determi-
nada por las componentes de C que son singularidades de S.

En la construccién de S ha quedado de manifiesto que S es finita
sobre S. Procediendo ahora inductivamente, repitiendo la transfor-

macién en una curva mdltiple de S, se obtendrd una sucesién de
superficies intermedias entre S y su normalizada que por I.1 debe ser
estacionaria : ello entrafia que tras un nimero finito de transformacio-
nes se alcance una superficie C. M. carente de curvas miltiples (II1.7)
que serd por ello normal y, por construccién, finita sobre S, coinci-
diendo en suma con la normalizada de S.

4. — CURVAS EN LOS SUCESIVOS ENTORNOS DE C

Supongamos ahora que C es una curva irreducible de S. A cada una
de las componentes reducidas de 7z~1(C) la llamaremos curva en el
primer entorno de C en Sy, definiendo por induccién, las curvas en
el enésimo entorno de C en S serén las curvas en el primer entorno
de alguna del (# — 1)-ésimo entorno de C. Se observa inmediata-
mente que, para # suficientemente alto, todas las curvas en el enésimo
entorno de C son simples en la transformada de S correspondiente.

Las curvas en el enésimo entorno de C tienen como anillos loca-
les en la transformada de S correspondiente, los anillos locales en
el enésimo entorno del local de C en S. Pueden representarse las cur-
vas en los sucesivos entornos de C por un diagrama en 4rbol que coin-
cidird exactamente con el que se asocia, segiin NORTHCOTT [16], al
anillo local de C en S.

La transformacién 7 presenta notables semejanzas con las trans-
formaciones cuadréticas utilizadas en el andlisis de singularidades
de curvas, hasta el punto de que al proceso de desingularizacién local
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de un punto singular de curva corresponde también un 4rbol de ani-
los locales en los sucesivos entornos del local del punto y ambos tipos
de transformaciones provocan un fraccionamiento similar del proceso
de normalizacién. Ello justifica en parte nuestra definicién de cur-
vas en los sucesivos entornos, pero debemos sefialar que la propiedad
fundamental de los puntos en los sucesivos entornos de un punto de
una curva plana, definidos como clases de equivalencia de ramas de
curva o por transformaciones cuadréticas ([6], libro 4.9, caps. I y
IT respectivamente), es la de permitir expresar la multiplicidad de
interseccién de dos curvas segiin la conocida férmula de NOETHER.
A la vista de los resultados de [17] y de las propiedades de 7, S,
parece posible establecer una férmula similar para superficies de P; (k)
que justificarfa plenamente la definicién.

CAPITULO 1V
LA VARIACION DE GENERO VIRTUAL

En este capitulo se obtiene una primera determinacién de la va-
riacién de género virtual de una superficie irreducible sometida a
una transformacién del tipo de las que hemos definido en capitulos
anteriores.

I. — VARIACION DE GENLRO VIRTUAL POR PROYECCION

Recordemos en primer lugar ([8], III.1.3.2 y IIL.1.3.3) que el
functor imagen directa asociado a un morfismo afin de esquemas es
exacto al actuar sobre haces de mdédulos coherentes por anularse
sus derivados por la derecha. En particular el functor imagen directa
asociado a un morfismo afin induce isomorfismos entre los grupos de
cohomologfa de un haz coherente de médulos y los de su transformado,
de ahi que por tal functor se mantenga invariante la caracteristica de
EULER-POINCARE, caso de estar definida.

En nuestro caso, si @ es una de las proyecciones definidas en
los dos capitulos anteriores (i. e., # = w 0 # = @), 7 es un morfismo
finito, en particular afin y, designando por y la caracteristica de
FULER-POINCARE y por 0, 05 los haces estructurales de Z (transfor-
mada de S por @) y S, z(0;) = x (7, 0,). El morfismo canénico indu-
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cido por =, 05 - m, 0, es un monomorfismo, identificaremos 6 con
su imagen en m, 0,. De la sucesién exacta de haces de §-médulos

0—>0s—>my0;—>m,0;/0s >0
resulta

2 (02) = 7 (7 02) = 2 (0s) + 1 (704 02/05)

es decir, introduciendo los géneros virtuales p,, pq,

Pz =ps + 2 (7,.02/05)

2. — I,A VARIACION DE GENERO VIRTUAIL EN LA TRANSFORMACION
EN SUPERFICIE C. M.

Tratemos en primer lugar el caso en que Z es la transformada C.
M.de S, Z=3S,, ® = o, y sean xy, ..., 4, los puntos no C. M. de S.
Si consideramos la sucesién exacta

0—> 67 » oy 0, —> o, 0,,/0 —> 0 (1)

donde 6 y 6,,, son los haces estructurales de S y S,,,, al ser o un iso-
morfismo salvo en los puntos %y, ..., %, la inclusién yp es igualdad en
fibra salvo en x, ..., x, de donde el haz w,, 0,,/0 estd concentrado
en xy, ..., 4. El conductor de w, anulador de w, 0,,/0, tiene como
primos asociados los haces de ideales correspondientes a los puntos
%1, .or % ya que (o, 0,,/0), es no nulo si y solo si ¥ es uno de los x;.

En particular g (w,0,,/0) = dim, HO (0, 0,,,/0) = Z; dimy, (w,, 0,,,/0)-,
y resulta el

TEOREMA IV.1. La diferencia de gémeros virtuales p,, — ps es
siempre no negativa v se anula si v solo st S = S,,,, es decir, S es C. M.

Demostracién. Hemos observado ya que ps,, — ps coincide con
el entero no negativo X; dim, (v, 6,,/0),. La anulacién fuerza
(wy 0,,,/0)x, = 0 para todo 7 con lo que w, 0,,/0 =0y o eslaigualdad.

Consideremos ahora una hipersuperficie H cualquiera que corte
sin contenerla a S: hemos sefialado ya (cap. II) que la traza de H
en S no es siempre una variedad pura unidimensional sino que pre-
senta componentes sumergidas de dimensién cero en todos los puntos
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no C. M. de S por los que pase H. Llamaremos curva cortada por H
sobre S a la parte uno-dimensional de la traza de H en S: si @ es el
haz de ideales localmente principal sobre S que determina la traza de
H, @, interseccién de los haces primarios correspondientes a primos
asociados de altura uno de @, es el haz de ideales sobre S de la curva
cortada por H.

Sim; es el haz de ideales del punto x; en S, hemos advertido ya
que el conductor x de o tiene a los m; como primos asociados con

lo que, para ciertos u,;, [} m{ ¢ ». Tomemos la hipersuperficie H
4

con multiplicidad u orden de contacto con S en cada uno de los x;

suficientemente alto como para que @ cm{’ para cada 7. Resultard
entonces @ cx y, multiplicando tensorialmente por 0/® la sucesién
exacta (1) resulta la sucesi6n también exacta

G/Q5 > Wy gcm /¢ My 0mn — My ocm / -0 (2)
ProPOSICION IV.2. dw,b,n =3

Demostracién. Basta comprobar la igualdad para los abiertos de
un recubrimiento afin de S'; tomaremos el recubrimiento de modo que
las secciones de @ en cada abierto sean un ideal principal. Sea U
uno de los abiertos del recubrimiento y sean 4 = 6 (U), f4 = @ (U),
A, =Tvo,0,, = w10, Es bien sabido que la restriccién de
o, 0., a U es el tildado de 4,,, como A-médulo y sabemos también que
la inclusién A — A4,,, induce igualdad entre los localizados en idea-
les primos de altura uno de 4 y A4,,. Como todos los localizados de

A,, son C. M., los primos asociados a fA4,, son todos de altura uno
y por ello

fAmn = Az:m n ([I'] f(Acm)P)

donde P recorre los primos de altura uno de A,,. De ahi resulta
A0 A =40 ([ f(A)) =40 (01]4)

dada la coincidencia de los localizados en primos de altura uno de
A y A, y suponiendo que en el dltimo término p recorre los ideales
primos de altura uno de A. En definitiva fA4,,, n 4 es la interseccién
de las componentes primarias de fA4 con primo asociado de altura
uno: fA,, n 4 = @ (U) de donde la igualdad del enunciado.
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CororArIO TV.3. La sucesion exacta (2) induce la
0->0/P > wy 0, |Pwy 6, > »,0,[0 0 (3)

El primer término de la sucesién exacta es el haz estructural
de la que hemos llamado curva cortada por H sobre S. Interpretemos
el segundo término:

Lrma IV4. Dyw,0, = Do, 0,,.

Demostracién. Bastard probar que en cada abierto afin donde @
sea principal vale la igualdad. Utilizando las mismas notaciones que
en IV.2, debemos probar que @, (U) 4,,, = f4,,,; una de las inclu-
siones es trivial, por otra parte, para cada primo p de altura uno
en 4, ®;(U)A4, =fA, ya que las componentes primarias corres-
pondientes a primos de altura uno de @; (U) y fA coinciden. Resulta
asi que para cualquier g € @, (U), g/f € A, cualquiera que sea p de al-
tura uno en A. Recordando que 4,,, es interseccién de sus localizados
en primos de altura uno y estos coinciden con los de 4, g/f e A,
es decir, gefA,, v se sigue la igualdad.

Tendremos :
@ (27 ecm = @1 0y Gcm = Wy @1 ecm

de donde, por la exactitud de w, al actuar sobre haces casi-coheren-
tes, el termino central de (3) aparece como

[ (Om/@l ch)

esto es, la imagen directa del haz estructural de la transformada por
o de la curva cortada por H sobre S. Ello proporciona una primera
determinacién de la variacién de género virtual pot transformacién
de una superficie en superficie C. M.

TeOREMA IV.5. La diferencia entre el género virtual de la trans-
formada C. M. vy el de la propia superficie coincide con la diferencia
entre el gémero virtual de una curva cualquiera cortada sobve S por
una hipersuperficie que pase con multiplicidad suficientemente alta
por los puntos no C. M. y el género virtual de la transformada de dicha
curva en S,
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Demostracién. Basta calcular a partir de la sucesién (3):

Psew — Ps =X (04 0, [Py 0,,) — 2 (0] D) =
= 2 (04 (6| P1 B,)) — % (0/P1) =

= % (0cn /D1 0cr) — 2 (0/Dy) =

=1—p —1+p=p—p

designando por p el género virtual de la curva cortada por la hi-
persuperficie en S y por p’ el de su transformada.

Cabe observar que la curva cortada por H sobre S, definida por
@, y su transformada en S,,,, definida por @, 6,, = @0, son birra-
cionalmente equivalentes al ser » isomorfismo salvo en un ntimero
finito de puntos.

Consideremos ahora una nueva hipersuperficie que pase por todos
los puntos no C. M. de S sin contener a S; sea p el haz de ideales
localmente principal que determina su traza sobre S. Por hipétesis
¥y, es un ideal propio de 0., y,, € m,, de ahi que para » suficien-
temente alto y” esté contenido en el conductor y y* pueda tomar el
papel de @ en la sucesién (3). La interseccién de las componentes pri-
marias correspondientes a primos asociados de altura uno de y” es,
por definicién, ™ con lo que la sucesién (3) se transforma en la
sucesién exacta :

0—6/y™ > w,0,,/v"w,0,, > wy 0,,,/0~0

Transformando el término central como hemos hecho anteriormente,
tenemos la

0— B/TP(") > Wy (6cm/wn ecm) > My ocm/o -0

y podemos enunciar:

TEorREMA IV.6. La diferencia de géneros virtuales ps, — pg se
expresa en la forma

ﬁsvm - PS =X (0,:,"/'(}1"0”,,) — X (0/1)0(”))

para cualquier n mayor que un cierto ny, donde vy es el haz localmente
principal de la traza sobve S de uma hipersuperficie cualquiera que
pasa por todos los puntos de C. M. de S v no contiene a S. También,
st & es el haz de ideales de la curva cortada por la hipersuperficie
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sobre S (i. e., la parte uno-dimensional de la subvariedad definida

por y)
Pscm - PS =X (ocm/En Otm) — X (0/5(”))

para n > ny.

Demostracién. Asegurada ya la primera parte del enunciado,
para comprobar la segunda basta observar que p™ = & y "0, =
= ¢" 0, ambas igualdades debidas a que en los puntos de altura uno
coinciden las fibras de ¢ y &.

3. — LA VARIACION DE GENERO VIRTUAI EN LA TRANSFORMACION

S S.

Supongamos ahora, como en el capitulo III, que la superficie S
es C. M.: nos ocuparemos de determinar la diferencia entre el género

virtual de S y el de su transformada respecto de C, S. Seguiremos
utilizando todas las notaciones del capitulo III, en particular C’
serd la curva de haz de ideales a elegida como centro de la dilata-
cién auxiliar S« S’

Lema IV.7. El conductor » de la proyeccion S <3 tiene como
primos asociados los haces de ideales correspondientes a las componentes
de C que son miltiples en S.

Demostracién. Bastard examinar la situacién en un abierto afin
cualquiera U € S. Sean 4 =6 (U), A =7, 6 (U) = 0 (m~1 (V). = (V)
es el conductor de la extensién A — A, por I1.4 sabemos que los pri-
mos asociados a x (U) son exactamente aquellos ideales p de altura
uno en A para los que la extensién 2-14 - X-14 (=4 — p) no es
la igualdad o, lo que es lo mismo, si p corresponde a un punto x € U,
214=6,214=(=0), y x es un punto de altura uno en el
que 7 no induce isomorfismo. Aplicando IIIL.6, estos son los puntos
genéricos de las componentes de C cuyos anillos locales en S difie-
ren de su semilocal en su primer entorno lo que equivale a decir
que sean no regulares (Northcott [15], teorema 11) y correspondan
por tanto a una componente de C mdaltiple en S,
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Sea b el haz de ideales de una curva de S sujeto a las siguientes
condiciones :

a) las componentes de C lo son de la curva definida por b, es
decir, la descomposicién de b en primarios es

b=pn.npng.n..ngq

donde los p; son los haces de ideales primos correspondientes a las
componentes de C y los q; son haces de ideales primarios cuyo ra-
dical no estd entre los p,.

b) la transformada de la curva en S, definida por el haz de

ideales b0, es localmente principal (en S).

Se observa inmediatamente que el haz de ideales a de la curva
auxiliar C’ verifica las dos condiciones: basta advertir que siendo
C’ el centro de la dilatacién S « S, el haz de ideales de su trans-
formada en S’ es ya localmente principal y lo propio ocurre en

-~ ’
S = Scm'

Por el lema IV.7, cualquier potencia b” con # suficientemente
alto estd contenida en el conductor ». De ahi que de la sucesién exacta

O—>0—>ﬁ*§—>ﬁ*5/0—>0

podamos deducir, por producto tensorial por 6/b*, la sucesién exacta

0/b" > 7, 0/b*7, 60 >7%,60[6 >0 (4)
suponiendo # lo bastante alto como para que b* ¢ x.

ProposicioN IV. 8. La traza de 7, b"0 = b*7, 0 sobre 6 es b®
si n es lo suficientemente alto.

Demostracién. Sea x un punto cualquiera de S, probaremos que
b = b’ (7, 0), n 0,. Ello es obvio si x es el punto genérico de S,
analicemos en caso en que x sea un punto de altura uno: si x corres-
ponde a una de las componentes de C, en virtud de II1.6 los anillos

locales 5y con v en~!(x) son los anillos en el primer entorno de 6,.
de ahi que (7, 6), = [ 6, sea el anillo semilocal en el primer entor-
y

no de 6, R (0,). Teniendo en cuenta que los primos correspondientes
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a C son componentes primarias de b, b, es el ideal maximal de 6, y
un resultado de NorTHCOTT ([15], teoremas 5 y 10) asegura que, para
7 lo bastante alto,

bR (6,) n 6, =b: = b

con lo que vale el enunciado para x. Si ¥ no corresponde a nin-
guna componente de C, 7 es isomorfismo en un entorno de x de donde
0,= (7. 0), vy b =0b%(7,0),n 6,; la hipétesis de que la curva
tranformada de la definida por b sea localmente principal fuerza que b,
sea principal con lo cual by = b} = b} (7, 6), n 0,.

Comprobado el resultado en los puntos de altura uno, sea x un
punto cerrado de S. 0, es un anillo local de dimensién dos cuyos lo-
calizados en ideales primos de altura uno son los anillos locales de
los puntos genéricos de las curvas irreducibles que pasan por x.

Es inmediato comprobar que también en este caso (7, 0), es semilocal,

sus localizados en ideales maximales son los 6,, si #—1 (%) = {%;. ..., %)}
Resulta inmediatamente

b (7, 0), = M b2 0.,

i

Cada uno de los b} 6., = (b"0),, es principal, todos sus primos aso-
ciados son de altura uno v tenemos:

b: ax.- = n bzaz; = n (b” B)i’i

Zi

donde z; recorre los puntos genéricos (de altura uno) de las curvas
irreducibles de S que pasan por x;, correspondientes a los 1deales

primos de altura uno de 0,,. Recordando que 0, es intersecci¢n de
sus localizados en ideales primos de altura uno,

0.1- n b: (7;* 6)4’ = I:n B)'] n [n (b” 6_)z]

donde v recorre los puntos genéricos de las curvas irreducibles de
S que pasan por x, correspondientes a los ideales primos de altura
uno de 0,, z recorre los puntos genéricos de las curvas irreducibles
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de S que pasan por alguno de los x;, esto es, las antiimigenes por z
de los puntos y. De ahi que, asociando,

NoIniNC N ®0).))=

y z€x1(y)

= ”;] 6,] n [[;] (74 b 6),] =

= n [By n(ﬁ* b"—e)y] = n b’;

y

si # es lo bastante alto, pero
Nb; = Nbi6, =b
¥ 2
vy queda probada para todo x €S la relacién
b = 6, n b} (7, 0),
CoroLARIO IV.9. La sucesién exacta (4) induce la
0->0/b" >7, 607 b"0>7,0/0 >0 (5)

para n suficientemente grande.
Deducimos de aqui una expresién de la diferencia entre los géne-

10s virtuales de S y S similar a la de IV.6 que alcanzard su versién
definitiva en el capitulo V.

TEOREMA IV.10. Si pg es el género virtual de S vy ps el de S, se
tiene

ps — p5=2(0/b") — 2 (6/b"9)

para n suficientemente alto.

Demostracién. Sabemos ya que p35 — ps = x (7, 0/6). Basta
ahora usar la sucesién (5) observando que, por la exactitud de z,,

2 (7 0]7, 0" 0) = 2 (7, (60" 6)) =  (6/b"6)
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4., — NECESIDAD DE LA CONDICION DY FINITUD DE UNA DILATACION

Los resultados obtenidos permiten ahora completar los del capi-
tulo III probando que para una curva reducida C, la existencia en
cada punto x € C de un elemento f en las condiciones de III.1 equi-
vale a que la dilatacién de S centrada en C sea finita. Sea S una super-

ficie C. M. y C una curva reducida de S. Designando por 7 la dilata-

cién de S centrada en C y por S1a superficie obtenida, tenemos :

ProposiciON IV.11. Si w es un morfismo finito, la transformada
C. M. deS,S,,, coincide con S.

Demostraciéon. Basta ver que S, verifica las condiciones del
teorema III.6. Es obvio que S,,, es C. M., afin sobre S al ser finita so-
bre S y que la proyeccién S, — S induce un isomorfismo entre el con-

plementario de C en S y el de su transformada en §m. Sea y el punto
genérico de una de las componentes de C: dado que la fibra en y del
haz de ideales de C es el ideal maximal de 6,, es inmediata la exis-
tencia en 0, de un elemento f que verifica las condiciones de III.1.
De ahi que, por III.2, exista un entorno afin U de y de modo que
si 0 es el haz estructural de S, 5(75“1 (U)) =A[f:/f] donde 4 = 6 (U)
y los f; generan el ideal de C en A. Basta ahora proceder como en la
demostracién de III.5 para probar que los anillos locales de los pun-

tos de 71 (y) son los anillos locales en el primer entorno de 0, y lo

mismo ocurre en S, ya que la transformacién en superficie C. M. no
altera los anillos locales de dimensién uno.

TeoreMA IV.12. Si la dilatacion de S cemtrada en C es finita,
para cada punto x € C existe un elemento f en las condiciones de II1.1.
Demostracién. Si ¢ es el haz de ideales de C en S, probemos en
primer lugar que el haz de ideales ¢ 6 es localmente principal y pue-
de generarse, en cada punto y € 7z~ ! (x) por un mismo elemento de 0,.
Bastard demostrar que lo mismo ocurre con ¢ 6, teniendo en cuenta

que S =35, por IV.11.
Sean xS y U un entorno afin de x en S, A el anillo corres-
pondiente y ¢ el ideal de C en A, supuesto generado por elementos

fi, o fi€d, 71 (U) = Proj A4, A. Los puntos vy, ..,.y, de 71 (%)
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corresponden a 7 ideales homogéneos de Proj 4, A cuya reunién no

puede ser @® ¢". Existe pues un elemento f e ¢ que, interpretado como
7n>0

de grado uno en 4,4, no pertenece a ninguno de tales ideales, el
abierto afin D, (f) es un entorno afin de yy,...,y, cuyo anillo es
A [f;|f]. Inmediatamente ¢4 [f;/f] = fA [f;|f] v lo propio ocurre en
los 5),,. que son localizados de 4 [f;/f].

Aplicando ahora IV.8, sabemos que 7, ¢" 6 n § = ¢ para # gran-
de, en fibra en un punto cualquiera x,

(g €"0), 0 0, = ¢} (7, 0), n 0, = "

Teniendo en cuenta que (7, 6), es un anillo semilocal cuyos locali-
zados en ideales maximales son los 0, para y € z~1 (%), es obvio que
el generador elegido anteriormente para los (c#6), genera c, (7, E)x
y por ello ¢; (7, 0), = f* (7, 0),. Sea 1y de modo que para 7 > 7
f* (@6, n 0, =c” y ademds f* sea del conductor de la extensi¢n
0, — (w4 0),, probemos que en estas condiciones fel” = ¢**V:
gec, fgeb, v fgefr1(m, 0), con lo que fgec ™. Reciproca-
mente, si gec*", g =f*1/h con he (7, 6), por hipétesis /7 es
del conductor y tendremos g = f(f"%) donde f*/ es de 0, y a la
vez de f" (@, 0),, es decir de c”.

Finalmente, utilizando IV.8, obtenemos la siguiente proposicién
que determina un caso en el que la superficie S’, obtenida de S por
dilatacién en C’, es C. M. y se hace innecesaria la segunda transfor-
macién S’ <~ S.

PrOPOSICION 1V.13. Si S es una superficie C. M. y C' es la cur-
va auxiliar, de haz de ideales a, elegida en 111.4, la superficie S’, obte-
nida de S por dilatacion centrada en C’, es C. M. si sc cumple a* = a®
para todo n.

Demostracién. Supongamos que S’ no es C. M.; si v es un
punto en el que S’ no es C. M., forzosamente y ex~1(C) ya que
S —C=~ S" —a-1(C). Sean U un entorno afin de 7 (y) en las con-
diciones de IIT.2, 6" el haz estructural de S', 4, 4’ (= A [f./f]), 4
los anillos correspondientes a U, n—1 (U), 7~ 1 (U) y, finalmente, a el
ideal a = a (U) ¢ 4.
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Obviamente 4 ¢ A’ ¢ A. Si m es el ideal maximal de A’ corres-
pondiente a vy, f € m ya que f genera en A’ el ideal de la transformada
de C'. Sabiendo que A,, = 0, no es C. M., m es primo asociado de f4’,
existe pues ge A’ tal que (fA’':g) =m; cualquiera que sea #,
m = (f*t1A4":f*g), elegido n lo bastante alto como para que f*
este en el conductor de la extension 4 —~ A4’, f*g e A y el trans-
portador en 4 (f"*14'n A :f*g) coincide con m N A que es el
ideal maximal de A correspondiente a =z (y). Resulta pues que
f"1A" n A es un ideal de 4 que tiene un maximal como primo aso-
ciado. Obsevando ahora que a4’ = fA’ y por ello a*t1 4’ = fr+14’,
resulta a"*1 ¢ f**1A4’. Por otro lado hemos probado en IV.8 que
f”+1/_1' n A4 =a""1) para # lo bastante alto, de donde a**1lc
cf**1A’ n A c a1, Concluimos que debe ser a"*+1l £ a1 ya
que en caso contrario resultarfa g+l = f"*14’ n A y este dltimo
tiene un ideal maximal como primo asociado.

CAPITULO V

I.A I'UNCION ASOCIADA A UNA CURVA

En las expresiones obtenidas en el capitulo anterior para las
diferencias de géneros virtuales (IV.6 y IV.10) aparecen términos
de la forma y(6/a™) donde 0 es el haz estructural de una superfi-
cie y a el haz de ideales de una curva sobre ella. Convendremos en
llamar a la funcién F (n) = y(0/a™) funcién asociada a la curva
sobre la superficie. I.a definicién puede, desde luego, generalizarse al
caso de una variedad y una subvariedad de dimensiones arbitrarias;
en el caso en que la subvariedad sea un punto cerrado se observa in-
mediatamente que la funcién asociada coincide con la funcién de
HirBERT-SAMUEL del anillo local del punto en la variedad. Nos ocu-
paremos ahora del caso de superficie y curva que cs el que se rela-
ciona con las diferencias de géneros virtuales.

1. — RESUITADOS AUXILIARES

Lema V.1. Si 4 es un anillo noetheriano integro v a v b son dos
ideales de A cuwyos primos asoctados son todos de altura wmno y distin-
tos entre si los de umo y otro ideal, las componentes primarias de la
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interseccion a N b cotnciden con las componentes primarias con primo
asocitado de altura uno del producto ab.

Demostraciéon. Es obvio que las componentes primarias de la
interseccién son las de uno y otro ideal. Por otra parte, los primos
asociados a ab de altura uno son los primos minimales conteniendo
a ab y al tener que contener a 4 o a b, coinciden exactamente con los
primos asociados a a o a b, es decir son los primos asociados a a n b.
Sea p un primo asociado a a: la componente p-primaria de ab serd
A n (abd,), pero b ck p ya que en caso contrario p serfa uno de los
primos minimales de b, es decir, primo asociado, contra la hipétesis;
asi, bA, = A, y abA, = ad, de donde finalmente 4 n (abd,) =
= A n (ad,) y la componente p-primaria de ab coincide con la
componente p-primaria de a. La misma demostracién puede repe-
tirse a partir de un primo asociado a b.

CoroLARIO V.2. Si A es un anillo noetheriano integro en el que
los ideales primos asociados a cualquier ideal principal propio y no
nulo son de altura uno, en particular un anillo local o afin de una su-
perficie C. M., dados a, b e A, si los ideales (a), (b) carecen de primos
asoctados comumnes, (a) n (0) = (abd).

Demostracion. Basta aplicar V.1 teniendo en cuenta que todos los
primos asociados al producto son de altura uno al ser este principal.

2. — CURVAS LOCALMENTE PRINCIPALES SOBRE UNA SUPERFICIE C. M.

Estableceremos ahora algunos resultados relativos a curvas sobre
una superficie C. M. definidas por un haz de ideales localmente prin-
cipal ; tales resultados son bien conocidos en el caso en que la super-
ficie es no singular (caso en que toda curva es localmente principal)
y las singularidades de S no introducen dificultades mientras las cur-
vas se supongan localmente principales.

Sean C; y C, dos curvas localmente principales sobre una super-
ficie C. M. (en particular irreducible) S. ILlamemos & y ¢ a los haces
de ideales correspondientes. La curva compuesta por C; y C,, C, + C,
serd por definicién la definida por el haz de ideales &£¢, cada ecua-
cion local de C| + C, es producto de ecuaciones locales de Cy y C,.

Sea 0§ el haz estructural de S y supongamos que C; y C, carecen
de componentes en comdn, i. e., ningtin haz de ideales primos es a
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la vez asociado a & y ¢. Aplicando localmente V.2 EC=¢énCy
se tiene la sucesién exacta de #-mddulos

0> 0/EC>0/EDO[C>0/E4 >0 (1)

El haz 0/& 4 ¢ estd concentrado en el néimero finito de puntos co-
munes a C; y C,, por ello

Z (6/5 _I_ C) == di’”k HO (0/§ + C) = Z"XGClﬁCZ di;’”k 0;/5‘: + C.q;

y llamaremos a este ntimero, como es habitual en superficie no sin-
gular, nimero de interseccién de C; y C,, designdndolo por (Cy-C,);
obviamente el nimero de interseccién coincide con el ndmero de
puntos de interseccién cuando todas las intersecciones son simples,
i e dim,0,/& 4 {, =1 para todo x € C;nC,.

De la sucesién exacta (1) resulta, tomando caracteristicas de
EULER-POINCARE, la férmula bien conocida que relaciona los géneros
virtuales de Cy, C, y C, + C;:

I —peie,=1—=pc, + 1 —pe, — (C1-Cy)

Sea C una curva localmente principal en S, de haz de ideales &,
probaremos que existe una hipersuperficie H tal que el haz local-
mente principal de su traza sobre S tiene a las componentes primarias
de & entre las suyas; en este caso diremos que C es interseccién par-
cial de S y H. Sean 6, ..., 6, los anillos locales en S de cada una
de las componentes reducidas de C, fibras del haz estructural de S
en los puntos genéricos de dichas componentes ; sea U un abierto afin
de S que contenga a los mencionados puntos genéricos, 4 = 0 (U) el
anillo correspondiente : el localizado de A en el complementario de
la unién de los ideales primos correspondientes a las componentes de C,
sea Bp, es un anillo semilocal de dimensién uno cuyos localizados en
ideales maximales son los 0,1 =1, ...,7. Si a = (U) es el ideal de
C en 4, por hipétesis cada uno de los a 0, es principal, de donde, por
L5, a 6y es principal, sea a 6 = (f). Si S estd sumergida en un espa-
cio proyectivo de dimensién m, f es la restriccién a la superficie de un
cociente de dos formas del mismo grado, F (X, ..., X,,)/G (X, ..., X,,),
con G no identicamente nula en ninguna de las componentes de C.
La hipersuperficie de ecuacién IF = 0 verifica las condiciones reque-
ridas: basta tomar una referencia de modo que ninguna de las com-
ponentes de C esté contenida en alguno de los hiperplanos X, = 0

)

7 — Collectanea Mathematica
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las I (X, ..., X,,)/X¥ (n grado de F) son ecuaciones de la hipersuper-
ficie en cada uno de los abiertos afines X; 7 0; sus restricciones g;
a la superficie son elementos de 6, y difieren entre si y de f por multi-
plicacién por un inversible de 6, resulta entondes g; 6; = f 6, y con
ello entre las componentes primarias del haz de ideales engendrado
por los g; sobre S estdn las del haz de ideales de C.

La interseccién de las componentes primarias del haz de ideales
de la traza de H sobre S que no son componentes primarias del haz de
ideales de C es el haz de ideales de una curva C"" en S a la que lla-
maremos complemento de C respecto de la interseccién de S y H.

Lrma V.3. St C es una curva localmente principal sobre S, inter-
seccién parcial de S con una hipersuperficie H, su complemento C'' res-
pecto de la interseccion de S y H es también localmente principal. La
traza de H en S es C + C" y C, C"' carecen de componentes comunes.

Demostracién. Basta razonar en un entorno de cada punto x de S.
Sea U un entorno afin de x, de anillo 4, donde los ideales de C y de
la interseccién C’ de H y S sean principales, engendrados respectiva-
mente por fi, g € A. Por hipétesis las componentes primarias de f; 4
lo son de gA: sean fild =q¢g;n..ngq, g4 =qgn..Nn¢qnNn
N ¢iN...n ¢ las descomposiciones respectivas en ideales primarios. Al
ser g ef1 A, g = f1f2 y teniendo en cuenta que al localizar en 7ad (g;),
1=1,..,7, f1 v g engendran el mismo ideal, resulta que f, es inversi-
ble en tales localizados y ninguno de los ideales primos asociados a
f1 4 es asociado a f, 4 ; aplicando V.2, gd =fiA-fLA=fiAdn fA.
Descomponiendo f, 4 en primarios, f,4 =4¢i n ... N g, se tendrd
gA=¢qin..Nn¢g Ngqin..n g, convad(qg) # rad (g) para cada 1, ¢;
se trata pues de una descomposicién reducida de la que se deduce,
por la unicidad de las componentes primarias, 7 = s y los ¢j deben
coincidir con los ¢f por lo que ¢i N ... n gs =f2 4 q. e. d.

Sea ahora H' una nueva hipersuperficie del mismo grado que H,
elegida de modo que corte a S en una curva que carezca de compo-
nentes comunes con la interseccién C 4- C'’ de S con H. Las trazas
de H y H' sobre S son linealmente equivalentes (1) ¥y podemos llamar

(1) Comwo divisores de CARTIER ([12; lect. 9) y por lo tanto también cn
sentido clasico. La equivalencia lineal de divisores de CARTIER es mds restric-
tiva que la equivalencia lineal en sentido cldsico ([26; cap. 2.° por ejemplo):
basta observar que la serie lineal cortada por las rectas del plano sobre una
ctibica plana racional es completa en el primer sentido iientras no lo es en
sentido clasico.
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ntimero de autointerseccién de C a (C-C) = (C-C’) — (C-C") si C’
es la traza de H' sobre S. Puede probarse directamente la indepen-
dencia de la definicién respecto de la eleccién de H y H’ pero ello
resultard consecuencia del cédlculo de la funcién asociada a C.

3. — I'UNCION ASOCIADA A UNA CURVA LOCALMENTE PRINCIPAI, SOBRE
UNA SUPERFICIE C. M.

Sea C una curva localmente principal sobre una superficie C. M.
S': nos ocuparemos ahora del célculo de la funcién asociada a C en S;
para ello supongamos representada C como interseccién parcial de S
con una hipersuperficie H, sea £ el haz de ideales de C en S y ¢ el
de su complemento C'’ respecto de la interseccién de S y H que es
también localmente principal; £ = & n ¢ serd el haz de ideales de
C + C", traza de H en S. Sea @ el haz de ideales de la traza C’ en
S de una hipersuperficie H' que no contenga a ninguna de las compo-
nentes reducidas de C + C" y tenga el mismo grado que H: es inme-
diato que los haces @ y £ ¢ son isomorfos, el isomorfismo se obtiene
multiplicando por el cociente de las ecuaciones homogéneas de H y H'.

Calculando :

2(0/810) =5 (0) — x ("0 = 5 (0) — x(£"&0) =
=200) —2(8'®, £0) =
=2(0) — 2 (£ ®, D)

Por otra parte, teniendo en cuenta que las curvas definidas por £&*+1
y § carecen de componentes reducidas comunes,

2(0/6F18) = 2 (6/&Y) + x(0/8) — 1 (0/6*1 4+ 0)
resulta pues
2 (0/801) = 5(0) — 2 ("R D) — 1 (0/0) + 1 (0/&1 4+ 0) (1)
teniendo en cuenta que & X, D~ D,

2(0) — 7 (8" @) = 2 (0/6 D) =
=x(0/8) + 1 (0/D) — 1 (0/&" + @)

y se obtiene de (1) la relacién

2(0/8"7 1) — 5 (0/8) = x(0/P) — 2 (0/) + 2 (0/6 1+ £) — x(6/8"+ @) (2)
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Atendiendo al tercer sumando, y (0/&"1 + &) = X, dim, 6, /&7 + ¢,
extendida la suma a los puntos de C n C”. Para cada uno de estos
puntos se obtiene facilmente

dimy, 0,16 + ¢, = (n -+ 1) dim 0, /&, + €,
de donde
20181+ 8) = (4 1) (C-C7)
De forma andloga resulta

2 0/& + &) =n-(C-C)

Ilevadas estas dos tltimas relaciones a la (2) y recordando que
2(0/DP) = % (0/£L) al ser ® ~ £, se obtiene

2(0/871) — 1 (6/8) =
=1—peie =1+ pe+m+1)(C-C") —n(C-C)
=1—pc—n(C-C)
Basta ahora sumar para obtener la expresién efectiva de la funcién

asociada a C en S ya que al ser £ localmente principal, sus potencias
simbdlicas coinciden con las ordinarias (I.3):

2(B/8") = — 2(C-C) w2 + (1 — pe + 5 (C-C))

BN —

Del calculo resulta en particular el cardcter polinémico de la
funcién asociada a una curva localmente principal sobre una superficie
C. M. Se observa ademds que la anterior definicién de (C-C) queda
justificada al aparecer el nimero de autointerseccién en la funcién aso-
ciada que por definicién no depende més que de la curva y la superficie.

4. — LA DIFERENCIA pg — pg,..

Volvamos ahora a los resultados del capitulo IV, supongamos que
S es una superficie irreducible no necesariamente C. M. ; con la intro-
duccién de la funcién asociada, el teorema IV.6 permite asegurar que
la diferencia pg — ps,. es, para n suficientemente alto, la diferen-
cia entre el valor de la funcién asociada a una curva cortada sobre
S por una hipersuperficie que pasa por todos los puntos no C. M. y
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el valor de la funcién asociada a la transformada, en S,,, de dicha
curva. La curva transformada en S,,, es localmente principal, resulta
pues de los célculos anteriores que su funcién asociada es un polino-
mio en # de grado dos carente de término independiente. Dado que,
para % alto, la diferencia entre las dos funciones asociadas es cons-
tante, podemos enunciar:

TrEOREMA V.4. Sea S una superficie trreducible no necesariamente
C. M. y sea en S la curva cortada por una hipersuperficie que pasa
por todos los puntos no C. M. de S. La funcién asociada a dicha curva,
F (n), es, para n suficientemente alto, un polinomio en n de grado dos
cuyo término independiente es la diferencia ps — ps,, entre el géme-
ro virtual de S y el de su transformada C. M., S,,. Los otros dos tér-
minos del polinomio coinciden con los correspondientes en la fumcidn
asoctada a la curva transformada en S,

Sefialemos que es también asintéticamente polinémica la funcién
asociada a cualquier curva cortada por una hipersuperficie en S. La
demostracion puede obtenerse utilizando una transformacién similar
ala S+« S, que altere inicamente los puntos no C. M. de S que es-
tén sobre la curva; la variacién de género virtual habida por tal
transformacién coincide con el término independiente del polinomio
cuyos valores igualan los de la funcién asociada para # alto.

5. — LA DIFERENCIA pg — ps

Sea ahora S una superficie C. M.: del teorema IV.10 resulta que
la diferencia de géneros virtuales ps — p5 viene dada también como
diferencia de valores, para # suficientemente alto, de dos funciones
asociadas: y (0/b™) es la funcién asociada a la curva definida por

by x(6/b"6) es la funcién asociada a su transformada por % ya que,
al ser b6 localmente principal, b*f = (b )" = (b 6)™ ; esta tltima,
utilizando de nuevo que b 0 es localmente principal, es un polinomio
en #n de grado dos carente de término independiente, de ahi el

TEOREMA V.5. Sea S una superficie C. M., C una curva reducida

de S y S la transformada de S respecto de C. Si C'' es una curva cual-
quiera de S entre cuyas componentes se hallan las de C y cuya trans-

formada en S es localmente principal, la funcion asociada a C'' en S
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es, para n suficientemente alto, un polinomio en n de grado dos cuyo
término independiente es la diferencia ps — ps entre los géneros vir-

tuales de S y S. Los otros dos términos del polinomio coinciden con los
correspondientes en la funcion asociada a la transformada de C'".
En particular resulta:

Cororario V.6. Ll término independiente del polinomio que
corvesponde a la funcion asociada a C'' depende umicamente de C.

El papel de C”’ en el teorema anterior puede desempefiarlo cual-
quier curva auxiliar C’, en las condiciones de III.4, utilizada para
definir la transformacién intermedia S« S’

Los resultados del final del capitulo IV aseguran que si la di-
latacién de S con centro en C es finita, la propia C puede tomarse
en el lugar de C” puesto que verifica las condiciones de III.4 exi-
gidas a C'.

También puede tomar C el lugar de C” si su transformada en S
es localmente principal, en cualquiera de los dos casos resulta que
la funcién asociada a C es, para » suficientemente alto, un polinomio
en # cuyo término independiente es la diferencia de géneros virtuales
ps — p5 (1)

Queda asegurado el caracter asintéticamente polinémico de la
funcién asociada a cualquier curva reducida sobre una superficie C.
M. siempre que la dilatacién centrada en dicha curva sea finita; el
polinomio correspondiente es de grado dos y su término independiente
depende tan solo de las componentes de la curva que sean muiltiples
en S, resultando nulo si estas no existieran.

Hemos observado ya (cap. III) que si S es una superficie irre-
ducible cualquiera (no necesariamente C. M.), tomando primero su
transformada C. M., S,,,, v efectuando a partir de ella un ntmero fi-
nito de transformaciones respecto de curvas mdltiples, se alcanza la

superficie normalizada S. Los teoremas V.4 y V.5 determinan la
variacién de género virtual sufrida en cada transformacién como el
término independiente del polinomio que corresponde a una funcién
asociada a una curva sobre la superficie a transformar,

(1) Hemos probado que si la dilatacion de S centrada en C es finita, la
transformada de C es localmente principal en S (demostracién de IV. 12);
cabe la posibilidad de que el reciproco sea cierto y los dos casos citados se

reduzcan a uno sélo.
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