o-LOKALTOPOLOGISCHE RAUME UND PROJEKTIVE
TENSORPRODUKTE

von

Rary HOLLSTEIN

N. Adasch, B. Ernst [2], [18] entwickelten die Theorie der Klasse
der o-lokaltopologischen Riume, die die Klasse der von B. Ernst
[3] eingefiihrten Ultra-DF-Rdume echt enthilt. Mit den Eigen-
schaften der o-lokaltopologischen Ridumen werden wir in der vor-
liegenden Arbeit die Theorie der von S. O. Iyahen [9], S. Tomdsek
[15], [16] und R. Hollstein [6], [7] untersuchten linearen prokjetiven
Tensorprodukte fortsetzen. In der Kategorie der lokalkonvexen
Réume lassen sich dann einige Sitze, die in der grundlegenden Ar-
beit von A. Grothendieck [5] fiir DF-Riume bewiesen wurde, fiir die
allgemeinere Klasse der lokalkonvexen o-lokaltopologischen Riume
ableiten.

Herrn Prof. N. Adasch mochte ich fiir einige Hinweise sehr
danken.

1. o-lokaltopologische Rdume

Aus der Arbeit von N. Adasch, B. Ernst [2] iiber lokaltopolo-
gische Riume iibernehmen wir die folgenden Begriffe:

Sei E (nicht unbedingt separierter) topologischer Vektorraum
iiber den Korper K der reellen oder komplexen Zahlen (wir schreiben
hierfiir TVR). Eine Folge (U,) von kreisférmigen absorbierenden
Mengen aus E heifit Faden, wenn fiirallen eNgilt: U, . + U, C
c U,. Ein Faden (U,) soll topologisch bezeichnet werden, wenn
jedes U, Nullumgebung in E ist. Ein Faden (U,) aus E wird lokalto-
pologisch genannt, wenn fiir jede beschrinkte kreisférmige Menge C
aus E und fiir jedes » e N, U, n C Nullumgebung in C in der induzier-
ten Topologie ist.

Ein TVR E heiBt lokaltopologisch, wenn jeder lokaltopologischer
Faden in E topologisch ist.
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FEine Menge M von linearen Abbildungen von einem TVR E in
einen TVR I heiBt lokalgleichstetig, wenn es zu jeder beschrinkten
Teilmenge C aus E und zu jeder Nullumgebung V aus F eine Nullum-
gebung U aus E gibt mit M (U n C) ¢ V. Ein TVR E ist genau dann
lokaltopologisch, wenn jede lokalgleichstetige Menge von linearen
Abbildungen von E in einen beliebigen TVR F gleichstetig ist.

Eine Folge (C,) von Mengen aus einem TVR E wird Fundamen-
talfolge von beschrinkten Mengen genannt, wenn jedes C, beschrankt
ist und wenn zu jeder beschrinkten Menge C aus E ein C, existiert
mit C c C,. Ein lokaltopologischer Raum E, der eine Fundamental-
folge von beschrinkten Mengen (C,) besitzt, heiBt o-lokaltopologisch.
Wir kénnen annehmen, daB jedes C, kreisférmig ist und C, + C, c
c C,. fiir alle n eN gilt.

Lemma: Fiir eine Folge (U;) von Nullumgebungen aus einem
o-lokaltopologischen Raum E mit der Fundamentalfolge von be-
schrankten Mengen (C,) ist die Menge W, = ﬁ (U; + C,) Nullum-

=1
gebung in E. 7

BewErls: Es sei C, = {0} gesetzt fiir ganze Zahlen » < 1. Zu
jedem j e N sei ein topologischer Faden (U{), mit U; 2 U" + U"
gewdhlt. Nach N. Adasch, B. Ernst [2], Satz 3.1 und 3.2(b) ist dann
die Folge (W,) mit W, = ﬁ (U + C,_,) lokaltopologischer Faden

i=1

in E. Damit ist W, Nullumgebung in E.
Spiter benottigen wir den folgenden Satz:

Sarz 1.1: Fir einen og-lokaltopologischen Raum E gilt:

(i) Zu jeder Folge (U,) von Nullumgebungen aus E gibt es eine
Nullumgebung, die von allen U, absorbiert wird.

(ii) Jede gleichstetige Menge M von linearen Abbildungen
von E in einen metrisierbaren Vektorraum G ist gleichmiBig
beschrankt, d.h. es existiert eine Nullumgebung U in E, so daB
M (U) beschriankt in G ist.

Bewers: (i) Es kann vorausgesetzt werden, daB (U;) topolo-
gischer Faden ist. Sei (C,) Fundamentalfolge von beschriankten Men-
gen in E. Dann ist nach dem Lemma

W=f+C)
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Nullumgebung in E. Zu jedem 7 € N gibt es ein o, > 1 mit

7

WeUi+CuelUn+oluicgl

W ist damit die gesuchte Nullumgebung, die von allen U; absorbiert
wird.

(i) Nach B. Ernst [3], Satz 2.7, sind die Aussagen (i) und (ii)
dquivalent.

2. Bilineare Abbildungen in o-lokaltopologischen Rdiumen

Seien E, F und G TVRe mit Nullumgebungsbasen U (E), ¥V (F)
und W (G). Mit B(E X F, G) (B(E x F, G)) soll der Vektorraum
aller (stetigen) bilinearen Abbildungen von E X F in G bezeichnet
werden. B (E X I’) sei der Vektorraum der stetigen Bilinearformen
auf £ X F.

Sind X und Y beliebige TVRe, so werde mit £ (X, Y) der Vek-
torraum der linearen Abbildungen von X in Y und mit L (X, Y)
der Teilraum aller stetigen linearen Abbildungen bezeichnet.

Fir xeE und yeF seien b,:y—>b(x,y) und b,:x —>b(x,y)
die partiellen Abbildungen zu b eB(E X F, G).

Eine Teilmenge B aus B (E X I, G) heiBit hypogleichstetig, wenn
fiir alle beschrankten Teilmengen C und D aus E bzw. F die Mengen

B;= {b,:0eB, xe€C} u. Bp=1{b,:beB, yeD}

aus L (F, G) bzw. L (E, G) gleichstetig sind. Eine bilineare Abbil-
dung & heiBt hypostetig, wenn die Mengen b und b, gleichstetig
sind.

Nach A. Grothendieck [4] ist eine hypogleichstetige Menge gleich-
stetig, wenn E und F DF-Riume und G lokalkonvexer Raum ist.
Da die Klasse der lokalkonvexen o-lokaltopologischen Riume die
Klasse der DF-Raume echt enthilt (vgl. [2], [3]), so stellt der fol-
gende Satz eine Verallgemeinerung da:

Sarz 2.1: Seien E und F o-lokaltopologische Riume und G
beliebiger TVR. Dann ist jede hypogleichstetige Menge B von bili-
nearen Abbildungen von E X F in G gleichstetig.

BEWEIS: Sei W e W (G). Sei dann (W) topologischer Faden in G
mit W, + W, cW. (C;) und (D;) seien Fundamentalfolgen von kreis-
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formigen beschrankten Mengen in E bzw. F. Wegen der Hypogleich-
stetigkeit von B existieren zu jedem e N Nullumgebungen U,
und V; aus E bzw. F mit

B(U,D)cW,.y und B(C,V)ec W,

Es gilt dann fiir jedes 1 e N

B{U,+C,D;nV)cW, bzw. B(J (U, +C),D;nV)cW,

1=1

Die Menge U = ﬁ (U; + C,) ist Nullumgebung in E, da E o-lokal-

j=1
topologisch ist.
Sei G (7) der Vektorraum G, versehen mit der Topologie T, die
durch den Faden (W,) erzeugt wird. Wegen

By(D;nV)ec W, fir alle 7eN

ist die Menge By c L (F, G (7)) lokalgleichstetig. B, ist damit gleich-
stetig, da F o-lokaltopologisch ist. Es gibt daher zu der T-Nullum-
gebung W ein V e ¥ (F) mit

B({U, V)=By(N)cW
Damit ist die Gleichstetigkeit von B gezeigt.

Ein System y von Mengen aus einem Vektorraum X heiBit
gesittigt, wenn gilt: (i) S =X, (ii) mit Sey ist auch 1S ey fiir
Sey

alle 1€ K und (iii) zu S, S; ey gibt es ein S; ey mit S;u S, € S;.
Sind o und 7 gesittigte Systeme von beschrinkten Mengen aus
E und F, dann bilden die Mengen

Cx D, W)= {®eB(Ex F,G) :5(C,D)cW

fiir alle C €0, D € v und W € W (G) eine Nullumgebungsbasis fiir die
Topologie der gleichmiBigen Konvergenz auf den Mengen C X D.
B(E X F, G), versehen mit dieser Topologie, werde mit B,,,(E X F, G)
bezeichnet. B,,,(E X F, G) ist separiert, wenn G separiert ist.
Sind ¢ und v die Systeme aller beschrankten Mengen aus E und F,
so schreiben wir B;(E X F, G).
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Fiir beliebige TVRe X und Y sei L, (X, Y) der Vektorraum
L (X,Y), versehen mit der Topologie der gleichmiBigen Konvergenz
auf allen beschrinkten Mengen von X. Ist y ein gesdttigtes System
von beschriankten aus X, so besitzt nach N. Adasch [1] die vollstdn-
dige Hiille von L, (X, Y) die Darstellung s@-, zre]z(L (X, Y)+I[S, Zlp),

wobei Z die Nullumgebungsbasis in Y ist und unter [S, Z1. die
Menge {#e L (X, Y): u(S)c Z} zu verstehen ist.

Mit der gleichen Beweismethode 148t sich entsprechend der fol-
gende Satz beweisen:

Sarz 2.2: Die vollstindige Hiille von B,,,(E X F, G) besitzt
die Darstellung

N N N (BEXFEGH+I[CXD, W

Ces Der WeW(G)
mit[C X D, W]z = (beB(E X F,G): b(C, D) c W3.
Hieraus kann folgender Satz abgeleitet werden:

Satz 2.3: Seien E und F o-lokaltopologische Riume und sei G
vollstandiger TVR. Dann ist B (E X F, G) vollstindig.

BEWwEIs: Sei b Element der vollstandigen Hiille von B, (EX F, G).
Es ist zu zeigen, daB & hypostetig ist. Sei D beschrinkte Menge
aus F. Zu jeder beschrinkten Menge C aus E und zu jedem
W e W (G) gibt es nach Satz 2.2 ein by e B(E X F, G) und ein
bye[C X D, W]z mit b = by + b,. Es existiert dann ein U € U (E)
mit b, (U, D) c W. Also gilt

b (UnC)=0)p(UnC) +@G)p(UnC)cW+W

Die Menge b, aus L (E, G) ist somit lokalgleichstetig. Daraus
folgt die Gleichstetigkeit von b5,, da E lokaltopologisch ist. Ana-
log zeigt man, daB fiir jede beschrinkte Menge Cc E die Menge
be € L(F, G) gleichstetig ist. & ist damit hypostetig, also stetig
nach Satz 2.1.

Sa1z 2.4: Sind E und F o-lokaltopologische Riume und ist G
TVR, so ist fiir jede Nullfolge (b,) aus B, (E X F, G) die Menge {b,}
gleichstetig.
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BewEris: Nach Satz 2.1 gentigt es zu zeigen, daB {b,} hypo-
gleichstetig ist. Sei dazu D beschrinkte Menge in F. Da (b,) Nullfolge
ist, existiert zu jedem W e W (G) und zu jeder beschriankten Menge C
aus E ein ke N und ein U € Y (E) mit

b,(C,D)cW fir w2k und b,(U D)cW fir n<k

Hieraus folgt die Beziehung {6,}(UnC, D)c W bzw. {b,},(UnC)cW.
Demnach ist die Menge {b,}, c L (E, G) lokalgleichstetig und damit
gleichstetig. Entsprechend beweist man, daB fiir jede beschrinkte
Menge C aus E die Menge {b,}. gleichstetig ist.

3. Das Problem der Topologien

Sind E und F TVRe und versieht man das algebraische Tensor-
produkt E @ F mit der feinsten Vektorraumtopologie p, fiir die
die kanonische Abbildung ¢: E X F -~ EQ F stetig ist, so bildet

das System aller Mengen i’ U,® V, fiir alle topologischen Fiden
i=1
(U;) und (V;) aus E bzw. F eine p-Nullumgebungsbasis, wobei unter
der Menge i' U; ® V,; die Menge ['_oj i U, ® V; zu verstehen ist
i=1 3

n=1 i=1
(vgl. 8. O. Iyahen [9], S. Tomdsek [15]). E ®, F ist der Vektorraum
E @ F mit der Tensorprodukttopologie p und heiBt lineares projek-
tives Tensorprodukt.

Das Problem, ob fiir separierte RTVe E und F. E ®, F separiert
ist, scheint bisher noch ungelost zu sein. Nach I, Waelbroek [17]
besitzt ein TVR E die Tensorprodukt-Eigenschaft, wenn fiir jeden
TVR F auf EQ F eine separierte Vektorraumtopologie existiert,
fiir die die kanonische Abbildung ¢: E X F - EQ F stetig ist.
Offenbar ist E®), F separiert, wenn E die Tensorprodukt-Eigenschaft
besitzt und F separiert ist. Es ist leicht zu zeigen, dafB ein TVR E
mit einem stetigen Dualraum E’, der alle Punkte in E trennt, die
Tensorprodukt-Eigenschaft besitzt. Jeder TVR E, der die Tensor-
produkt-Eigenschaft besitzt, ist separiert, da aus der Separiertheit
von E Q, F die Separiertheit von E und F folgt, wie man durch fol-
genden Widerspruchsbeweis leicht zeigt: Angenommen, E ist nicht
separiert. Dann gibt es ein ¥ 0 in E, so daB x in jeder Nullumge-
bung von E liegt. Sei y € F von o verschieden, Zu jeder Nullum-
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gebung W = Z”’ U®V,in EQ, F existiert ein 1> 0 mit ye iV,
i=1

so daB gilt
2Qy=12xQivelU;QV,cW

Dies ist aber ein Widerspruch zur Separiertheit von E®), F.

Sind E und F TVRe, so induziert fiir jeden TVR G der kanonische
Isomorphismus 2:# —% von B(E X F,G) auf £L(E X F, G), defi-

n

niert durch 3 # (x;, v,) = # (X x; ®y;), einen algebraischen Isomor-
=1 i1

phismus zwischen B (E x F, .G) und L(E®, F, G) (vgl. [9], [15]).
Gleichstetige Mengen aus B (E X F, G) entsprechen dabei gleich-
stetige Mengen aus L (E ®, F, G) und umgekehrt.

Sarz 3.1: Sind E und F o-lokaltopologische Ridume und ist G
beliebiger TVR, so ist L, (E ®, F, G) isomorph Bs(E X F, G).

Brwers: Es ist zunichst zu zeigen, daB der kanonische Isomor-
phismus 7: Bg(E X F, G) -~ L, (E X F, G) stetig ist. Sei [M, W] =
={uel(E®,F, G): u(M)c Wy Nullumgebung in L, (E®, F, G),
wobei W e W (G) und M beschrinkte Menge in E &, F ist. Sei (W,)
topologischer Faden in G mit W, + W;c W. & sei die kanonische
Abbildung von G auf den Quotientenraun G /N von G nach dem Vek-

torraum N = ﬁ W,.. Auf G/N wird dann durch den Faden (& (W)))
i=1

eine metrisierbare Topologie erklirt. Wir zeigen, daB der kanonische
Isomorphismus 0 By (E X F, GIN) - L, (E @, F, G|N) stetig ist. Da
E und F Fundamentalfolgen von beschrinkten Mengen besitzen und
G [N metrisierbarer TVR ist, so ist B;(E X F, G/N) metrisierbar.

Zum Beweis der Stetigkeit von %\genﬁgt es daher zu zeigen, dafl das
Bild jeder Nullfolge aus By (E X F, G/N) beschrankt in L, (E ®, F, G/N)
ist.

Sei also (u,) Nullfolge in B;(E X F, G[N). Nach Satz 2.4 ist
die Menge {u,} gleichstetig. Damit ist ebenfalls die Menge {i (»,)} aus
L(E®, F, G|N) gleichstetig, also beschrinkt in L, (E®, F, G/N).

i ist demnach stetig. Es existiert daher zu der Nullumgebung
[M, k(W))] aus L,(E ®, F, G|N) eine Nullumgebung [C X D, k(W,)],
C X D beschrankt in E X F, aus Bg (E X F, G/N) mit

7(IC x D, k(W,)]) € [M, k(W))]
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Fiir die Nullumgebung [C x D, W,] in B,(E X F, G) gilt die ge-
wiinschte Inklusion

i([C x D, W,))c[M, W]
Denn fiir ein % €4 ([C X D, W,]) ist % (C @ D) ¢ W, und damit

"

k7w (CQ® D) c k(W,). Daher gilt k% (M) € & (W), also
w(Myck 1ku (M)ck 1k(W)eW;+NcW
Damit ist die Stetigkeit von ¢ gezeigt.

Die Umkehrabbildung i-1: L,(E®, F, G) - B;(E X F, G) ist
ebenfalls stetig, da fiir jede beschrinkte Menge C und D aus E bzw.
F die Menge C®Q D beschrankt in E®, F ist.

Erklirt man auf B(E X F, G) und L (EQ, F, G) die Topologie
der gleichméBigen Konvergenz auf den endlichen Teilmengen von
E X Fbzw. EQ, F, so sind diese TVRe isomorph, wie man durch
Vergleich der Nullumgebungen leicht zeigt.

Nach N. Adasch, B. Ernst [18] ist ein TVR X genau dann o¢-lo-
kaltopologisch, wenn fiir jeden vollstindigen metrisierbaren TVR Y
L, (X, Y) metrisierbar und vollstindig ist. Nach Satz 2.3 und 3.1
folgt somit

Sarz 3.2: Fiir o-lokaltopologische Rdume E und F ist das lineare
projektive Tensorprodukt E &, F ebenfalls o-lokaltopologisch.

Nach R. Hollstein [7] ist fiir Ultra-DF-Raume E und F E®, F
ultrabornologisch [ultratonneliert, abzidhlbar ultratonneliert, qua-
siultratonneliert, abzdhlbar quasiultratonneliert], sofern E und F
von dieser Art sind (Die Theorie dieser TVRe findet sich bei B. Ernst
[3], S. O. Iyahen [8], [9] und W. Robertson [13]). Dieser Satz bleibt
richtig, wenn E und F o-lokaltopologisch sind, da die Klasse der
ultrabornologischen [(abzihlbar-) ultratonnelierten, (abzdhlbar-) qua-
siultratonnelierten] o-lokaltopologischen Riume in der Klasse der
Ultra-DF-Riume enthalten ist.

In der Kategorie der lokalkonvexen Riume existieren zu jeder
beschrankten Menge M aus dem lokalkonvexen projektiven Ten-
sorprodukt E @, F lokalkonvexer Riume E und F beschrinkte
Mengen C c E und D c F, so daB M in der abgeschlossenen absolut-

konvexen Hiille I'C ® D liegt, sofern E und F DF-Riume sind.
Dieser Satz ist auch richtig, wenn E und F Frechét-Rdume sind,
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wobei einer nuklear ist (vgl. A. Grothendieck [5], «Probléme des
Topologies»). Im folgenden werden wir untersuchen, wann es zu
jeder beschriankten Menge A aus dem linearen projektiven Tensor-
produkt E &, IF von TVRen E und I’ beschrinkte Mengen Cy, ..., C,
—
und Dy, ..., D, aus E bzw. F gibt mit M ¢ 3 C;® D,.
i=1
Eine Folge (L,) von kreisformigen Teilmengen aus einem TVR X
heiBt absorbierend, wenn ["j L,=X ud L,+ L,cL,,  fiir alle
n=1
#n € N gilt. Nach N. Adasch, B. Ernst [2] ist jede absorbierende Fol-
ge ¢ = (L,) von abgeschlossenen Mengen L, Fundamentalfolge von
beschrankten Mengen in der Topologie T,, wobei T, die feinste
Vektorraumtopologie in X ist, fiir die die Einbettungen von L, in X

im Nullpunkt stetig sind. Ist X mit der Topologie T separiert und
abzdhlbar ultratonneliert, so gilt 7= 7,. Es folgt nun

Sa1z 3.3: Seien E und F TVRe mit absorbierenden Folgen (C,)
und (D,) und sei E®, F separiert und abzidhlbar ultratonneliert.

Dann bildet (i C, ® D,), eine Fundamentalfolge von beschrinkten
k=1
Mengen in EQ), F.

Brwels: Es geniigt nach obiger Bemerkung zu zeigen, daB die
—
Folge (M,) mit M, = ¥ C;® D, absorbierende Folge in E ®, F ist.
i=1
Es gilt zunédchst die Beziehung

2n 2n n 2n+1
M,+ M, c Y C.®D,+ Elci®D¢ cX Ci®Di+22Ci®Di =M,
i=1 i= i=1 i=2n41

Wegen der Kreisformigkeit der C, und D, ist jedes M, kreisférmig.
Weiterhin ist [j M, =EQ F. Denn zu jedem z = 2”) %y, eEQF
gibt es ein m ’:ltl mit ¥, € C,, und y; € D,, fiir i = li=..l., n, so daB gilt
2z e’_:‘f,:‘Ci ®D,cM,,,. (M, ist damit absorbierende Folge.

Unter den Voraussetzungen von Satz 3.3 bilden dann die in der
vollstandigen Hiille E ®P F (von EQ, F) abgeschlossenen Hiillen
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ké‘Ck@Dk eine Fundamentalfolge von beschrinkten Mengen in
ER,F (vgl [2)).

Die vollstandige Hiille eines separierten o-lokaltopologischen Rau-
mes ist nach N. Adasch, B. Ernst [2] wieder o-lokaltopologisch.
Somit ist nach Satz 3.2 E ®p F o¢-lokaltopologisch, sofern E und I¢
separiert und o-lokaltopologisch sind und E oder F die Tensor-
produkt-Eigenschaft besitzt.

Sind E und F abzdhlbar ultratonnelierte o-lokaltopologische
Raume mit den Fundamentalfolgen von beschrinkten Mengen (C,)
und (D,) und besitzt E oder F die Tensorprodukt-Eigenschaft,
so sind die Voraussetzungen von Satz 3.3 erfiillt, und es bildet

(X C,®D,), eine Fundamentalfolge von beschrinkten Mengen in
ey’

E ®, I. Es besteht die Vermutung, da bereits fiir s-lokaltopologische
Rédume E und F das lineare projektive Tensorprodukt E ®, F, das
nach Satz 3.2 oc-lokaltopologisch ist, eine Fundamentalfolge von
beschrinkten Mengen in der Darstellung von Satz 3.3 besitzt.

4. Lineare induktive Limiten und topologische Produkte von lineaven
projektiven Tensorprodukien

Sei E = i v, (E;) der lineare induktive Limes (im Sinne von
E=1
S.0. Iyahen [8], J. K6hn [11]) von abzdhlbar vielen TVRen E; unter
den linearen Abbildungen v,: E, - E. Die Mengen W = i’ v, (U,) bil-
k=1

den dann eine Nullumgebungsbasis in E, wobei die U, die Nullumge-
bungsbasis in E, durchlaufen. Ist F TVR, so sei ¥ v, ® 1 (E, ®, F)
k

der lineare induktive Limes der linearen projektiven Tensorprodukte
E,®, I unter den linearen Abbildungen v, ®i:E,Q F - EQF,
wobei ¢ die identische Abbildung auf F ist. Fiir die algebraisch
isomorphen Vektorrdume (%‘, U (Ep) @ F und % v, QI (E, R F) gilt

dann der folgende Satz:

Satz 4.1: Seien E = 3 v, (E,) und F o-lokaltopologischer Raum.
k
Dann ist (X v, () @, F isomorph X v, & ¢ (E, &, F).
D K
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BEWEIS: Sei W =30, Q4 (X ULQ VY = 3 5 0, (Ul @ Vi
k n n k

Nullumgebung in ¥ v, ® 1 (E;, ®, F), wobei fiir jedes ke N (Uﬁ)” und
%
(V%),, topologischer Faden in E, bzw. F ist. Nach Satz 1.1 existieren
zu jedem #eN eine Nullumgebung V, aus F und Zahlen cj > 0
mit ¢i V, c Vi fiir alle ke N. Damit enthdlt W die Nullumgebung
S (v Un)®V, aus E ®, F. Umgekehrt ist die Topologie
n kK
in X v, ®1(E, ®, F) feiner als die Topologie in E Q), F da die lineare
P
Abbildung v, &7 : E, Q, F - EQ, F fiir jedes % stetig ist.
Sei E = @ E, direkte Summe von TVRen E; und sei F o-lokal-

i=1
topologischer Raum. Erklirt man auf o) E; und & (E; ®, F) die
i=1 i=1
lineare induktive Limestopologie, so sind die algebraisch isomorphen
Vektorrdume ((—?) E,) ¥, I und ) (E; ¥, I') nach Satz 4.1 isomorph.
i=1 i=1

Fir den nidchsten Satz benétigen wir

LrmMa: Seien E und F TVRe und sei H dichter Teilraum
von E. Dann ist H Q F dicht in E ), I'.

Brwrers: Sei z=Yx,Qv, e EQF und sei S'U ; @V, Null-
i=1 i=1
umgebung in E &), F. Es existieren dann Zahlen 1y, ..., 4, # 0 und

%'y, o, %', € H mit Ay, eV, und «';, — ;—x,- eU, fuir 2 =1, ..., n. Da-

r ) i
mit ist T2, Q 4y, —2eX U, QV..
i=1 i

Fiir topologische Produkte linearer projektiver Tensorprodukte
gilt der nun folgende Satz

Sa1z 4.2: Ist {E, ), cine Familie von separierten TVRen und
ist F TVR mit der Tensorprodukt-Eigenschaft, so sind 77 (E, ®r» F)
aecl
und (/[TE,) @,, F isomorph.

xcl

BEwEIS: Die direkte Summe @ E, bzw. © (E, ® I) ist dicht in

ael ac€l

dem topologischen Produktraum ITE, bzw. II (E, @,, F). Nach

a€l aecl
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obigem Lemma ist dann auch (®E,) ® F dicht in (I1E,)Q, I

ael a€el

bzw. (I E,) QN% E. Die algebraisch isomorphen Vektorraume (D E,) @ F
a€l a€l
und @ (E, ® F), versehen mit der von (/I E,) ®p I bzw. II (E, @),, F)
a€l acl a€l
induzierten Topologie, sind isomorph, wie man durch Vergleich der
Nullumgebungen leicht nachweisen kann. Damit ist die Behauptung
gezeigt.

Wir werden nun zeigen, daB i.a. das Mengensystem { i‘, C,Q@D,:
k=1
C., D, beschrinkt in E, F } kein Fundamentalsystem von beschrink-

ten Mengen in E &, F bildet. Seien E = 17 K, und F = & K,
1=1

m=1
abzdhlbares topologisches Produkt bzw. abzdhlbare direkte Summe
der Riume K, = K. Nach Satz 4.1 und 4.2 sind dann die folgen-
den Raume isomorph:

(1K) &, (@ K,) =TT (K, &, (© K,)) =

m

= ]]@ (Kl ®p Km) = H® Klmr I{lm = I<
l

I m m

Jedem Element (x;) & (y,,) mit (x) € II K, und (v,) € ® K,, wird
l

wm

dann die Doppelfolge (%,9,.)m aus Il ® K, zugeordnet.

I m

Fiir beschrinkte Mengen C,c £ und D;c F, 1 =1, ..., %, ent-

spricht der Menge ¥, C;,® D; aus E ®, I' einer Menge von Doppel-
i=1

folgen (Z)mm aus I ® K, mit |z,,| < o, und z, = 0 fir alle m,
I m

die groBer sind als ein festes mygy. Jedoch ist auch die Menge
{(2) |2 | < 1, 2, = 0 fiir m > I} beschrankt in [T ® K,,,.

I m

5. Lokalkonvexe projektive Tensorprodukte lokalkomvexer o-lokaltopo-
logischer Raume.

Fiir lokalkonvexe Riume E und F sei n die lokalkonvexe projek-
tive Tensorprodukttopologie (in Sinne von A. Grothendieck [5]). Die
Vektorrdume L (E®, F, G) und B(E X F, G) sind dann fiir jeden
lokalkonvexen TVR G algebraisch isomorph. Jeder gleichstetigen
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Menge aus B(E X F,G) wird dann eine gleichstetige Menge aus
L (E®, F, G) zugeordnet. Setzt man G = K, so gilt der von A. Grot-
hendieck [5] fiir DF-Riume bewiesene Satz:

Sarz 5.1: Fiir lokalkonvexe o-lokaltopologische Rdume E und I
ist der starke Dualraum (E ®, F)," isomorph B, (E X F).

BEwEls: Der kanonische Isomorphismus ¢: Bg(EX I') - (E &, F),’
ist stetig, da fiir jede Nullfolge (#,) aus dem metrisierbaren TVR
Bg (E x F) die Menge {u,} nach Satz 2.1 gleichstetig ist und {7 (u,)}
als gleichstetige Menge beschriankt in (E &, F),’ ist. 11 ist stetig,
da fiir beschrankte Mengen C ¢ E und D c I' die Menge C & D
beschriankt in E @, F ist.

Aus Satz 5.1 und dem Bipolarensatz folgt, daB fiir separierte lo-
kalkonvexe o-lokaltopologische Raume E und F es zu jeder beschriank-
ten Menge M c E @, F beschrinkte Mengen C ¢ E und D c F gibt

mit M ¢ I'(C @ D). Damit 148t sich zeigen, daB fiir jeden lokalkon-
vexen Raum G die TVRe L, (E ®, I', G) und B, (E X F, G) isomorph
sind. Nach Satz 3.1 sind damit L, (EQ, I, G) und L,(EQ, I, G)
isomorph.

Ist E = i v, (E;) lokalkonvexe Hiille von lokalkonvexen Riumen

k=1

E, unter den linearen Abbildungen v, : E, -~ E (vgl. G. Kéthe [12]),
so gilt der folgende Satz:

Sarz 5.2: Fiir einen lokalkonvexen g-lokaltoplogischen Raum F ist
(S v, (Ey) ®, F isomorph der lokalkonvexen Hiille 3} v, ® 1 (E, ®, F).
k=1 k=1

Wie im Beweis von Satz 4.1 zeigt man den Isomorphismus durch
Vergleich der Nullumgebungen.

BEMERKUNG: Sind E und F lokalpseudokonvexe (p-konvexe)
Riume (vgl. S.O. Iyahen [10], S. Rolewicz [14]), so existiert auf
E® F die feinste lokalpseudokonvexe (p-konvexe) Topologie, fiir
die die kanonische Abbildung ¢: E X F - EQ® F stetig ist. Die
FErgebnisse aus Kapitel 2,3 und 4 lassen sich dann auf diese projekti-
ven Tensorprodukte iibertragen.
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