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INTRODUCCION

Sea N un espacio vectorial normado sobre el cuerpo real R. Un
punto fe N se dice ortogonal a otro g€ N, en cl sentido de Birkhoff,
fle sillfil < |If + Zgll, VieR.

Es facil probar que, cuando N es un espacio prehilbertiano, f es
ortogonal a g en el sentido de Birkhoff, si y solo si lo es en el sentido
usual. .

Son conocidas las siguientes propiedades de la B-ortogonalidad:

i) Homogeneidad: flg= Af1lug, VA, peR
ii) «Existencia» por la derecha: Vf, geN, J3acR: flaf+ ¢
por la izquierda: Vf,geN, 3beR:b0f+glf
iii) f L1 g, siy sélo si existe un funcionallineal continuo ¢ € N*\ {0},
tal que [¢(f) = Il Ifll. 4(g) =0
fLH, donde H es el hiperplano cerrado {heN :¢ (h) = 0},
¢ € N*\ {0y, si y sélo si [¢(f)] = [I$]] [If]]

La B-ortogonalidad no tiene, en general, las siguientes propiedades:

i) Simetria: flg=glf
it") Aditividad por la derecha: flg, flh=flg+h
por la izquierda: flg, hlg~f+hlg
(*) Trabajo presentado por el autor en el Colloque d’Analyse Numerique

celebrado en Gourette (Francia), en el mes de Mayo de 1974, y publicado en
estracto por los organizadores del mismo.
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La B-ortogonalidad es simétrica en espacios de dimensién > 3,
si y sblo si es aditiva por la izquierda, o, si y s6lo si N es un espacio
prehilbertiano. La B-ortogonalidad es aditiva por la derecha si y
s6lo si la norma es Gateaux-diferenciable en cada punto distinto
de cero, o, si y s6lo si es «inica» por la derecha, es decir, si para todo
par f,g e N, f # 0, solo existe un nimero real a para el que se veri-
fica ii.

Todos estos resultados son debidos a Birkhoff y James [4], [7].

Es también sobradamente conocida la estrecha relacién que
existe entre la ortogonalidad de Birkhoff y la teoria de la aproxi-
macién lineal éptima, que viene expresada por el siguiente hecho:
si L es un subespacio vectorial de IV y f es un punto de N, entonces
go € L es aproximacién éptima de f, relativa a L, si y sélo si gg
es proyeccién ortogonal, en el sentido de Birkhoff, de f sobre L, es
decir, f —gol L.

El objeto de esta nota consiste en la demostracién de la siguiente
propiedad de la B-ortogonalidad, a la que se ha dado un nombre
que responde a su evidente interpretacién geométrica:

iv) «Existencia y unicidad de diagonales ortogonales»: Para todo
par de puntos f, g € N\ {0}, existe un ntmero real o > 0, v sélo uno,
tal que f+ aglf — ag, v se verifica:

a) 37H|fll < «llgll < 3Ifll

b) La aplicacién
a:(f,g) e NN\ {0}) X (N\{0}) —>a(f, g €R

donde o = a(f, g) es el tinico ntmero real positivo que corresponde
al par (f, g), es continua, si se considera en el espacio original la to-
pologia producto.

¢) El conjunto 4 = {«(f, &) : |Ifll = !lgl] # 0} es un intervalo de
extremos a1, a, donde 1 < a < 3.

d) N es un espacio prehilbertiano si y sélo si A = {1}, es decir,
fll = a(f. g) ligll, Vf, g e N\ {0}. '



Una propiedad de la ortogonalidad de Birkhoff 213

LEMAS PREVIOS

LEeMA 1. Sea || || una norma en R X R. Un punto («, ) eR X R
es solucién de las ecuaciones:

(1) 2l f| = méx {|fa + ab|:||(a, 0| <13, [|(e B)I] =1

si y s6lo si es solucién de la ecuacidn:

(2) la | = méx 7lt{lab]: ||(a, b)|| < 1}

es decir, (o, f) es un punto en el que la funcién (a, b)) —> |a b!, defi-
nida en el espacio métrico compacto {(a, b) e R X R:||(a, d)|| < 1},

alcanza un mdaximo relativo.

DEMosTRACION. Es evidente que (1) y (2) tienen solucién y que
toda solucién de (2) tiene norma I.

Sea («, f) una solucién de (2), pero no de (1). Existe entonces un
punto (ag, by), tal que

méx {|fa + ob| : [, D)l < 1} = [fag + ab| < 2 |af]
Supongamos que «f(fag + « by) > 0, (bastaria considerar, si no,

el punto (— a9, —bp) en lugar del dado). Se tiene entonces que la
funcién

F:teR—>|tag+ (1 — o] - |tby + (1 — #)8] €R
verifica

F(0) = [ufl > 0, F(0) — %(ﬂao 4 aby) — 2laf] > 0

de donde se sigue, para ¢ € (0, ¢), con ¢ > 0 suficientemente pequefio,
que

ltag + (1 — dal - tby + (1 — DB > [«B|
(tao + (1 — da, 88y + (1 — DB < 1

lo que contradice la hipétesis,
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Reciprocamente, sea («, #) una solucién de (1), pero no de (2).

Entonces, para todo nimero natural # se puede encontrar un punto
(a,, b,) de R X R, tal que

1
H(am bn)” < 1: ||((Z - amﬁ - bn)” < ;‘r
Ba, + ab,] < 2|ap] < 2 |a,b,

Si n es suficientemente grande para que a4, > 0, b, > 0, la
relacién anterior se puede escribir en la forma contradictoria

iBa, + lab,| < 2 [af] < 2 [a,b,]

LeMA 2.— Si (ay, B1), (22, B2), son soluciones de (2), tales que
ap oy > 0, f) f2 > 0, entonces (x, f1) = (22, B2)-

DEMOSTRACION. Sea, por ejemplo, |as B5] < oy B1]- Sies oy # ay,
entonces

ley B2l + oz Bil = [az B .;_L;_ +

o o? + a2
+ lo Bil 2 2 oz fol =2 > 2 ay Bl
31 ®yp 0
que contradice el lema precedente.
CororARIO. — Hay una solucién y sélo una de cada una de las

siguientes ecuaciones

(3) af = maxritiad : ||(a, b)|| < 1,2 > 0,0 > 0}
(4) af = maxrit{ad : ||(a, b)|] < 1l,a £ 0,5 < O
(5) —ap = maxrlt{—ab: ||(a b < 1l,a > 0,0 < 0
(6) —apf = maxrit{—ab:|l(a d)| < 1,a <0,b > 0

Estas son todas las soluciones de (2). Si («, B) es la solucién de
(3) (6 de (5)), (—a, —p) es la solucién de (4) (resp. (6)).
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RESULTADOS

Sea N un espacio vectorial normado real y N* su dual topolé-
gico.

DEMOSTRACION de la propiedad (iv) de la B-ortogonalidad, enun-
ciada en la introduccién:

Por lo que respecta a la existencia y unicidad, para todo par
[, g N\ {0}, del niimero real o > 0, tal que f+ agLlf— ag, se
verifica lo siguiente:

Si f= Ag, entonces a = |4]

Sean, pues, f y g linealmente independientes, y sea L el subes-
pacio bidimensional de N engendrado por ellos.

La existencia y unicidad del mencionado o es trivialmente equi-
valente a la de dos ntimeros reales positivos a y 8, tales que

af + Bg L af — Bg, llof + Bgll = 1

A su vez, la existencia de estos nimeros es equivalente (propiedad
iii) a la de un funcional lineal continuo ¢ € L*\ {0}, tal que

lb(ef + B&) = lIgll llef + Bell = lIgll, ¢(xf — Bg) = 0

La segunda relacion es vélida si y solo si ¢ es el funcional definido
por

$(af + bg) = Ba + ab

o cualquier otro proporcional a él.
Por definicién

ll¢l] = méx {|Ba + «b] : |laf + bgll < 1}
y, en consectiencia, la primera relacién es valida si y sélo si
2|ap| = méx {|fa + «b] :llaf + bgll < I
o (Lema 1) si y sélo si
lop| = méx rit {labd| : |laf + bgll < 1

de donde se sigue (Corolario del Lema 2) la existencia y unicidad
de a y f.
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a) Por definicién, f + ag L f — ag, « > 0, significa que
Nf+ ogll < I|If + g + A(f — «g)ll, VA eR

de donde se sigue, para 1 =1

allgll — lIfIl < 2]l
y, para A= — 1

AL — o llgll < 2a |lgl]

b) Sea {(f, g,)} una sucesién que converge al punto (f, g) €
€ (NN {0}) X (N {0}), en este espacio. De a) se sigue que la sucesién
de ntmeros reales {«(f,, g,)} es acotada, por lo que bastard de mostrar
que toda subsucesién convergente de la misma converge a a(f, g).
Sea y el limite de una de tales subsucesiones; por continuidad habrd
de ser f + yg L f — yg, v, por la ya probada unicidad de «, se
obtiene que y = a(f, g).

c) La conexién del conjunto 4 se sigue de la continuidad de «
y de la conexién del conjunto S X S, donde S = {heN :||h|]| =1}

Por otra parte, el hecho de que el intervalo A tiene extremos
a—1, a, se sigue de la relacién

«f, &) = [« (g NI

d) Bastard probar que en un espacio N tal que 4 = {1}, es decir,
tal que

lgll /+ 1Ifllg L llglt f — lifil & Vi geN

las ortogonalidades de Birkhoff e is6sceles son equivalentes [7, Th.
4.7]:

Si f es isdsceles-ortogonal a g, es decir, si ||f + gl| = |If — gll,
entonces, como por hipdtesis se tiene

Wf—gll(f+o +If+ell(f—LIlf —gllf+ & —lif+&li(f — &)

resulta que f1g.
Reciprocamente, si es f1 g, entonces es evidente que

M+ +Af—g LAf+e —Af—g ¥V AiceR
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y de aqui se sigue, dada la hipétesis, que para 4 = ||f — g||, ha de
ser A = [|f+ gl|, es decir, f isésceles-ortogonal a g.

Ejempro. Es facil probar que en R X R, dotado de la norma
l(a, B)|| = |a| + |b], 6 de la ||(a, b)|| = max {|a], |0}, el conjunto A
del teorema anterior es, precisamente, el intervalo mds grande po-
sible, [371, 3].

Por otra parte, si en R X R se considera una norma euclidea,
se tiene, como ya se dijo, 4 = {1}.

Ambos hechos inducen a pensar que el niimero a, o el diam 4 =
= a — a~1, que son constantes asociadas al espacio, «miden, en
algin sentido, lo préxima que estd la norma del espacio a derivar
de un producto escalar.
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