ESPACIOS DE DERIVADOS (¥)
por

Josep Guia

Universidad de Valencia

I. ESPACIOS DE DERIVADOS CERRADOS.

I.1. Introduccion.

En [1], pagina 175, se muestra que en un espacio topoldgico gene-
ral hay tres tdnicos tipos de puntos, si nos atenemos a la naturaleza
topoldgica de sus derivados sucesivos:

Tipo (1): d{x} cerrado y d'{x} cerrado (

J

1> 2)
Tipo (2): d{x} amorfo y di{x} cerrado ( > 2)
Tipo (3): d{x} amorfo vy d'{x} amorfo (I > 2)
(por «amorfo» entendemos i abierto ni cerrado»)

La ausencia o presencia de algunos de ellos, en un espacio topolé-
gico, nos da lugar a tres clases de espacios interesantes.

1.2. Espacios T,

Los espacios en que no existen puntos de los tipos (2) v (3), si
bien han sido considerados durante mucho tiempo como los tnicos
espacios dignos de ser estudiados — practicamente, todo el mundo
aceptaba como natural el 5.° axioma de los formulados por Riesz en
el IV C. I. M. (Roma, 1904) —, aparecen por vez primera dentro de
la moderna literatura topolégica — entendiendo que tal «modernidad»
arranca de la fijacién definitiva del concepto de espacio topoldgico,

(*) Este trabajo se presentd, como pomnencia, en la secciéon II de las
II1 Jornadas Matematicas Hispano-Lusitanas, celebradas en Sevilla, en abril
de 1974.
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en los afios cuarenta —, en la obra de Kelley ([2], pdgina 56), quicn
cita el siguiente resultado de C. T. Yang:

«El derivado de cada conjunto es cerrado si, v solo si, el de-
rivado de cada punto lo es.» (I.2.1)

Posteriormente, Aull y Thron, en [3], representaron dichos espacios
por T,;. A la vista, pues, del resultado globalizador de Yang, podemos
calificarlos como espacios de primer derivado cervado. Por lo tanto,
tanto da definirlos mediante la expresién

V x: d{x} es cerrado (I.2.2)
como por la aparentemente mas fuerte
V M: dM es cerrado (1.2.3)

Asi mismo, otras expresiones definitorias, de fdcil comprobacion, son

Vx: x¢dix) (1.2.4)
Vx: x¢d?{n =1 (1.2.5)
Vx: xédx (1.2.6)
Vi x¢dix (t>1) (1.2.7)

Si convenimos en denotar por

s M = cjto. de puntos aislados de M.
sa M = cjto. de puntos aislados de M, no abiertos.

say M = cjto. de puntos aislados de M, no abiertos, cuyos en-
tornos cortan a dM.

tendremos que otra caracterizacién de los T, vendra dada por
VM:saiM =Q (I.2.8)
va qué, como se demuestra en [1], pagina 165,
dM =dM u sa M (1.2.9)

Los espacios T, constituyen una clase intermedia entre 7' y 7.
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1.3. Espacios T p.

Son aquellos en que no existen puntos del tipo (3). Aparecen por
vez primera en [1], pagina 176, y se pueden calificar como espacios
de segundo devivado cerrado, toda vez que se verifica el siguiente teore-
ma, andlogo al de Yang:

«El derivado segundo de cada conjunto es cerrado si, y solo si,
el derivado segundo de cada punto lo es.» (I.3.1)

como se demuestra en [1], pagina 243. Por lo tanto, tanto da defi-
nirlos mediante

V x: d2{x} es cerrado (I.3.2)
como por
V M: d2M es cerrado (1.3.3)

Asi mismo, si denotamos por

sa;; M = cjto. de puntos aislados de M, no abiertos, cuyos entor-
nos cortan a dM y algunos de ellos en un solo punto.

tendremos que otra caracterizaciéon de los T2 vendrd dada por
VM: sayM =g (1.3.4)

va que existe una correspondencia uno a uno entre sa;dM y sa;; M
([13], pagina 241).

Por otra parte, el teorema de Yang también es generalizable a
los derivados #-ésimos (7 > 2); sin embargo, los espacios de derivado
i-ésimo cervado (1 > 2) no constituyen nuevas clases de espacios sino
que son, exactamente, los espacios 72 Por lo tanto, éstos también
pueden venir caracterizados por

V x: d'{x} es cerrado (i > 2) (1.3.5)
v por
v M: d M es cerrado (7 > 2) (I.3.6)

Los espacios T, son estrictamente mas generales que los Ty ([1],
pagina 255).
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1.4, Espacios T,,.

Son aquellos en que no existen puntos del tipo (2). No han sido
introducidos hasta el momento y los podremos calificar como espacios
de derivado-interior-del-devivado cerrado, ya que se verifica el corres-
pondiente teorema andlogo al de Yang:

«El derivado interior del derivado de cada conjunto es ce-
rrado si, v solo si, el derivado interior del derivado de cada
punto lo es.» (I.4.1)

en donde el derivado interior es lo que Cantor llamaba «coherenciay,
es decir, que

diM =dM n M
La demostracién de (I.4.1) se obtiene facilmente basidndose en (1.4.7).

Y como en los dos casos anteriores, tendremos que los espacios Ty;, se
podran definir, bien por

V x: did{x} es cerrado (1.4.2)
bien por

Y M: didM es cerrado (1.4.3)
Asi mismo, otras expresiones definitorias, de facil comprobacién, son

Vx:x¢dd{n
V. x¢diti{x (i >1) (I.4.5)

y si convenimos en denotar por

sajs M = cjto. de puntos aislados de M, no abiertos, cuyos entor-
nos cortan a dM y todos ellos en més de un punto.

tendremos que otra caracterizacién de los T,;, vendra dada por
VM: sap, M =& (1.4.6)
ya que, segiin se demuestra en [1], pagina 245,

didM = didM u sa, M (1.4.7)
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Por otra parte, el teorema anélogo al de Yang también se verifica
para los derivados interiores ¢-ésimos del derivado (2 > 2); sin em-
bargo, los correspondientes espacios que caracterizan no constituyen
nuevas clases de espacios, sino que son exactamente los T,,. Por
lo tanto, éstos también pueden venir caracterizados por

V x: ditd{x} es cerrado (1> 2) (1.4.8)

Y por

V M: di'dM es cerrado (r>2) (1.4.9)

Los espacios T4, son, obviamente, mis generales que los 7, y
esta generalizacién es estricta, como nos muestra el siguiente

Ejemplo 1.°: FE] espacio dado por

E=N
U=={D, {{p, p+1L p+2 Ihep+1p}

es T4y v no T,
Tenemos, pues, el esquema siguiente:

Tz
A

|

Tl —_— ]‘d —_—> TO

l

Y
Taia

y, dadas las definiciones de T, T2 y T,,4, es inmediato que

To=Tg + Tuq (I.4.10)

v como T, es un axioma intermedio entre T, y T2, se tendrd tam-
bién que

Td == TO “l— Tdid (1.411)

que es un resultado de una analogia formal evidente con los propor-
cionados por A.S. Davis [4] respecto a los axiomas de regularidad
Ry v R;. Dichos axiomas fueron introducidos, originariamente, por
N. A. Shanin [5] y C. T. Yang [6] y redescubiertos por el propio
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Davis, segtin datos tomados de Kldra Csdszdr [7] y A. R. Singal [8].
En ellos se establece, a partir del esquema

Rl —_— RO
A A

Ty —> '}1 —> Ty

que
T)=Ty+ Ry
Ty=Ty+R =T + R

Serfa muy halagiiefio que los nuevos axiomas de derivados cerra-
dos que he introducido — T2 y T,, — merecieran una literatura
tan relativamente abundante como la que han motivado recien-
temente los axiomas de regularidad (K. Morita, N. W. Lodato,
B. Banaschewski, K. Csaszar, G. Murdeshwar, S. A. Naimpally, etc.)
y el axioma 7T, (K. H. Pahk, R. E. Larson, S. M. Robinson,
Y. C. Wu, etc.).

II. ESPACIOS DE DERIVADOS DE PUNTOS VACIOS.
I1.1. Introduccion.

Tos espacios T’ se caracterizan, en funcién del operador derivado,
mediante una cualquiera de las expresiones siguientes:

a) Vx:dixy =0 (IL.1.1)
b) VxVU,: U, ndx} = (I1.1.2)

Esto nos permite obtener una familia de espacios mas generales
que T, mediante la formulacién de hipétesis andlogas para los de-

rivados sucesivos.
11.2. [Espacios T.

Conviniendo en que T, = T, los espacios T, vendrdn definidos
por una cualquiera de las expresiones siguientes:

a) Vx:dtx =0 (z>0) (IL.2.1)
b) vaVvVU,: U, nd x =0 (i > 0) (I1.2.2)
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a partir de las cuales es inmediato que:
1. — T, implica T (¢ = 0).

Es inmediato.
2. — T, implica T, (¢ = 0).

Basta comparar (I1.2.2) y (1.2.7).

Asi, pues, la familia T, (¢ > 1) constituye una sucesién de es-
pacios intermedia entre T, y T

Ti—>T,— T —> ... Tu— ... 1T, (I1.2.3)

en donde las implicaciones son estrictas, como nos muestra el siguiente
Ejemplo 2.0: El espacio dado por

E=N
v la base de cerrados

=N, B, Bp+ D, D+ 1 b F i e

es T, pero no T, (¢ > 1),

III. ESPACIOS DE DERIVADOS DE PUNTOS DENSOS EN SI MISMOS.

II1.1. Espacios T

Los espacios T, vienen definidos por una cualquiera de las expre-
siones siguientes :

a) yx: di{x} es denso (t>1) (IIL.1.1)
b) Vx VU, U,ndi{x es denso (£ > 1) ' (II1.1.2)

cuya equivalencia es de fcil comprobacién. Asi mismo, otra expre-
sién que nos define los espacios Ty es

VxVU,: U ndix| #1 =1 (I1I1.1.3)
En efecto, si existiera un elemento y e d*{x} tal, que

10,: U, nd'{xp ={y}
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entonces v perteneceria a sad'{x} y d*{x} no seria denso. Inversa-
mente, como todos los entornos E, de los elementos y € d'{x} son,
a su vez, entornos de x, se tendrd que

Vyedix) VE,: |[E,nd{xy| >2

v, por lo tanto,
Vvedix: yé¢sad {x}
luego d'{x} es denso.

Las relaciones entre los espacios 7, y los conocidos hasta aqui,
vienen dadas por:

1. — mi 1mp11ca Tni+l (L Z 0)
Basta comparar (I1.2.2) y (IIL.1.3).
2. — Ty implica Ty (2 > 1).

Es facil comprobar que si un conjunto es denso, su derivado
tambien lo es.

3. — T, implica T2 (z > 1).
Teniendo en cuenta que los espacios 72 pueden caracterizarse por
la expresién

Vx: QU,: U,ndiixy =)V (VU,: |U,nd'{x}| 1) (6> 1) (IIL.1.4)

basta comparar (III.1.3) y (III.1.4).
Asi, pues, incorporando al grafo (I1.2.3) la familia de espacios
Ty (2 = 1), obtendremos

T" —_— T”z _ Tn3 —_— T”i+-1 > ... sz
T : Al 0 T (II1.1.5)
T —>T, —> Tpo— ...Ty — ... T,

en donde las nuevas implicaciones siguen siendo estrictas, ya que, por
una parte, el ejemplo 2.° nos da un espacio 7,1, pero no T (z > 1)
y, por otra, un espacio 7,1, pero no T, nos lo proporciona el
Ejemplo 3.0:
E=N
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y la base de cerrados

e

T=IN,{{p,p+ 1, p+2,0 +3hetir1y, ({Phretdp)

Digamos, finalmente, que los espacios T, también pueden venir
caracterizados, mediante el concepto de densidad, por la expresién

Vx3U,: U, ndix} es denso (i > 1) (ITI.1.6)

IV. ESPACIOS DE DERIVADOS DE PUNTOS DISEMINADOS.
IV.1. Espacios Ti.

Los espacios T vienen definidos por una cualquiera de las ex-
presiones siguientes :

a) V=x: d'{x} es diseminado (i > 1) (IV.1.1)
b) Vx VU,: U, nd{x es diseminado (z > 1) (IV.1.2)

cuya equivalencia es trivial.

Las relaciones entre los espacios T y los ya conocidos hasta aqui,
vienen dadas por:

1. — T, implica Ty (z > 1).
Basta comparar ambas definiciones,
2. — T implica Ty.: (2 > 1).
Se puede deducir facilmente que
Vi lded (x| =1.
Por lo tanto, si
Vx: didixy =7
se tendrd que
Va:tld-txg) <1
por lo que d'*'{x} serd diseminado.
3. — T, implica Ty, (1 >1).

Teniendo en cuenta que los espacios T, pueden caracterizarse
por la expresién

vx3U,: U, ndix es diseminado (z > 1) (ITI.1.3)
basta comparar (IV.1.2) y (IV.1.3).

8 — Collectanea Mathematica
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Asi, pues, incorporando al grafo (III.1.5) la familia de espacios
Tq (¢ > 1), obtendremos:

T, —>Tp—> Ty —> ... Tpioi —> ... Tx
A A A A 1!\
|

] | |

TI —_> Tm —> Tmz —_> ... Tmi —» ves Td (IV' 1 .4)
| | | |
Y Y Y Y
Ts —_—> Tsz —_—> ... Tsi —_—> e Tdid

en donde todas las implicaciones son estrictas.
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