UNA NUOVA TERMOIDRODINAMICA RELATIVISTICA
di

GIUSEPPE ARCIDIACONO (a Roma)

1.— LA TERMOIDRODINAMICA RELATIVISTICA

Come é noto, la relativita ristretta non ci offre una base teorica
sufficiente per costruire in modo univoco la termoidrodinamica rela-
tivistica, e quindi sono state proposte tutta una serie di teorie, a se-
conda delle equazioni da cui si parte.

Per esempio, secondo EcraArT [1], un fluido termodinamico con
conducibilitd termica, deve essere descritto da un tensore energetico
della forma

(1,1) T, = Mo Fuu, 4+ p oy + (”i g + 1z q;)[c?

dove abbiamo indicato con g; il vettore termico, con ug la densita mate-
riale propria, e con F l'indice del fluido di Lichnerowicz, cosi defi-
nito [2]

(1,2) poFc2=pc2+p=po(®+ E + pV)

con V (= 1/ug) volume, p pressione del fluido ed E emergia specifica
propria. La temperatura propria T del fluido e la sua entropia speci-
fica S, soddisfano alla relazione termodinamica

(1,3) TdS =c2dFF — dp|ug
e le equazioni di evoluzione del fluido sono le seguenti
(1,4) 6,‘ T‘[k =0 5 a,- (‘uo ui) =0

La prima é I’equazione del moto, della quale si ricava quella di con-
tinuita, mentre la seconda equazione esprime la conservazione della
densitd materiale propria,



40 Giuseppe Arcidiacono

Invece, nella teoria di LANDAU e LircHr1z [3] si introduce il se-
guente tensore energetico

(1,5) Ty = (u+ p)2) wiwy + p 0y
e le (4) vengono sostituite dalle seguenti
(1,6) 0;T=0 ; 0;(uou; 4 q;/c?) =0

Nei due casi, occorre aggiungere l’equazione che generalizza
quella di Fourier del calore. I vari Autori non sono ancora d’accordo
sulla forma definitiva di tale equazione, e ne sono state proposte
varie versioni, pilt o meno complicate. Se vogliamo che la propaga-
zione del calore avvenga a velocita finita, si puo utilizzare I’equazione
di XKRrANVYS [4]

dg; w; dT
17 e T Y et
(L.7) 7 +/d‘r x( +02 dr)

dove y e » sono due opportune costanti. Pili recentemente, il BorLrAT
[5] ha proposto una equazione pilt generale, del tipo

(L8)  gifmo — %%, [0; (qeftro) — 0x(q:fpo)] = — #(8; T + u;dT|c2dv)

Combinando le precedenti equazioni, si ottengono le varie for-
mulazioni della termoidrodinamica relativista [6], e si possono stu-
diare le equazioni delle caratteristiche e la velocita di propagazione
delle onde nei fluidi con scambi termici.

In questa Memoria ci proponiamo di sviluppare la nuova termoi-
drodinamica che si deduce dalla «mnagnetoidrodinamica proiettivay.
Infatti, venti anni fa, nel 1955, in una serie di Note publicate alla
Accademia dei Lincei [7] ho generalizzato le equazioni di MAXWELL in
modo da renderle invarianti per il gruppo proiettivo di FANTAPPIE'.
Le nuove equazioni ottenute si possono interpretare come le equa-
zioni della magnetoidrodinamica

(1,9) ROtHAB’:]ABC 5 DiVHAB=IA (A,B,C=1,2...5)

e si ottiene I'interessante risultato che, nel caso pii1 generale, il cam-
g
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po idrodinamico non é piit parallelo alla velocita del fluido, ma é dato
da

(1,10) ca=fuqs + qq[fc?

, conuygy, =0

dove f é I'indice del fluido (da noi introdotto), e g, é il vettore ter-
mico [8].

Se ci limitiamo per maggiore semplicita allo studio dei fluidi
incompressibili con scambi termici, il tensore energetico assume la
forma

(1,11) T yp=-cqcp —cscs (04p/2 — %, %x5[7?)

e tenendo conto della (10) avremo, in forma esplicita

(1,12) Typ=frusup+ (iqp + upqa)/c® + qiqs/fc* +
+ P Oup — (2p/r) x4 %3

dove abbiamo posto ¢2 = ¢, ¢,, ed inoltre

(1,13 2=+ ple 2 = fre2 — gffrct

Da queste ultime, eliminando l'indice f, otteniamo I’equazione di
stato dei fluidi termodinamici incompressibili

(1,14) | PP =wct — e

dalla quale segue che la pressione si annulla per ¢ = uc3.

Le equazioni di Maxwell generalizzate ci forniscono quindi, in
modo univoco, non solo il tensore energetico, ma anche I’equazione
di stato dei fluidi termodinamici incompressibili.

2.— LE NUOVE EQUAZIONI DELLA TERMOIDRODINAMICA
Facendo tendere all’infinito il raggio # del cronotopo di De Sitter,

si passa alla relativita ristretta, e si ottiene una nuova formulazione
della teoria dei fluidi termodinamici incompressibili.



42 Giuseppe Arcidiacono

Il vettore idrodinamico risulta infatti il seguente

(2,1) C,=fu + i con q—: = q,/fc2 (t=1,2.4)

ed allora il tensore energetico (1,12) si riduce a

(2,2) T = f2um, + f (09 + 19 + D 0 + 4 s

il quale differisce da quello (1,1) proposto da Eckart, per l'ultimo
termine, che € assai piccolo.
I/equazione di stato (1,14) si pud scrivere cosi

(23) % =f22—p
I1 vettore termico ¢, risulta ortogonale alla velocita (#;¢; = 0),
e soddisfa alla equazione (1,7) di Fourier-Kranys, la quale, in base

alla g, = fc2g,, diventa

af ' o ar

- dé- —
I 20 2280 4 g2t = .
@O Seatafe-ttges: -

Moltiplicandola per u;, segue subito che

(2,4) wdgldtr= —a;q;=0
e cioé che il vettore termico é ortogonale alla accelerazione ;.

Fatta questa premessa, osserviamo che il tensore energetico (1,11)
si riduce a

(2;5) Tik = Ci Ck — % Cs Cs (Sﬂik

Prendendo la divergenza, si ha '’equazione dinamica
(2,6) 0; (C;Cr 4 $ 64) = 0, con 6;C; =0

Sviluppando tale equazione, in base alla (1) avremo, con facili calcoli

10 f2a,+ fu, 5{ +f‘—f% STt + Gy 8+ 7,0,8, - 8, =0
art
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Moltiplicandola per #, si ricava 1’equazione di continuita

— fe2dfldr — c2q,;0,f — 4,9, 0;u, + dpldrt = 0
la quale si pud scrivere cosi

dQ2p —f2e?))dv = 224, (6, f + q. 0; 11,)

e se teniamo conto della equazione (3) di stato, avremo
(I11) g (dg:/dv + 2¢26,f + 2, 8,u) =0
I/equazione di incompressibilita 0,C; = 0, diventa
(Iv) fo,u; +dfldv + 8,9, =0
Dalla equazione di stato (3) si deduce che
V) dpldv = fc2d fldv — q;d q;/dv

I’indice del fluido f, & legato all'indice F di Lichnerowicz [2]
dalla relazione

(27) fi=u+pl=2uFln |

nella quale abbiamo introdotto il parametro #, la cui utilita ed il cui
signiflcato flsico, saranno chiariti al n.° 7. Se ne deduce che

(VI) nfdfldr = pod Fldv + F d pyldz
Dalla relazione termodinamica (1,3), segue l’equazione
(VII) TdSldt = c2d Fldr — dp|ugdr

Poiché I'entropia specifica dipende dalle due variabili termodinamiche
uo e T, siavrd S = S (ug, 7). Se ne deduce che

(VIII) dSldr =S5, duydr + S'rdT|dx
Infine, dalle u;u; = — ¢2; u;q; = 0 ed a;q; = O si ricava che

(IX) M.,-d%,v/d‘r = 0 ; uid@/d‘r - 0 ; .q—idul‘/df == 0
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Le (I.IX) sono le equazioni della nuova termoidrodinamica che si
ottiene come caso-limite per 7 tendente all'infinito dalle equazioni
di Maxwell generalizzate.

3.— LT CONDIZIONI DI COMPATIBILITA' DINAMICA

Per studiare la propagazione delle onde nella nuova teoria, consi-
deriamo una ipersuperficie 2 del cronotopo, di equazione g¢(x;) =
cost. Attraverso questa ipersuperficie siano continue le variabili di
campo (ui,?,-,f, F,p, po, T, S), mentre possa presentare disconti-
nuita di prima specie, almeno una delle loro derivate parziali prime
rispetto alle x;. Indicando con (U, @ Y, D, 7, myg, 0, 6) le corris-
pondenti discontinuita, si ha come é noto

(3,1) Aou,=U,q; ; 4 it,, = Uzq'a con ¢, =0, ¢

e le analoghe. Per determinare le equazioni alle quali soddisfano
tali discontinuita (condizioni di compatibilita dinamica), basta scrive-
re le equazioni differenziali (I)..(IX) da una parte e dall’altra della
ipersuperficie 2. Facendo la differenza e ricordando le (1), ottenia-
mo le equazioni algebriche nelle discontinuita. Intanto dalle (IX)
segue che

(3,2) w;U;=0; w,0;=0;qU;=0

Dalla equazione dinamica (II) passando alle discontinuita, segue
U0+ 0¥ + 90+ ot ¥ + 50 pu + g = 0

Moltiplichiamola per ¢; ed introduciamo le nuove incognite

(3,3) Ugi=X ;@i'Pi:Y §@i_éi=Z

otteniamo, tenendo conto delle (2) e ponendo #2 = ¢, ¢;, Uequazione

@A) feX+feRP+ oY +qge? + (v + 2)g2 =0

Dalla equazione (III) di continuita, si deduce che

G0ip+22¢ 9, ¥ =0
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e quindi avremo
(B) 9Z+22q¢;¥ =0
Dalla equazione (IV) di incompressibilita segue che
fUHP::‘l“?;T—l—Q—i%: 0
e quindi si ottiene l'equazione delle discontinuita
© fX+oP+Y=0

Dalla equazione (I) di Fourier-Kranys, ricordando che la discontinuita
é solo nelle derivate, mentre le variabili di campo sono continue,
(4g; = 0), si ricava

(3.4) 12f0ip + 7o+ % 0q - w002 = 0
Moltiplicando per ¢; e ponendo kg = x/y, segue
(1) Af oY + 29,0 ¥ + ko (@ + ¢2/c) 0 =0
Moltiplicando la (4) per ¢; e ponendo g2 = ¢,¢;, avremo invece
() AfeZ + @2e¥ + kg0 =0

Dalla equazione di stato (V) si deduce che
(F) a—fe¥W+2=0

Dalla (VI) si ricava la
(G) nf¥ = py® -+ I my

Dalla relazione termodinamica (VII) si deduce l'equazione
(H) To=c2D — zwfug
Infine dalla (VIII) si ricava che

)] o=S",my+ S0
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Le (4)...(J) formano un sistema di 9 equazioni omogenee nelle 9
incognite (X,Y, Z, ¥, x=, 0, D, 0, mp), eliminando le quali si pud
ricavare l'equazione delle caratteristiche della propagazione ondosa.

4. — VARIETA' CARATTERISTICHE E PROPAGAZIONE DELLE ONDE

Per trovare I'equazione delle caratteristiche, basta osservare che
perché il sistema omogeneo ottenuto ammetta soluzioni non tutte
nulle delle discontinuitd, occorre che sia nullo il suo determinante.

Pero é piit semplice esprimere le varie incognite in funzione di
(¥, mg) e cosi ci riduciamo ad un sistema di due equazioni in due
incognite, il cui determinante ci da 'equazione delle caratteristiche.

Dalla (B) si ricava la Z e dalla (F) il &, cioé

(1) Z=—(@eqple) ¥ n=c(f+ 280/
Sostituendo nella (E) si ottiene il 6, dato da

(4.2) 0= (@Iko) [2/¢> — @lg:p) 7] ¥

Dalla (D) ricaviamo la incognita Y

(43) Y =—(Uf9) lapg — 21 — Polgip) (7 + ¢2/A] ¥
Dalla (C) si ottiene il valore della X

(44) X = (1) (@ olf — (Uf9) @2 — P olgi9) (@ + #2/) —g] ¥
Dalla (G) si ottiene la incognita @, cioé

(4,5) B — nfPlug — F mofuo

Infine, dala (H) si ricava la o, data da

(4.6) o= (Uno ) [(n — 1) f> — 262qiifep] ¥ — F 2 moluo T

Sostituendo i valori ottenuti nella (A) e nella (J) ci riduciamo al
seguente sistema di due equazioni omogene, nelle due incognite (¥, )

§(5,-¢f¢+fc2rzw=o

4,7 2 2 7.0 4 29 - . 2,
@7 }[(n_l)f_c_z_C_q_q&_Z_J‘_c_sfrJragSII\Jpﬁ(gﬁLﬂ_)%:o
uol  pol @ ko ko q; ®; poT
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il cui determinante é il seguente

(4.8) @pip + ) (S + F2fugT) =0

Annullando il primo fattore, otteniamo l'equazione delle carat-
teristiche

(4,9) 79+ g2 =0

Se poi introduciamo la velocita W di propagazione delle onde,

e la componente g, del vettore termico nella direzione spaziale di
propagazione delle onde, nel seguente modo

(4,100 W2 =20 + ¢?/?) ; Px = @9)2@* + ¢?/e?)
dalla prima uguaglianza si deduce che
g2 = (g2/W?) (1 — W2/e2)

e ricordando che g¢; = g;/fc2 e che f2 = 2uyI/n, si ottiene l'equa-
zione che ci da la velocita di propagazione delle onde

(4.11) W2 — (ngyf2ug Fc2) W —c2 =0

la quale, nel caso in cui ¢y = 0, ci da per velocita delle onde quella
¢ della luce.

5.— STUDIO DEI FLUIDI TERMODINAMICI (IDEALI)
Particolarmente interessante é poi il caso in cui é nullo il secondo

fattore della (4,8), cioé quando l'entropia specifica soddisfa alla
condizione

(5.1) S . =—FcuyT

Ho

In questo caso, se vogliamo che ¥ 5 0, occorre imporre, in base alle
(4,7) la nuova condizione
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(5,2) (n_l)f_cz__ﬁzj_f%_gﬁs',[.[_féz_‘i’s',[:o
pol T ¢ ko ko 4; @;

la quale, introducendo la velocita (4,10) delle onde, ed il vettore gy,
si pud scrivere nel seguente modo

(5,3) uoc2Tq2S" s W2+ [(n— 1) kg— 2 g 2 T'S'7] fe2 gy W — 2c2kogy =0

Tale equazione si semplifica notevolmente, se la entropia speci-
fica S soddisfa alla ulteriore condizione

(5.4) S’y = (n—1)ko[2ugc2T

Allora la (3), ricordando che ¢2y/q2 = g24/q?, si riduce alla

. 2¢ x
Vn—1gq

(5.5) w

e tale equazione é simile a quella che ci da la velocita delle onde nelle
magnetoidrodinamica «idealey dei fluidi incompressibili proiettivi [9]

(5,6) W =chylh

Per tale motivo, un fluido termodinamico incompressibile che sod-
disfa alle due condizioni (1) e (4), sara chiamato «dealey, e gode,
come vedremo, di importanti proprieta.

A partire da tali due condizioni si possono determinare esplicita-
mente 'indice F e la entropia specifica S del fluido, in funzione delle
due variabili termodinamiche (uy 7). Infatti, le due condizioni sono
compatibili se sono uguali le loro derivate parziali seconde miste, cioé
se é soddisfatta la condizione

(57 F'r—F|T = (n— 1) ko2 po c*
Cerchiamo una soluzione della (7), del tipo

(5.8) F=(n—1)ky X (T))2 poc*
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Sostituendo nella (7) si ottiene l’equazione differenziale lineare
(5,9 aXdT —X|T =1
La equazione omogenea ci da

dX/X =dT|T dacui X=9T

dove y é la costante di integrazione. Poniamo allora X = y(T). T e
sostituiamo nella (9), cioé dy(T) = dT /T, da cui indicando con 1/T
la costante di integrazione, segue che y(T) = log(T'|T). Sostituendo
tale valore nella (8) otteniamo cosi I'indice F del fluido

_ T
(5 10) F="DkT,, T
2 po c* Ty

Eliminando la F dalla (1) avremo allora
S'r=(n—1)ko[2uo2T ; S'y, = (1 — 1) ko log (T'/T) /2 po? 2

dalle quali integrando si ottiene la espressione della entropia

1—n)k T (#o T
S(o, T>=‘——”M[log— d polpe —j dT/T]+S<1, 1)
2c2 Ty )1 1

ed eseguendo i calcoli abbiamo in definitiva

(% _ 1) kolO l

S =
5.11) 2 pg 2 Ty

Dalle formule ottenute segue ’esistenza di una «temperatura cri-
ticay T = T alla quale I'indice F e la entropia specifica S si annulla-
no; inoltre si verifica subito che vale la relazione algebrica

(5,12) Fe2=TS

il cui significato fisico sera chiarito al n.° 7.

4 — Collectanea Mathematica
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6.— I'LUIDI TERMODINAMICI IDEALI CON CONDUCIBILITA  NULLA

Particolarmente interessante € il caso in cui la conducibilita del
fluido € nulla (g; = 0) perché allora le equazioni delle discontinuita
che abbiamo stabilito al n.2 3 si semplificano notevolmente e si ri-
ducono al seguente sistema di 7 equazioni in 7 incognite:

PoX +fP¥ +agt=0
X+ o¥P=0;f2¥=
To=c2® —zjuy ; nf¥ = pug® + F my
o=S,,my+S70; D=F,my+ Fr0

(61)

e l'ultima equazione é stata ricavata dalla IF = F(ug, 7).
Dalla seconda e terza equazione si deduce che

(6.2) X=—(gl) ¥ ;n=fe¥
Dalla quinta equazione si ricava la @, cioé

(6,3) @ = (nffuo) ¥ — (F o) mo

e sostituendo nella settima equazione otteniamo la 6, cosi

' F

(6,4) 0= " w1 (F',,u+_>mo
poF'r F'r Ko

L’incognita o si ricava infine dalla sesta equazione:

(6,5) o= nfS"P [S’ S'r ( +r', )]mo
po F'y F'r\po :

Sostituendo tali valori nella quarta equazione, avremo

[nfT§7-_(% )fC]T+<TS’ FTS,T_TS F‘”’—l————)mo—o
o F'r Mo po F'y F'r H“o

la quale, ricordando che f2 = 2uy F/n, si puod scrivere cosi

R e LAl [
fLFy " Ho

TS5t EY oo
F'y H“o
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Sostituendo invece i valori trovati nella prima equazione, si ha
(b) fP¥=0

Perché il sistema delle due equazioni (a), (b) nelle due incognite
(W, mg) ammetta soluzioni non tutte nulle, occorre annullare il suo
determinante, e per f # 0 si ottiene l'equazione

(6.6) | g2[F'3 (TS + F 2fpo) — T S'r (F'y, + Flug)] = 0

Da tale equazione, annullando il primo fattore si ottiene ’equazione
delle caratteristiche

(6,7) @2=0
da cui segue che la velocita delle onde é quella della luce.
(6.8) W2 = g2/(g2 + g2fc?) = 2

Annullando invece il secondo fattore della (6), si ottiene una condizio-
ne alla quale debbono soddisfare I'indice F del fluido e la sua entropia
specifica S:

(6,9) F'y (TS + Fe2fpg) =T St (F'y, + Fluo)

ed allora, se vogliamo che ¥ 54 0, occorre imporre la ulteriore condi-
zione, che si deduce dalla (a):

(6,10) wTSr=(@m—1)c2F,

Un fluido termodinamico con conducibilita termica nulla, che
soddisfi alle due condizioni (9) e (10) e che sia incompressibile, sara
chiamato «dealey. Anche in questo caso é possibile determinare es-
plicitamente sia I che S in funzione delle due variabili termodina-
miche (ug, 7).

Infatti, le due precedenti condizioni possono essere soddisfatte nel
modo pilt semplice, se poniamo

(6,11) | S'y=(1—1/n) 2F'4|T;S",, = — F2fuy T ; F',, = — Fug

o T
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Inoltre, le prime due equazioni sono compatibili se sono uguali le
loro derivate seconde miste, cioé se

(F =T Ig)uT = (1 — 1/n) F"yq

Ma dalla terza equazione (11) segue che I, r = — F'z/ug, e
quindi avremo in definitiva la nuova equazione differenziale

(6:12) F’T:%F/T

la quale, come si verifica subito, é compatible con la terza delle (11).
Fatta questa premessa, cerchiamo una soluzione del tipo

(6,13) F (uo, T) = 4 (o). B (T)
Sostituendo nelle ultime due equazioni, avremo
dA [dpy = — Alpo ; dB[dT = n. B|T

e quindi, indicando con N; ed N, le due costanti di integrazione,
otteniamo le semplici soluzioni

A (o) = Nyfuo ; B(I) = N, T*

Sostituendo nella (13) e ponendo N;N, = N, si ha in definitiva

(6,14) pwoF=NTr

In conseguenza, le due prime equazioni (11) diventano
(615) S'r=(n — 1) (N e2ju) T2 ; S',y = — (N 2[ug) T~!

ed integrando, si ottiene la espressione della entropia

1 0

S(uo, T) = N 2 [_ o1 j'"?z,lo/ﬂzo Fn—1) Jrrn-z d :r] +5(1,0)

cioé, eseguendo i calcoli

(6,16) oS =N02T”—"




Una nuova termoidrodinamica relativistica - 53

Dalle espressioni trovate per l'indice F e la entropia specifica S, si
deduce che esse si annullano alla temperatura «riticay 79 = 0. Inol-
tre vale ancora la semplice relazione algebrica

(6,17) Fe2=TS

come nei fluidi con conducibilitd termica.

7.— PROPRIETA’ DEI FLUIDI TERMODINAMICI (IDEALIy
Per dare una interpretazione fisica dei risultati ottenuti, ricordia-

mo che nella termodinamica classica si introducono la «entalpiay H e
la «energia liberay Ej, nel seguente modo

(7,1) H=E+pV ;Eg=E —TS

Si ha poi la «entalpia liberay o «potenziale termodinamicoy G di Gibbs,
cosl definita

(7,2) G=E+pV —TS=H —TS=Ey+ pV

Fatta questa premessa, nel caso pilt generale, la legge di irradia-
zione totale, é data dalla semplice legge [10]

(7.3) o E = N. T*

dove N ¢é una opportuna costante, mentre # é un numero, che puo
assumere diversi valori.

Per n = 4 si ha la «radiazione neray, la quale pud essere considera-
ta come un fluido di fotoni. Se l'irraggiamento avviene in un mezzo
materiale, perché il gas di fotoni sia perfetto, é necessario che ’ener-
gia di interazione della radiazione e della materia, sia trascurabile.
Inoltre, perché si possa stabilire un equilibrio termico, é necessaria
la presenza della materia. In questo caso vale la legge di Stefan
Boltzmann, che ci da U'energia totale della radiazione

(7,4) poE = N. T4
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mentre le altre grandezze termodinamiche assumono i valori

(7.,5) { S =4E[3T ; pV = E[3;C,=4E|T

H=4E|3 ;Ey=—E[3;G =0
Se teniamo presente che V' = 1/uq, della seconda relazione si dedu-
ce cha la pressione dipende soltanto dalla temperatura, cioé p = p(7T).
Se invece # = 5/2, si ottiene la analoga legge della radiazione cor-
puscolare

(7.6) uo E = N. T52

(gas di Bose degenerato) [11], per il quale si hanno i seguenti valori
per le grandezze termodinamiche

(7.7)

I

S =SE/3T ; pV = 2E[3 ; C, = SE[2T
H=5E/3 ;Ey=—2E/3;G =0

ed anche in questo caso la pressione dipende solo dalla temperatura.
Fatta questa premessa, ci proponiamo di determinare le grandezze

termodinamiche dei fluidi «dealiy, nel senso da noi definito. A questo

scopo occorre introdurre la emergia specifica interna relativista

(7.8) E'=c+E

ed allora, dalla (5,12) si deduce, in virtd della (1,2), che

(79) Fe2 — TS =24+ E+4+pV —TS=E+pV —TS=0
che si pud scrivere cosi

(7,10) G=G+c2=0

Arriviamo cosi alla interessante conclusione che «Nev fluidi termodi-
namici ideali 'entalpia libera velativista (o potemziale termodinamico
di Gibbs) é nullay.

Per calcolare le altre grandezze termodinamiche, limitiamoci
prima al caso in cui ¢; = 0, ed allora 1'equazione di stato (2,3) si
riduce alla 2p = f2¢2. Ne segue, per la (2,7) che

pP=wmEcn=po(E +pV)/n
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Ricordando che uoy = 1/V, si avra #pV = E’ + pV, da cui segue
I'equazione di stato in funzione della energia relativista

(7,11) PV =FE'|(n — 1)

Dalla G' =E' 4 pV — TS = 0, segue poi che
(7,12) H=FE+4pV=TS ;E¢y=E —TS= —pV

e quindi, tenendo conto della (11) avremo

H =nE'|n—1 ;Eo=—E|n—1

(7.13) S —nEfn—1)T ;G =0

Per calcolare la energia E’ in funzione della temperatura, osservia-
mo che in base alla Fc2 = TS, tenendo conto della (6,14) e della
terza delle (13), si ha

NeaT*=npyE'|\n — 1), da cui poE' = (1 — 1/n) N2 T"

che si puo scrivere nel seguente modo

(7,14) poE'=NoT*

dove N, é un coefficiente di proporzionalita. Tale legge si identifica
con la (7,3) e ci da la radiazione totale. Ne segue allora, in base alla
(11) che la pressione dipende soltanto dalla temperatura, cioé si ha
p = p(T).

Possiamo calcolarse infine il calore specifico a volume costante,
tenendo presente che riterendo ci alla unita di volume, si ha

C.=TS" = i( " NOT”—I):nNOT”“‘
oT \n — 1

Ne segue la semplice formula

(7,15) C,=nE|T
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Dalle formule ottenute segue che esse coincidono per #» = 4 con
quelle della radiazione nera, e per # = 5/2 con quelle della radiazionc
corpuscolare. Per # qualsiasi si ottengono i possibili fluidi termo-
dinamici «dealey.

8.— FLUIDI TERMICI IDEALI CON CONDUCIBILITA’ NON NULLA

Dalla relazione termodinamica 7dS = c2d F — dp[ug, segue che
(8,1) A(TS —Fc2)=S8SdT — dplug

Se ci riferiamo ai fluidi termodinamici ideali, il primo membro si
annulla, e la (1) si riduce alla semplice relazione

5.2 | r = oS

Nel caso in cui la conducibilita € nulla, la pressione dipende solo
dalla temperatura, ed allora avremo

dpldT = N c2T" ! ed integrando p = N c2T"|n

in accordo con la equazione di stato 2p =2 pug F 2w =2 N c2 uy T*|n.

E' interessante osservare che se p = p(7), la (2) puo identificarsi
con l'equazione di CLAPEYRON-CLAUSIUS, nel caso in cui la entropia
So ed il volume ¥V, sono nulli [12]

(83) 2200 D S

Nel caso pili generale in cui ¢; 7 0, facciamo l'ipotesi che si ha
ancora p = p(7), ed allora la (2), in base alla (5,11) ci da I’equazione
differenziale

(8,4) dpldT == (n — 1) ky log (T|Ty)/[2c2

Se imponiamo la condizione iniziale che per 7" = T la pressione si
annulli (p = 0), integrando la (4) si ricava la seguente equazione
di stato

(8. b= [T g7 — (T~ T

2c2 0
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Da tale formula segue che per T = 0, la pressione assume il valore
(8,6) po=(n — 1) kgTo/2¢2

Al crescere della temperatura, prima la pressione diminuisce, annul-

landosi alla temperatura critica T = T; poi cresce, assume il valore

po per T = ¢eTy, e continua a crescere all’aumentare di 7.
Tenendo conto della (5,10), la (5) si puo scrivere cosi

(8.7) p=rpo+uFc2— (n—1)kyT)2c2

che é simile alla equazione di stato proposta dal Mahjoub [1]

(8.,8) P =koT[c2+ A (uo)

dove A(uo) € una generica funzione di ug. Se poi osserviamo che in ba-
se alla (2,7), 'equazione di stato (2,3) é data da

(8,9) 2np=2ugFc2 —ng

eliminando ugFc? tra la (7) e la (9) si trova che nei fluidi termodina-
mici ideali, il vettore termico deve soddisfare alla ulteriore condizione

(8,10) ng?=(n—1)(koT/c2 —2p) —2po

Per concludere, procedendo come al n.° 7, possiamo calcolare le
grandezze termodinamiche dei fluidi ideali con conducibilita termica

PV:‘E —"92/2/‘0 : H,:n(E —q2/2y0)

% — 1 n — 1
(8,11) , - , o
y_ —EAng?2p o n(E"— ¢%2 po)
EFy=—— 21" . ¢ v 1=

’

n — 1 mw—1)T

In un successivo lavoro ci proponiamo di estendere i risultati ot-
tenuti, al caso dei fluidi con generica equazione di stato p = p(ug, 7),
e di costruire una «termoidrodinamica proiettivas valida su scala
cosmica. Poiché nella relativita proiettiva interviene l’eta ¢y dell’Uni-
verso, essa dovrebbe permetterci di affrontare su solide basi logiche
lo studio delle prime fasi della espansione cosmica (Big-Bang), dal
punto di vista termodinamico.
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9. — I GRUPPI DELLE ROTAZIONI E GLI UNIVERSI (IPERSFERIC»

Come ¢é ben noto, la fisica classica viene sviluppata in una serie
di capitoli tra loro indipendenti (meccanica, acustica, termologia,
ottica, elettricita e magnetismo). Passando alla relativita ristretta,
Uampliamento del gruppo base, porta ad una prima «unificazione»
delle varie teorie fisiche, e ci riduciamo cosi a due soli capitoli: la
meccanica dei comtimui (alla quale si riducono la meccanica e 'acus-
tica) e lelettromagnetismo (che riunisce assieme l’ottica, l'elettricita
ed il magnetismo). I,a termologia, capitolo centrale della fisica, viene
assorbita in parte dalla meccanica (come teoria cinetica del calore)
ed in parte dall’elettromagnetismo (come energia raggiante). Appare
allora ben chiaro che passando all’Universo di De Sitter a curvatura
costante, basato sul gruppo di Fantappié, le duc precedenti teorie
si saldano assieme nella «nagnetoidrodinamica proiettiva», con con-
seguente unificazione dei due aspetti (meccanico ed elettromagne-
tico) della termologia.

Come abbiamo infatti dimostrato in questa Memoria, € possibile
ottenere la legge generale della radiazione termica

(9.1) uo E=N. T*

a partire dalle equazioni della termoidrodinamica.

E’ noto infatti che se un corpo non é chiuso in una cavita, a tem-
peratura uniforme, ma é libero, pud accadere che é dotato di un po-
tere assorbente indipendente dalla temperatura, ed allora la sua
radiazione crescera in ragione della 4° potenza della temperatura,
e sard solo questione di una differenza nella costante di emissione,
che si potra determinare esaminando il potere assorbente del corpo.
Se invece il potere assorbente non é costante, vale la legge generale
(1), nella quale, se il potere assorbente cresce con la temperatura
(cosa che si verifica in generale), si ha # > 4, mentre negli altri casi
si avra n << 4. Cosl per esempio per il platino, si ha con buona appros-
simazione n = 5.

I risultati ottenuti nello studio dell’'Universo di De Sitter («re-
lativita proiettiva») e delle equazioni di Maxwell generalizzate, ci
confermano allora che una impostazione gruppale della fisica, e 1'uso
dei gruppi delle rotazioni degli spazi ad # dimensioni (R,), si rivela di
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grande utilita, anche perché si utilizzano dei metodi matematici
‘assai semplici ed eleganti, che evitano le enormi difficolta della geo-
metria degli spazi acurvatura variabile.

Otteniamo per tale via una successione di «modelli di Universo»,
che sono rappresentati dalle ipersfere S, _; dello spazio ad » dimensio-
ni (per » = 4,5...). In conseguenza, ad ogni numero intero corrispon-
de un ben determinato modello di Universo, le cui leggi possono
essere stabilite a partire dal gruppo R, delle rotazioni dello spazio
ad #» dimensioni.

Sorge allora l'interessante problema di costruire nel modo piit
generale una relativita basata sul gruppo R,, che rappresenta i mo-
vimenti in sé della ipersfera S, _;. A tale scopo osserviamo che nel
gruppo R,, con le # coordinate proiettive x;, (i == 1,2...%), non
appena # > 3, intervengono # — 3 costanti universali, il cui ruolo
é quello di fare assumere le dimensioni di una lunghezza (L) alle
#n — 3 coordinate, oltre la terza.

Procedendo poi come nella relativitd proiettiva, occorre imporre
le # — 3 condizioni di normalizzazione (per # > 4):

(9’2) ;2 =2 ; ;2 = — 2 ; ;2 — (62/7’)2 [;(”“4)]2 pu— [C"’""/r”“st

dove abbiamo indicato con ¢ la velocita della luce, con 7 il raggio della
ipersfera, e con i puntini le derivate rispetto al tempo proprio.

In virtlt della definizione del tempo proprio, la seconda condizione
é una identita, ed abbiamo cosi # — 4 equazioni indipendenti nelle #
incognite ;. Risolto tale sistema, ¢ possibile esprimere le # variabili
%. in funzione delle 4 variabili (x, ¥, 2, #), e cioé passare dalla formu-
lazione n-dimensionale a quella spazio-temporale.

Se poi passiamo al limite, per 7 tendente all’infinito, ogni ipersfera
S, _1 si schiaccia nello spazio euclideo E,_{ ad » — 1 dimensioni, e
le # coordinate proiettive si riducono alle # — 1 coordinate cartesia-
ne. Accade allora che il gruppo R, si decompone nel prodotto delle
rotazioni R, _; e delle traslazioni T, _; dello spazio ad # — 1 dimen-
sioni, come per esempio accade nella relativita ristretta (per # = 5).
In conseguenza, le condizioni di normalizzazione (2) si riducono a
quelle pitt semplici

(9,3) = —c2;R2=0.[x"92=0 (1> 6

le quali sono # — 5 equazioni indipendenti nelle # — I incognite ;.
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10.— LE EQUAZIONI DI MAXWELL E LE IPERSFERE S, ;

Abbiamo visto nella precedente memoria, che la cosmologia re-
lativista presenta una indeterminazione di fondo, e la stessa cosa
accade per le teorie unitarie della materia e della elettricita, in quanto
questi due problemi sono affrontati separatamente [13]. Per tale
motivo lo stesso Einstein, nell’ultimo suo scritto concludeva amara-
mente che «siamo molto lontani dal possedere una base concettuale
della fisica, alla quale poterci in qualche modo affidare», e suggeriva
di «icercare una teoria di pura natura algebrica, senza continuo
spazio-temporaley [14].

Occorre quindi seguire una via diversa, la quale é appunto quella
gruppale indicateci dal Fantappié con la sua «teoria degli Universi
fisici» [15].

Infatti, in una concezione gruppale della fisica acquistano parti-
colare significato ed importanza le equazioni di Maxwell, scritte
nello spazio iperferico S,_;. Se ne deduce che tali equazioni debbono
riunire in una teoria unica il campo elettrico, quello magnetico ed
altri campi fisici, attraverso la struttura geometrica della ipersfera.

Come € ben noto, Einstein affrontava il problema unitario gene-
ralizzando le equazioni gravitazionali, in modo da comprendere
quelle elettromagnetiche, e per tale via il problema restava largamente
indeterminato. Se invece ci poniamo dal punto di vista gruppale,
il problema unitario deve essere affrontato in modo opposto, e
cioé gemeralizzando le equazioni di Maxwell wn modo da comprendere
la gravitazione.

Indicando con H; = (— H,;) il campo generalizzato, con # (n —
— 1) /2 componenti distinte, e cioé tante quanti sono i parametri del
gruppo R,, le equazioni di Marwell generalizzate sono le seguenti

(10,1)

ROtHi= i
{ e = Ju Gk 1=12..%)

DIV H”‘, — Ik

dove abbiamo indicato con Jj;; il «vortice» e con I, la «sorgente»
generalizzata.

Come risulta evidente nel passaggio stesso dalla fisica classica a
quella relativistica, appare allora una profonda connessione tra
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lampliamento del gruppo base della fisica e la «unificazione» dei
campi fisici, e questo meccanismo di sintesi é tradotto matematicamente
dalla struttura algebrica dei gruppi delle rotazions, ognuno dei quali
contiene i precedenti ed é contenuto nei successivi [16].

Il pilt semplice modello di Universo ipersferico, si ottiene per
w = 4, ed é rappresentato da una ipersfera S; tridimensionale, pura-
mente spaziale. Tale modello (che chiameremo di Fantappié) é in
un certo senso analogo a quello statico di Einstein, ma ne differisce
perché é senza tempo, ed é riempito da un fluido elettrizzato (plasma)
in equilibrio statico.

Infatti, le relative equazioni di Marwell, per » = 4 ed in assenza
di sorgenti (I, = 0), sono le seguenti

| v E=e RotE—lgﬁzo
10,2 o _ 7 0 x5
110.2) RotC—i'OE=Q .
7 0 Xs Div C=0

dove abbiamo indicato con E il campo elettrico, con € il campo idros-
tatico, con o la densitd di carica e con @ il vortice. Per 7 tendente
all’infinito, esse si riducono alle equazioni della elettrostatica ed a
quelle della idrostatica, come vedremo meglio in un successivo la-
voro. Si vede cosi che gli Universi ipersferici ci forniscono, gia sin
dal primo modello, una «teoria unitaria» della materia e della elet-
tricita, nella quale il campo elettrostatico é saldato con quello idros-
tatico, e la densita di carica é saldata al vettore vortice.

Se invece passiamo al successivo modello, per # = 5, si ottiene
il cronotopo di De Sitter a curvatura costante, nel quale le equazioni
di Maxwell generalizate, sono quelle della magnetoidrodinamica,

come abbiamo gia visto nelle precedenti memorie [8].

11.— LE EQUAZIONI DI MAXWELL DI R4 E LA GRAVITAZIONE

Particolarmente interessante é poi il passaggio dal gruppo R;
(relativita proiettiva) a quello Ry (relativita conforme), nel quale
intervengono i movimenti uniformemente accelerati, gruppo che
si sta rivelando di grande importanza nel campo della fisica quantisti-
ca e delle particelle elementari [17].

Le corrispondenti equazioni di Maxwell (10,1), per # = 6, si pos-
sono interpretare, come abbiamo suggerito in precedenti lavori [8],
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come «teoria unitaria» della magnetoidrodinamica e della gravitazio-
ne, e ci darebbe una teoria della gravitazione su basi gruppali, del
tipo di quella di Newton. E’ interessante osservare che per » tendente
allinfinito si ricade in uno spazio euclideo Es, e le equazioni di Max-
well generalizzate si decompongono in due gruppi distinti, e cioé
le equazioni del campo elettromagnetico-gravitazionale e le equazioni
del campo zdrodinamico generalizzato. Ne segue che localmente il

campo elettromagnetico é accoppiato a quello gravitazionale, e solo
su scala cosmica interagisce con quello idrodinamico.

Applicando quanto abbiamo detto al n® 9. per » = 6, occorre
introdurre il vettore posizione x; (i =1,2...6), il vettore welocita

u; = x; ed il vettore accelerazione a; = x;, cosi normalizzati
(11,1) 2=1;,u2=—1;a2=1

dove abbiamo omesso le sbarrette sui vettori proiettivi, eda bbiamo
posto per semplicitd ¢ =7 = 1. Se allora introduciamo la derivata,
rispetto al tempo proprio, della accelerazione @/ = ¥;, dalle (1),
derivando successivamente per il tempo proprio, si deduce la se-
guente tabella di moltiplicazione

x u a a’

x 1 0 1 0

(11,2) u 0 —1 0 — 1
a | 0 1 0

a’ 0 —1 0 a'2

Fatta questa premessa, le equazioni (10,1) ci descrivono, per
1 = 6, un fluido rappresentato dal tensore Hj, con 15 componenti
distinte. Procedendo allora come nella relativita proiettiva [8], si
possono definire il «campo idrodinamico» c¢;, il «campo magnetico»
h; ed il «campo gravitazionale» g; nel seguente modo

(11,3) ¢=Hy %, ; hy=Hyu, ; g =Hya

da cui segue che

(11,4) ;% =0; hu=0;ga=0
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In questo caso pilt generale si hanno tre «ndici» del fluido cioé
(11,5) Si=Huxw ; po=Hyxa, ; fy=Hya;u,
e da tali definizioni seguc che
(1L6) fi=hix; = —crw s =g %= —cay ; r=ha;=—g,m

Dalle nuove equazioni di Maxwell (per #» = 6) si ricavano come casi
limiti varie teorie tra le quali le piti semplici sono le seguenti:

I.— La termoidrodinamica nella quale il tensore H, si riduce al
momento polare del campo idrodinamico

(11,7) Hy=cix, —cp%

Moltiplicando per %, e poi per a, e tenendo conto delle (2) segue
che

(11,8) /Z,-————‘flxl-;gi:(}i—f—fzxi
La prima ci dice che in questo caso si ha un campo magnetico che
non dipende dalle correnti e cariche, ma dall'indice del fluido f; e

dalla distanza dalla origine. In base alla (7), il tensore energetico é
dato da

, 2 '
(1 1,9) Ty = cicp — ¢, ¢y (E O — %; xk)

come nella relativita proiettiva.

1I.— La magnetoidrodinamica ideale, per la quale si ha

(11,10) Hy= w; by — wy Iy

da cui, moltiplicando per x; e poi per a,, si deduce che

(11,11) e =rfu; gi=fs%-
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e cioé il campo idrodinamico e quello gravitazionale risultano paralleli
alla velocita del fluido. Il tensore energetico sara allora

(11,12) Ty = by — I, hs(% 8. + 1, uk)

come nella relativita ristretta.

III. — La teoria della gravitazione, nella quale il campo € descritto
dal tensore

(11,13) Hy=g o — gua

Moltiplicando per x, e per #, si trova che in questo caso

(11,14) Ci:gi—fzai ; ]2,-:].3(1,-

che sono simili alle (8). La seconda ci dice che il campo magnetico
dipende dall’indice del fluido e dalla accelerazione, come appunto
suggerisce la ben nota legge proposta dal Blackett, in base alla quale
un corpo ruotante genera un campo magnetico.

Il relativo tensore energetico é dato da

. 1
(11,15) Ty, =gig& —gsgs(E 0 — aiak)

da cui segue che appare un legame tra inerzia (a;) e gravitazione (g;).

Dalle formule scritte segue la validita, nella relativitd conforme
di un «principio di trialitas, per effetto del quale si passa da una teoria
all’altra mediante lo scambio dei tre vettori (x;, %;, 4;) e che sarebbe
interessante approfondire.

Da questi brevi cenni si vede come la fisica costruita su basi
gruppali si rivela del piti alto interesse, e ci potra fornire una nuova
teoria della gravitazione del tipo di quella di Newton ed una nuova
teoria unitaria della materia e della elettricita.

Prof. Giuseppe ARCIDIACONO
Via Acquedotto del Peschiera 96
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