LOKALTOPOLOGISCHE VEKTORRAUME II

NorBERT ADAscH und BRUNO ERNST

Wir setzen in dieser Arbeit die in [1] begonnene Theorie der
lokaltopologischen Riume fort.

Wir haben gezeigt, daB beliebige topologische lineare Hiillen
von lokaltopologischen Réumen wieder lokaltopologisch sind. Bei
Klassen K von topologischen Vektorrdumen, die stabil beziiglich
der Bildung von topologischen linearen Hiillen sind, stellt sich
sofort die Frage, eine Teilklasse K, von moglichst «elementaren»
Riumen zu finden, so daB man jeden Raum aus K als topologische
lineare Hiille von Rdumen aus K, gewinnen kann.

Fiir die Klasse K der lokaltopologischen Vektorrdume zeigen
wir daB K, die Klasse der o-lokaltopologischen Vektorraume ist.

Die dabei verwendete Konstruktion von o-lokaltopologischen
Riumen zeigt einem sofort, wie man fiir die Klasse K der ultrabor-
nologischen Riume eine Klasse Ky gewinnen kann. K, stellt sich
hier als die Klasse der ultrabornologischen (UDF)-Raume heraus.

Im zweiten Teil der Arbeit befassen wir uns mit der Vollstin-
digkeit von L, (E, F) fiir vollstindige Raume F. Die in [2] (1) ange-
gebene Darstellung der vollstindigen Hiille von L,(E, I') ergab
cin Vollstandigkeitskriterium [2] (2). Danach blieb jedoch die Frage
offen, genau dicjenigen topologischen Vektorraume E zu finden, fiir
die L, (E, F) vollstandig ist. Dies ist uns bisher nicht gelungen. Setzt
man jedoch voraus, daB E cine Fundamentalfolge der beschrdnkten
Teilmengen besitzt, so 16sen die o-lokaltopologischen Réume dieses
Problem.

1. ELEMENTARE ILOKALTOPOLOGISCHE VEKTORRAUME

Sei E () ein topologischer Vektorraum. B sei das System aller
kreisférmigen beschrinkten Teilmengen. B; sei ein Fundamental-
system von B.

(d.h. B,c B und zu jedem B € B existiert ein B’ € B; mit B C B).
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2n~1

Sei B € B. Wir bilden die Mengen B, = Y, B, den AbschluB der
T

2*-1-fachen Summe von B. E sei der von den B, in E aufgespannte

lineare Teilraum, also Eyz = ﬁ B,.

n=1
In [1] 3. setzen wir fiir 0 = {B,} und dort fiir £ (7) den Raum Ej
mit der induzierten Topologie 7. Dann kénnen wir die Topologie
T, auf Ejp bilden. Es ist die feinste derjenigen linearen Topolo-
logien T auf Ej, fiir die die Einbettungen I, von B, (mit der von
E (7) induzierten Topologie) in Ej(7J’) stetig sind. Oder anders
ausgedriickt ([1] 3. (1))

(1) Ein Faden U = {U,} ist genau dann ein Jp,-topologischer
Faden, wenn U,, n B,, #, m € IN Nullumgebungen von B, (in der
durch T induzierten Topologie) sind.

Aus der Verallgemeinerung eines Satzes von Dieudonné-Schwartz
[1] 3. (8) und aus [1] 1. (1) erhalten wir

(2) Die B, sind eine Fundamentalfolge der beschrinkten Teilmengen
von Ey(Ts,)-

Da auf den B, T(s,;-Nullumgebungen und J-Nullumgebungen
zusammenfallen, sieht man sofort, daB E;(Js,) ein lokaltopolo-
gischer Vektorraum ist. Zusammen mit (2) haben wir

(3) Ep(Tisy) ist ein o-lokaltopologischer Vektorraum.

In [1] 1. haben wir die zu T assozierte lokaltopologische Topolo-
gie J% definiert. Ein Faden U = {U,} ist genau dann ein J*Faden,
wenn U, n B, neIN, BeB Nullumgebungen in der durch T in-
duzierten Topologie von B sind. Man sieht sofort, da man B durch
eine Fundamentalsystem B; ersetzen kann.

Wir zeigen nun

(4) E (T*) ust die topologische lineare Hiille der Ep (T(s,), B € B;.

Beweis. Ein Faden U = {U,} ist genau dann ein topologischer
Faden der topologischen linearen Hiillentopologie auf E, wenn
UNEz = {U,nEp ein Jyp,-topologischer Faden von Ej fiir alle
B € B, ist. Dies ist aber dquivalent damit, daB U n B = {U, n B}
fiir alle B € B; Nullumgebungen der von J auf B induzierten Topo-
logie sind, also U ein JT%topologischer Faden ist.

Als Spezialfall erhalten wir fiir lokaltopologische Raume E (7),
also 7= TJ% aus (4)
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(5) Ein lokaltopologischer Vektorrawm E (T) ist die topologische
lineare Hiille der o-lokaltopologischen Rdume Eg (T(s,), B €B,.

Da die Topologie T¢s,; auf Ej stets eine Nullumgebungsbasis aus
T-abgeschlossenen Teilmengen von Ej besitzt, folgt aus der J-Voll-
standigkeit der B, auch die Tyz,)-Vollstandigkeit ([3] § 18 (4) 4). Diese
ist aber mit der Vollstindigkeit von Ey (T(s,;) dquivalent ([1] 4. (4))

Damit gilt

(6) Ist E(T) lokalvollstindig, so sind alle Ep(T(p,)) vollstindige
o-lokaltopologische Rdume.

2. ELEMENTARE ULTRABORNOLOGISCHE RAUME

Was wir fiir die lokaltopologischen Rdume in 1. gemacht haben,
wollen wir nun fiir die Teilklasse der ultrabornologischen Raume
entwickeln.

Sei B, B;, B € B, B, wiein (l1). Eg versehen wir mit der Topologie
Ty, die als Nullumgebungsbasis alle Elemente der Faden U = {U,}
haben soll, die alle B, absorbieren. Man sieht sofort, daB T feiner
als 7T ist und die B, T,-beschrinkt sind. Damit ist aber klar:

(1) E,(Tp) ist uitrabornologisch.

Bemerkung. Fiir absolutkonvexe B sind die Raume E (T ) die
bekannten normierten Riume mit B als Einheitskugel.
Wir zeigen nun

(2) Die B, sind eine Fundamentalfolge der beschrinkten Teil-
mengen von Ep (T p).

Beweis. Angenommen es gibt eine beschriankte Menge B’ von
E;(Tp) mit B cf B, Also gibt es x,e B’ mit x,¢ By, ;. Da
B,,_ 122" 1B, gilt 211;_—1 %, ¢ B,. Da die B, auch in E (J,) abge-
schlossen sind, gibt es eine Folge von T ,-Faden U™ = o
der Eigenschaft

} mit

|

. 7(n)
2“’,,, X ¢ (Jf” + Bn-

Sei V = {V,;} mit

V= ﬁ (UM + B, ;1) (Bi=0,1=0,—1, —2..)

=1

2
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Man sieht sofort, daB 7 ein Faden ist, der alle B, absorbiert,
also ist V ein T p-Faden. Da aber %‘ %, in Ep (Tp) gegen 0 konvergiert,

widerspricht dies der Konstruktion von V.
Man erhilt also zusammenfassend

(3) Ep(Ty) ist ein ultrabornologischer (UDF)-Raum.
Sei T die zu T assozierte ultrabornologische Topologie, so be-
weist man elementar

(4) E(T*%) ust die topologische lineare Hiille der wltrabornolo-
gischen (UDF)-Rdaume E,(Tp), B €B,.
Als Speziealfall erhiilt man also

(5) Ein uitrabornologischer Rawm E (T) ist die topologische lineare
Hiille der wultrabornologischen (UDF)-Raume E (T ), B €B,.

3. VOLLSTANDIGKEIT VON L, (E, I)

In [2] (2) wird gezeigt:

(1) Der Raum L,(E, F) (L (E, F), die stetigen linearen Abbildungen,
versehen mat der Topologie der gleichmdbigen Konvergenz auf den
beschrinkten Teilmengen B € o) ist gemaw damn fiir vollstindige F
vollstindig, wenn alle linearen Abbildungen A vom E in F, die fiir
jedes B e o und jede Nullumgehung V von F eine Zeriegung in lineare
Abbildungen A = A, + A, besitzen, A, stetrg, A,(B)cV, selbst
stetig sind.

Wie in [1] 3. definieren wir auf E eine lineare Topologie T, (jetzt
ist ¢ nicht notwendig abzihlbar), mit einer Nullumgebungsbasis,
bestehend aus denjenigen Elementen der Fiden U = {U,}, die auf
jedem B eo¢ Nullumgebungen der vom Raum E (7) induzierten
Topologie induzieren.

Analog zu [1] 2. (6) zeigt man vermoge (1)

(2) Sei F wollstindig und set T = T, auf E, dann ist L, (E, F)
vollstindig.

Folgende I'rage ist offen: Sei E (7) ein topologischer Vektorraum
mit der Eigenschaft, daB fiir jeden vollstindigen Raum F, L, (E, F)
vollstdandig ist. Gilt fir E (7) dann T = T,?

Wir 16sen dieses Problem fiir abzdhlbare Systeme o. Es gilt
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(3) Sei E (7) ein topologischer Vektorraum, o = {B,} ein abzihlba-
res System von beschrimkien Teilmengen (mit den Eigemschaften von
[1] (3). E (7) habe die Eigenschaft, daf fiir jeden vollstindigen topolo-
gischen Vektorraum F L (E, F) vollstindig ist. Dann gilt auf E T=T,.
E (T) ist sogar ein o-lokaltopologischer Raum.

Beweis. Nach [1] 3. (2) b) konnen wir jeden T,-Faden ¥V = {V;}
in der Form V; = ﬁ (B,_; + U™), (U"y = U™ eine Folge von
n=1 -
T-Faden, annehmen. Wir miissen zeigen, daB {V} ein T -Faden ist.
Sei dazu:

F,={x)ell E,; E,=E, x = x, fiir fast alle 1, 5}
n=1

Sei SV = F,n Il (B,_; + U). (S{"} ist ein Faden von F, Sei
n=1

Fi=1T,, der Quotientenraum von F, nach dem Nullraum

sy
N (¢SF}) des Fadens {S{’} Dann ist der Faden (S mit S¥ =
= K S¥ (K = Quotientenabbildung) ein Faden auf Fj, der dort
cine metrisierbare lineare Topologie erzeugt.

Sei schlieBlich F die vollstindige Hiille von I7). Seien I © die
Abbildungen von E in F,, definiert durch:

I9 (%) = (%, ..., % 0,...) (bis zur m-ten Stellel)

Seien I,, = K oI® von E in F. Man iiberzeugt sich sofort, daB die
I, stetige lincare Abbildungen von E (7) in F sind.

Sei weiterhin I) die Abbildung von E in F,, definiert durch

I%) = (%, %, %, ...)

Sei I = KoI. Wir zeigen nun, daB fiir I (1) anwendbar ist. Seien
dazu K S¥ und B, vorgegeben. Dann gilt

(¥ —1%%) (B) e S,
also gilauch

(I = Tusjmi) (B) €K S}

2 — Collectanea Mathematica
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Dal=1,,; 1+ T —1I,, ) gilt und L,(E, F) vollstindig ist,
folgt nach (1), daB I stetig ist. Also sind I~1(K (S}o))) Nullumgebun-
gen von E (7) und wegen

I-1(K (S¥)) = I0-1,K-1(K S¥) ¢
cIo-1(SP + N ({S}) e I0-1(S¥)) e V;_,

ist V= {V;} ein J-Faden von E. Es gilt also T = 7,. DaBl E (7)
sogar o-lokaltopologisch ist, folgt aber sofort aus [1] 3. (8).

Zusammen mit [1] 3. (12) erhidlt man eine neue Charakterisierung
der o-lokaltopologischen Riume.

(4) E(7) ist genaw dann o-lokaltopologisch, wenn fiir jeden (F)-
Raum F der Raum L, (E, F) (versehen mit der Topologie der gleich-

md figen Konvergenz auf allen beschrinkten Teilmengen) ein (F)-Raum
ist.
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