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SUMMARY

In this paper we give some extensions of certain results of M.
Varpivia [3], which generalize the results given by M. DE WILDE
and C. HougT in [1]. More precisely we eliminate the conditions of
barrelledness in [3] and [1] and we obtain the same results in a wider
class of locally convex spaces. As consequence we give conditions
for the inheritance of completeness in the sense of Mackey for coun-
table strict inductive limits.

Los espacios vectoriales que utilizamos aqui estdn definidos sobre
el cuerpo K de los niimeros reales o complejos. Con la palabra «es-
pacioy y el simbolo (E, #), significaremos a un espacio vectorial E,
dotado de una topologia ¢, localmente convexa y separada. Si (E, )
es un espacio designaremos por E’ y E* el dual topoldgico y alge-
gebraico del espacio E, respectivamente. Si B es un conjunto ab-
solutamente cerrado y acotado de un espacio (E,?), denotaremos
por E; al espacio normado sobre la envoltura lineal de B, siendo
B su bola unidad cerrada. Si <E, F> es un par dual, denotaremos
por s(E, I'), m(E, F) y b(E, F) las topologias débil, de MACKEY y
fuerte sobre E, respectivamente. Sea <E, > un par dual, sea {x,}
una sucesién de E; decimos que {x,} converge a %, en el sentido de
MACKEY respecto de <FE, F> si existe un conjunto B, absolutamente
convexo s(E, F)-cerrado y s(E, F)-acotado, tal que {x,} y x, son
elementos de Ep y x, converge a x, en Ej para la topologia de la
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norma,; si ademds Ey es un espacio de BANACH, se dice que {x,} con-
verge a xg en el sentido de BANACH-MACKEY respecto a <E, F>.
Sea (E,t) un espacio, denotamos por ¢, (f,), la topologia sobre E’
de la convergencia uniforme sobre todas las sucesiones de E conver-
gentes al origen en el sentido de MACKEY (de BANACH-MACHEY)
respecto de <E, E'>. Se dice que un espacio es localmente completo
si para cada conjunto B, absolutamente convexo cerrado y acotado
del espacio E, el espacio normado Ez es BANACH. Si E es un espacio,
denotaremos por E la completacién de E.

El primer teorema dado aqui, extiende de forma sensible el Teore-
ma 1 en [3] y el Corolario 2¢ en [1]. La técnica empleada para su
demostracién nos la ha sugerido Lema 1 de [4].

Teorema 1.— «Sea (E,t) un espacio. Sea B una familia saturada de
conjumtos acotados de E, que cubre el espacio E y sea ty la topologia
sobre E’ de la convergencia uniforme sobre cada elemento de la familia B.
Supongamos que (E’', tp) es localmente completo v la topologia original
de E, t, sea mds fina que s (E’, E),,. Sea {U,} una sucesion creciente
de conjuntos de E, absolutamente convexos, tales que para cada B € B,
existe un entero positivo ng, tal que U, absorbe B. Si para cada n, U,
es un conjunto completo de (E, t), entonces, (E, t) es un espacio completo.n

Demostracién: Sea x un elemento de £, que no esté en E. Como U,
es un conjunto cerrado en E, para cada #, podemos aplicar el teorema
de Hahn-Banach y asi existird para cada #, una forma lineal conti-
nua #, en U,0, tal que u,(x¥) = n. Veamos que {#,: % = 1,2, ...} es
un conjunto fz-acotado de E’. Sea B un elemento de la familia B,
entonces existe un entero positivo #,, tal que U,  absorbe B, y, por
lo tanto, existe un ntmero positivo 4, tal que AB c U,,. De esta
manera, si #n > ng, u, € U0, , y asi

sup | u,(2)| < (1))
n > 7o
2eB

Por otra parte, el conjunto finito {uy, #,, ..., ,,_} estd acotado sobre
B. Asi pues, existe un ntimero positivo M, tal que

sip  Ju, (3)] < M
n=1,..
zeB
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Sea A la envoltura absolutamente convexa y s(E’, E)-cerrada del
conjunto {u,:n =1, 2,...}. Entonces A es un conjunto fz-cerrado y
tg-acotado en virtud de ([2], p. 210), y, por lo tanto, E’, es un espacio
de Banach por ser (E’, ¢3) localmente completo. De esta manera, la
sucesién {(1/n)u,}a—1 que converge a cero en E’,, es un conjunto
s(E’, E),~equicontinuo. Puesto que la topologia ¢ es més fina que
S(E', E),»v, la sucesién {(1/n)u,}n—1 es un conjunto equicontinuo en
(E,#), y, por lo tanto, serd equicontinuo en (E t}, asi existird un
punto u € E’, s(E’, E)-adherente a la sucesién. Obviamente #(x) = 1
v # se anula sobre E. Como E es denso en (E, 15, se concluye que
u(x) = 0. lo cual es una contradiccién. Q. E. D.

Corolario 1.1.— «Con las condiciones del Teorema 1, si U, es la clau-
sura de U, en la completacion de (E,¥), E, entonces,

oo
E=uU,
n=1
A partir del Teorema 1, se deduce el bien conocido resultado de
espacios DF, de que un espacio DF es casicompleto si y s6lo si es
completo ([2], p. 402).

El resultado dado en el siguiente teorema, estudia qué propieda-
des posee la topologia limite inductivo de una sucesién de subespa-
cios de un espacio, cuando éste posee las propiedades especificadas
en el Teorema 1, es decir, sin propiedades de tonelacién.

Teorema 2.— «Sea (E, t) un espacio. Sea B una familia saturada de
conjuntos acotados de E, que cubre el espacio E y tal que (E',tp) es
localmente completo. Sea {E,} una sucesion creciente de subespacios de
E, tal que para cada B € B existe un entero positivo ng tal que B ¢ E,, .
Entonces si t' es la topologia limite inductivo sobre E de la sucesion
{E,}, entonces, t' es compatible con el par dual <E, E'>. En particular,
st (E,t) es un espacio de Mackey, es decir, t = m(E, E'), entonces,
(E, t) es el limite inductivo estricto de la sucesion {E,}».

Demostracién: Sea # una forma lineal continua sobre (E,#). Si
u,, es la restriccion de »# a E,, entonces #u,, es continua sobre E,. Para
cada #, por el teorema de Hahn-Banach, existe una extensién v, de
u,, a todo el espacio (E, t), que es f-continua. En E* sea F la envol-
tura lineal de E’ U {#}. Como la familia B cubre E, para cada x € E,
existe un entero positivo ng, tal que x € E, . Por lo tanto, la sucesién
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(n(tt — v,)ne1} converge a cero en F(s(F,E)), y asi, la sucesién
{1t — v,}neq converge a cero en F, siendo C la envoltura absoluta-
mente convexa y cerrada de la sucesiéon {n(u— v,)}521 en (F, s(F, E));
que es s(F, E)-acotada. Probaremos que la sucesién {n(u— v,)}a—1
est4d acotada sobre cada elemento de la familia B. Dado B € B, exis-
te un n, tal que B c E,,. Para # > n, la sucesién {n(u — v,)a21}
toma el valor cero en E, y para n=1,2,..,%9 — 1, n(u — v,)|E,,
es continua sobre E, , y, por lo tanto la sucesién estard acotada sobre
B. Asi C estard acotado sobre B. Sea D = E' n C. Entonces, E’)
serd un subespacio de F.. El conjunto D es tz-acotado y s(E’, E)-
cerrado y a fortiori tg-cerrado, y, puesto que (E’, #8) es localmente
completo, se sigue que E’, es un espacio de Banach. Por parte, la
sucesién {v,} es de Cauchy en E’j, y, por lo tanto, convergerd a un
punto v en E’;,. Entonces, como v serd el s(E’, E)-limite de la sucesién
{v,} v el punto u es el s(F, E)-limite de la sucesién {v,}, se concluye
que v =u€eE'. Q.E.D.

El siguiente teorema extiende un resultado de M. DE WILDE y
C. HoueT, teorema 2 en [1], a espacios mds amplios.

Teovema 3.— «Sea F un subespacio de un espacio (E, t). Supongamos
dada sobre F, con la topologia inducida por ¢, t, una familia saturada B
de conjuntos acotados de F, que cubre F y tal que (F’, t) sea localmente
completo. Supongamos que i es mds fina que s(F', F),,. Sea U, una
sucesion creciente de absolutamente comvexos de F, con la propiedad de
que para cada B € B existe un entero positivo ny, tal que U, absorbe B.
Entonces la clausura topolégica en E del conjumto

donde U, es la clausura de U, en (E,?).

Demostracién: Es suficiente considerar F denso en E. Asi F' = E’.
Comprobaremos que la clausura topolégica en E de U estd conte-
nida en la clausura algebraica de V. Sea x un elemento de E que
no pertenece a la clausura algebraica de V', entonces, existe un nd-
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mero positivo mayor que la unidad, 4, tal que x ¢ AV. Por el teorema
de Hahn-Banach, para cada #, existe una forma lineal continua,
u, € E', u, € UO, tal que u,(x) = A n. La sucesién {u,},-; es un con-
junto #z-acotado de E’, razonando como en el Teorema 1. Sea C la
envoltura absolutamente convexa y s(E’, F)-cerrada de {u,: n =1,
2,...}. El conjunto C es tg-cerrado y fz-acotado y puesto que (E’, tp)
es localmente completo, se sigue que E’; es un espacio de Banach.
La sucesién {(1/n)u,},~; converge a cero en E’¢, y, por lo tanto, sera
un s(E’, F),~equicontinuo. Entonces {(1/n)u,},~1 serd un conjunto
equicontinuo en F, y puesto que F es denso en E, resulta que serd
equicontinuo en E. Por lo tanto, dicha sucesién tendra un punto
uweE’, que serda s(E’, E)-adherente. Entonces, u(x) = A > 1. Por
otra parte, puesto que la sucesién {U0,} es decreciente, para cada m,
entero positivo, se verifica que

(1/.7> Mj € Uom Para tOdO ] > m,

as{ se obtiene que
oo
ue U Uo,
n=1

Entonces, » € U°, y, por lo tanto, x ¢ U% = U, puesto que U es
absolutamente convexo. Q.E.D.

Como consecuencia del teorema anterior, se obtiene Lema 1 de
[3] v Corolario 24 de [1], en una clase mds amplia de espacios que la
obtenida en los trabajos citados.

Corolario 1.3 «Con las condiciones del Teorema 3, si F es un filtro de
Cauchy en U, y V es un sistema fundamental de entornos del origen en
F, entonces el filtro G constituido por todos los comjumtos de la forma
M+ S, MeFy SeV, tiene la propiedad de que para cada niimero
positivo e, existe un entero positivo ng, tal que el filtro G induce un
Sfiltro de Cauchy en (1 + ¢€) U, ». La demostracién se sigue obviamente
del Teorema 3, tomando por E la completacién de F. Q.E.D.

El siguiente teorema da una condicién para la hereditabilidad de
la completitud en el sentido de Mackey para sucesiones crecientes
de absolutamente convexos, para obtener como consecuencia el
correspondiente resultado en limites inductivos estrictos,
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Teovema 4. «Sea (E, t) un espacio. Sea {U,} una sucesién creciente de
absolutamente convexos vy cervados de E, cuva union es absorbente
en E. Supongamos que (E', s(E’, E)) es localmente completo. Si para
cada n, U, es un conjunto localmente completo en (E, t), entonces (E, t)

es um espacio localmente completoy.

Demostracién: Puesto que (E’, s(E’, E)) es localmente completo,
por el teorema de Banach-Mackey ([2], p. 252), todo s(E, E’)-aco-
tado es b(E, E’)-acotado. Por otra parte, para cada conjunto acotado,
B, de E, existe un entero positivo #,, tal que U, 6 absorbe B. En
efecto: si por el contrario, para todo %, B ¢ nU,, podemos escoger
una sucesién {x,},—: en B, tal que x, ¢ #U,. Como cada U, es abso-
lutamente convexo y cerrado en E, podemos aplicar el teorema de
Hahn-Banach, y encontraremos para cada #, una forma lineal con-
tinua, #,, tal que «, € U9, y u,(x,) = n. La sucesién {#,:n =1, 2, ...}
es un conjunto acotado en E’, (s (E’, E)) que no estd acotado sobre
B, que es b(E, E')-acotado, lo cual es absurdo. Veamos finalmente
que (E, t) es localmente completo. Sea B un conjunto absoluta-
mente convexo cerrado y acotado de (E,¢). Entonces, la sucesién
{Bn U, en E, verifica las condiciones del Teorema 1, y, por
lo tanto, el espacio normado Ejp es un espacio de Banach, con lo
cual queda probado el teorema. Q.E.D.

Corolario 1.4. «Sea (E, t) un espacio que es el limite inductivo estricto de
una sucesion creciente de subespacios cerrados de (E, 1), {E,}ne1, cuva
union es el espacio E. St pava cada n, I, es localmente completo, enton-
ces, (E, t) es localmente completoy.

Corolario 2.4. «Si un espacio tonelado (E, t) es la unién de una sucesion
creciente de subespacios cerrados localmente completos, entonces (E, t) es
localmente completon.
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