LOKALTOPOI,OGISCHE VEKTORRAUME
por

NORBERT ApascH und BruUNO ERNST

Von Iyahen [10] bzw. Ernst [8] wurden in der Kategorie der
nicht notwendig lokalkonvexen Riume die ultrabornologischen Riu-
me bzw. die Ultra-(DF)-Riume eingefiihrt. Sie iibernehmen hier die
Rolle, die die bornologischen bzw. (DF)-Riume in der Kategorie
der lokalkonvexen Réaume spielen.

Fine gemeinsame FEigenschaft der ultrabornologischen bzw.
Ultra-(DF)-Rdume E [§] ndmlich:

«§ ist die feinste derjenigen linearen Topologien §' auf E, die
auf jeder beschrinkten Teilmenge & induzierts wird zur Definition
der lokaltopologischen Riume benutzt, deren Theorie hier im folgen-
den entwickelt werden soll.

Diese Klasse von topologischen Vektorrdumen enthilt echt die
Klassen der ultrabornologischen bzw. Ultra-(DF)-Rdumen und hat
auBerdem den Vorteil, daB sie stabil ist beziiglich der topologischen
Produktbildung.

1. LOKALTOPOLOGISCHE VEKITORRAUME

DEFINITION 1: Eine lineare Abbildung A von dem topologischen
Vektorraum E [${] in den topologischen Vektorraum F [$,] heifst lokal-
stetig, wemn A auf jeder beschvimkten kveisformigen Teilmenge B von
E [$1] beziiglich der durch $y imduzierten Topologie im Nullpunkt,
stetig 1ist.

A ist demnach genau dann lokalstetig, wenn zu jeder beschrankten
kreisformigen Teilmenge B von E[$;] und zu jeder Nullumge-
bung V von F[$,] eine Nullumgebung U von E [$;] existiert mit
A(UnB)cV,
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DEriNiTIiON 2: Eime IFolge U = (U,) wvon kreisformigen absor-
bierenden Teilmengen von E[S] heife ein Faden (von E[5]), wenn
U,.i+ U, cU, neN-U; heife Anfang des Fadens (U,),

Nw=nU,
Uncll
dey Nullyaum von 1.

DErmNtriox 3: Ein Faden (U,) von E[S] heiffe topologischer
Faden (von E[S]), wenn alle U, Nullumgebungen von E [I] sind.

DerFINITION 4: Ein Faden (U,) von E [S] heifle lokaltopologischer
Faden, wenn U, n B Nullumgebungen von B sind, fiir jede kreis for-
mige beschrinkte Teilimenge B von E [S] (in der induzierten Topologie).

Man {iberlegt sich leicht, daB eine lineare Abbildung A von E [$]
in F[3,] genau dann lokalstetig ist, wenn das Urbild 41 (U,) =
= (A~1(U,)) jedes topologischen Fadens (U,) von F[3,] ein lokal-
topologischer Faden von E [$] ist.

Wir bendtigen spiter

(1) Ist K eine kreisformige Menge von E[S], so daf K n B eine
Nullumgebung der Fkreisformigen beschrinktien Menge B ist, dann
absorbiert K die Menge B.

Beweis: Wird B nicht von K absorbiert, so gilt B g nK fiir
n e N. Seien x, € B, x, ¢ K, also 'rl_p x, € B, aber % x, ¢ K, d.h.

% %,¢ B n K, dies widerspricht der Tatsache, da K n B eine Null-

umgebung von B ist und ;L %, in B gegen 0 konvergiert.

DEFINITION 5: Ein Faden (U,) von E[S] heife gefrifig, wenn
die U,, alle beschrinkten Teilmengen absorbieren.
Aus (1) erhilt man also

(2) Jeder lokaltopologische Faden ist ein gefriffiger Faden.

DEFINITION 6: Ein topologischer Vektorraum E [$,] heife lokal-
topologisch, wenn jede lokalstetige lineare Abbildung A won E [$1] in
einen beliebigen topologischen Vektorraum F [$,] stetig ust.

Dann gilt
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(3) EI[s] ist genau dann lokaltopologisch, wenn jeder lokaltopolo-
gische Faden (U,) von E [3] ein topologischer Faden von E[S] ist.

Beweis: «<» ist klar; «=»: Sei U = (U,) ein lokaltopologischer
Faden, F[$] sei der metrisierbare topologische Vektorraum E| N (W)

versehen mit den Restklassen ﬁn als Nullumgebungsbasis, K die

Quotientenabbildung. Wegen K-1 ([7”) o U, ist K lokalstetig, nach

Voraussetzung also stetig und da K1 (ﬁ,,l) =U,,+N@Wc..

Ui+ U, c U, neN, ist U ein topologischer Faden von E [g].
Aus dem Beweis von (3) folgt sofort

(4) E[$] ust genaw dann lokaltopologisch, wenn jede lokalstetige
lineare Abbildung A von E[S] in einen vollstandigen wmetrisierbaren
topologischen Vektorraum F[$'] stetig ist.

Man iiberlegt sich leicht, daB die Elemente der lokaltopologischen
Faden von E [§] die Nullumgebungsbasis einer linearen Topologie $
auf E bilden.

Wir wollen nun E [$Y] ndher untersuchen:

(5) a) EI[g] ist lokaltopologisch genaw dann, wenn § == 3"

b) E[$Y] ust lokaltopologisch und hat dieselben beschrinkten Teil-
mengen wie E[J].

c) §Y ist die feinste derjenigen lLinearen Topologien §' auf E,
so daf die identische Abbildung [ von E (3] wn E[S'] lokalstetig ust.

Beweis: a) folgt aus (3). b) DaB E[$] und E [$Y] dieselben
beschrankten Mengen haben folgt aus (1). Daraus folgt sofort, daB3
die lokaltopologischen Fiden von E [§] und E [§Y dieselben sind,
also E [3"] lokaltopologisch ist. ¢) ist trivial.

DErFINITION 7: L {$'] heife der zu E[S] assoziterte lokaltopolo-
gische Raum, SY die zu § assoziterte lokaltopologische Topologie.

(5) c¢) 1aBt sich wie folgt anssprechen :

(6) Die assoziierte lokaltopologische Topologie ' ist die feinste
lineare Topologie, deven Nullumgebungen auf jeder beschrinkien Teil-
menge B mit den Nullumgebungen von § zusammengfallen.

(7) Sei B eine beschvinkte kreisformige Menge von E[S] mat
B +- Bec uB, u > 2 (dies ist zum Beispiel fiir absolut-p-konvexe Men-
gen der Fall 0 < p < 1), dann induziert Y auf B die Topologie .
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(7) erhdlt man sofort aus

(8) Sei B wie in (7). Sev U eine kreisformige Menge, so daf
l;U auf B eine $-Nullumgebung induziert, dann erhdlt man durch
(x + U) n B eine $-Umgebung des Punktes x € B.

Die Anfinge U der lokaltopologischen Faden haben diese Fi-
genschaft.

Beweis: Wir haben zu zeigen, daB es eine J-Nullumgebung V
von E gibt, so daB (x + V)n B c (x + U)n B. Nach Voraussetzung
gibt es eine kreisférmige Nullumgebung V von E [§] mit Vn Bc /]7 U.
Wir behaupten

+V)nBc(x+ U)nB.

Seiz=x4v, yeV, 2e B. Dannist y=2z—xe B —-B=B+ Bc uB,
also veV nuB = ‘u<:—t V'n B>C uw(V'n B)c y(;ll) U =U, also
ze(x 4+ U)n B.

Ein topologischer Vektorraum E [$1 heiBt witrabornologisch [10],
wenn jede beschrankte lineare Abbildung von E [§] in einen belie-
bigen topologischen Vektorraum stetig ist. £ [$] ist genau dann

ultrabornologisch, wenn jeder gefriBige Faden ein topologiscger Fa-
den ist. Aus (2) erhdlt man

(9) Jeder ultrabornologische Rawm E [S] st lokaltopologisch.

Nach Ernst [8] heifit ein topologischer Vektorraum E [g] (UDF)-
Raum, wenn E [§] eine I'undamentalfolge beschrinkter Teilimengen
besitzt und der Durchschnitt 8 = (V) von abzihlbar vielen abge-
schlossenen topologischen Fiden (1) 1, = (U%™), also

(1,
vV, =MNT;
n=1

ein topologischer Faden ist, falls er gefraBig ist. Nach [8] gilt
(10) Jeder (UDF)-Raum ist lokaltopologisch.

() TEin YFaden 1 == (U,) von E[T] heiBt abgeschlossen, falls alle U,
abgeschlossen sind.
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Da es nicht bornologische (DF)-Riume gibt (Koéthe [12], § 29.4)
folgert man mit den Ergebnissen von [8], daB es lokaltopologische
Riume gibt, die nicht ultrabornologisch sind.

2. PERMANENZEIGENSCHAFTEN DER LOKALTOPOLOGISCHEN RAUME
Man sieht sofort

(1) Das Produkt zweier lokalstetiger Abbildungen ist lokalstetig.
Daraus folgt

(2) Die topologische lineare Hiille (im Sinne von [10], [11], [15])

E[s

= ¥ A, (E,[3.)

ael

von lokallopologischen Raumen E, TS, beziiglich der lineaven Abbil-
dungen A, ist ein lokaltopologischer Raum.

Insbesondere sind beliebige divekte Summen und Quotientenyiume
von lokaltopologischen Rdumen wieder lokaltopologisch.

Bevor wir uns den Produkten von lokaltopologischen Riumen
zuwenden, benétigen wir noch einen Hilfssatz.

(3) Ser = (U,) ein lokaltopologischer I'adewn von L [F]. Dann ist
N (W) n B fiir jede kreisformige beschrinkte Menge B abgeschlossen
in B.

Beweis: Sei x,e N (1) n B konvergent gegen x5e B. Es ist
¥y — %, ¢ B+ B und konvergiert gegen 0, d.h. %y — x, ¢ U, ., fiir
o> ayg(n). Da x, e U,_; folgt xo=(vg—x,)+x,eU,_+U,_,cU,
d.h. xpe U, fir jedes » also xg &N (U1).

Wir beweisen zunichst

(4) Das topologische Produkt
E[§] = Il Ei[s)
i—1

von lokaltopologischen Rdwmen E;[S,1 ist lokaltopologisch.
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Bewess:  (vgl. [1]) Sei U = (U,) ein lokaltopologischer Faden
von E [§]. Es geniigt zu zeigen, daBl der Anfang U; eine Nullumge-
bung ist. Wir behaupten

vy 11 B3
7o
fiir ein ny. Angenommen, das wire falsch, dann gibt es

Xm € l[ Ei L\’E!j
mit x, g U,. Da aber die Folge (x,) gegen 0 konvergiert und be-
schrankt ist, konvergiert sie auch beziiglich $* gegen 0, und es
miiBte x,, ab einer Stelle in U, liegen. Dies ist ein Widerspruch.
Es gilt also
#g--1 o
U ol,n H E, + Il L,

i=1 i=my
Da endliche Produkte von lokaltopologischen Raumen lokaltopo-
logisch sind (vgl. (2)), ist

no—1
U, n H E;
7==1

eine Nullumgebung von

also ist auch U; eine Nullumgebung.
Jetzt kénnen wir beweisen :

(5) Beliebige Produkte

lokaltopologischer Raume E,[S,] sind lokaltopologisch.

Beweis: Sei 1 = (U,) ein lokaltopologischer Faden von E [§].
Wie in [1] zeigt man, daB es zu jedem #neN eine endliche Teil-
menge ¢, c I gibt, so daB

U,2@E,

acl e,
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Sei
IO = fj €u
n=1
Dann gilt
Nuo®@E,.
aelN Iy
Wir behaupten
N@ o Il E,
aclNIp

Denn sei

xe [l E, x = (%)ecr~1,
acl I

und sei X = {(A4,%,) | |4 <1, « e I\ Ip. Als-Produkt kompakter
Mengen ist X eine abgeschlossene beschrinkte Teilmeneg von

I1 E,.

aeI\ Ip

Aus (3) erhalten wir

xeX=Xn@®E,cXnN@=XnN(®@), also xeN(1).

ael \ Iy

Betrachten wir

UsUynllE, +11 E,

acly ae INIy

Dann ist wegen (4)

U, n II E,

aely

eine Nullumgebung von

also U; eine Nullumgebung von E [§].
SchlieBlich, beweisen wir noch

(6) Der Raum der stetigen linearen Abbildungen L, (E, F) ver-
sehen mit der Topologie der gleichmdifigen Komvergenz auf allen be-

17 — Collectanea Mathematica
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schvinkien Teilmengen B von E, ist vollstindig, falls E[3] lokalto-
pologisch und F [$'] vollstindig ist.

Beweis: Sei A aus der vollstindigen Hiille von L, (E, F). Es
geniigt zu zeigen, daB A dann lokalstetig ist. Seien V' und W Null-
umgebungen in F [$'], so daB V + V € W, und sei B eine kreisférmige
beschrankte Menge in E [§]. Nach [2] ist dann A = A, + A4,, wobei
Ay e L(E, F) und A, eine lineare Abbildung von E in F ist, so daBl
A, (B) ¢ V. Wegen der Stetigkeit von A, gibt es in E [§] eine Null-
umgebung U mit A, (U) c V. Wir haben also

ABaU)=4,(BnU)+4,(BaU)cV + VW,

d.h. A ist lokalstetig.

Tellraume endlicher Codimension von ultrabornologischen bzw.
(UDF)-Raumen sind wieder von demselben Typ (vgl. {5]). Ob die
lokaltopologischen Raume auch diese FEigenschaft haben, ist nicht
bekannt. Es ist ebenfalls unbekannt, ob die vollstindige Hiille eines
lokaltopologischen Raumes wieder lokaltopologisch ist.

3. VERALLGEMEINERITE INDUKTIVE LIMITEN

In diesem Abschnitt sei ¢ = {K,} eine Folge von kreisformigen
Teilmengen des topologischen Vektorraumes E [§] mit der durch §
induzierten Topologie. Es gelte K, ={0} fiirz <0 und K, + K, c K
fiir alle n € N. o heiBt absorbierende Folge, falls

n+1

U k.,

n=1

in E absorbierend ist, d.h. falls

ist. o heiBit gefrdfig, falls es zu jeder beschrinkten Menge B in E ein
noe N gibt, so daB B c K, (vgl. Ernst, Wagner [9] und De Wilde,
Houet [16]).

Im lokalkonvexen Fall wurden Rdume mit einer absorbierenden
Folge absolutkonvexer Mengen schon von De Wilde und C. Houet
[16] betrachtet.
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Eine gefriBige Folge beschrinkter Mengen K, bezeichnen wir
auch als Fundamentalfolge beschrinkter Mengen.

Mit §, bezeichnen wir die feinste lineare Topologie auf E, so
daB gund g, auf jedem K, dieselben Nullumgebungen induzieren,
d.h. §, ist die feinste lineare Topologie, so daB die Einbettungen
I, von K, in E, im Nullpukt stetig sind.

Wir erhalten

(1) Sev o eine absorbierende Folge. Ein Faden (U,) von E [3] ist
genau dann Stopologisch, wemn U, n K, fiir alle n, me N eine
$-Nullumgebung von K,, ist.

Wie die Nullumgebungen von § und &, zusammenhingen, zeigt
der folgende Satz (vgl. Roelcke [14] und Wiweger [17]).

(2) Sez o eine absorbievende Folge in E [$]. Dann bilden die Fiden

a’) V] = E.__I(K”_i':‘l n U]('”)) (2)
b) W, =N (K,_; + U™

n=1
o W;=N0I(K,;+ U™

¢

By
Il

eine Nullumgebungsbasis fiir §,, wenn (U™ bzw. (U™ alle Folgen
von S-topologischen Fdden durchliuft.

Beweis: a) o) Jedes V;ist §,-Nullumgebung:

Vi n Km = Km n E (Kn—i~!~l n U7('")) - Km n Uy("Wi_j_l).

n=1
Nach (1) ist V; dann §,-Nullumgebung.

B) Sei (W) ein J,-topologischer Faden. Dann gibt es fiir je-
des neN einen $-topologischen Faden (U), so daB fiir alle j gilt
U" n K, c W, Fir die Mengen

0
(m)
V= El(Kn—j+l n U")
ne
® % N
(2) Hier und im folgenden ist ¥ M, =u I M,,.
n=1 N=1n=1
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gilt dann

8

VieX (K,n UM cX W, cW,

n=1 n=1

b) DaB jedes W; eine §,-Nullumgebung ist, ist klar, denn
m+g )
Wf n Km -] Km n n (.Kn—j + U; .
n=1

Wir miissen noch zeigen, daB jedes V, ein W, enthilt bei geeigne-
ter Wahl der U;™. Sei

Vf = g (Kn—-]'-H n Ugn))

n=1

Wir konnen annehmen, daB fiir festes j die Folgen (U™),Z,
absteigend sind. Setze U™ = U1V, Dann ist

Vo W, = fjl (K,_; + UV

Sei xeW,;, dh xeK,_;,+ UZY" fir alle # e N. Dann laBt
sich x schreiben als x =y, + u, mit vy, e K, ; und u,¢ U;T{”. Sei
%=y, und x, =7y, —v,_;. Dann ist

12
4

X =u, + _21 x;
1=

und u, , = %, + u, Wegen u, , —u,e U + U c UM, +
URy e U ist x,e U™, Andererseits ist

Xn = Yu — Yn-1 SKn-f + Kn—ji—l = Kn—i + Ku—j c Kn—yl}—AI: also gﬂt
%,€K, ;.  n U fiir alle neN.

Ist my so gewdhlt, daB xe K, _;, so ist u, =x —y, eK, ; +
K, ;€ Kg i1 _jr1- AuBerdem ist

Mno g U](*:?i‘rl) c U;_no-i-l)’
d.h.

(mo+1)
Uy € Kipoiy—jr 0 U7
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Aus allem zusammen ergibt sich
4 & 0 (mo-+1)
¥ = Zl-x,. + € .E,(Ki—m N U7) + Kpgry—ir1 N U €V
i= i=

c) DaB jedes W eine §,-Nullumgebung ist, ist klar. Andererseits

ist stets K, _; + U,f(”) cK,_ i+ U,f(_”%.
Als Folgerung ergibt sich sofort

(3) Besitat E[S] eine absovbievemde Folge o, so besitzt S, stets
etne Nullumgebungsbasis aus S-abgeschlossenen Mengen. Insbesondere
ist E[$,] vollstindig, wenn E [S] vollstindig ist.

(4) Sei o eine absorbierende- Folge in E[S], set § = S, set E, =
= LH (K,) und sei S, die von § auf E, induzierte Topologie. Dann
ist E [§] der strikte induktive Limes der E, [S,].

Beweis:  Sei §' die Limestopologie auf E.§c g’ ist klar. § = &’
folgt daraus, daB die Abbildung I : E[$] - E[$'] i»n jedem K, im
Nullpunkt stetig ist.

Der folgende Satz ist sehr bemerkenswert und einfach zu beweisen

(vgl. De Wilde und Houet [16]).

(5) Sei o eine nicht notwendig absorbierende Folge in E [S].
Sei H der von den K, aufgespannte lineare Teilraum von E, d.h.

"= nt;jIKn

sei §' die von § auf H induzierte Topologie und sei §' = $,. Dann ist

3
K, c

o
S
K,>.

1 1

iCs
iCs

Beweis : Wir konnen H dicht in E annehmen. Sei

T

1Cs

S
K7

Dann gibt es fiir jedes neN einen Z-topologischen Faden

(UM),2,, so daB x¢K_" + UP. Se
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V:n H ist dann §,’-topologisch, denn
m+j

anHnKm = {K¢nn nl Knv—i + U;”) n: ﬁ (Km n (Kn-»f + Ul(n)))

n=m-tj+1

Da

n=m-i-j+1 (Km n (Kn-»j —'__(]W =) Km:

ist
mtfj ———————
I<m n n (Kn—i + U;'”)) c Vj n Knu
n=1
d.h. V;n K,, enthilt eine §-Nullumgebung von K,,.

V;n H ist dann auch ein §'-topologischer Faden, d.h. V;n H 3
ist g-topologisch in E. Wegen V; 2 V;n H S ist (V;) dann ein topo-
logischer Faden in E [§]. Andererseits ist x¢ K, + V; fiir alle », d.h.

x¢ ljl Kn + Vl'

Aus (5) folgt eine Verallgemeinerung des Kothe-Raikowschen
Vollstandigkeitskriteriums ([12], [13]).

(6) a) Ist o eine absorbievende Folge in E (3] und ist § = §,, SO
gilt fiir die vollstindige Hiille

~

E =gf?,,

und die Folge = {IN{,,} ist in E eine absorbierende Folge.
b) Unter den Voraussetzungen von a) gilt 3 = S
Beweis: a) - Die Behauptung folgt unmittelbar aus (5).
b) 1) § c §; ist klar.

2) Sei umgekehrt (U,) ein S:-topologischer Faden in ET3].
Wegen (2) kénnen wir jedes U, als 3-abgeschlossen annehmen.
Man sieht sofort, daB (E n U,) ein §,-topologischer Faden in E ist,
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Bezeichnet Em]n die abgeschlossene Hiille von En U, in E[§],
so folgt wegen der Abgeschlossenheit der U, sofort ETU,, cU,.

Aquivalent zu (5) ist der folgende Satz. (Wir beweisen hier jedoch
nur die eine Richtung).

(7) Es gelten dieselben Voraussetzungen wie in (5). Sei G ein
Cauchyfilter auf H und sei & ++ U der Filter, dessen Basis von den Men-
gen G + U mit Ge® und U Nullumgebung von E gebildet wivd. Dann
gibt es ein wy, so daf ® + U auf K, einen Cauchyfilter induziert.

Beweis:  Sei E (] = H [%’]. Dann gibt es ein x € E, so daB & ge-
gen x konvergiert. Nach (5) liegt x in einem geeigneten K, . Wir
wollen zeigen, daB ® + U auf K, einen Cauchyfilter induziert, d.h.
daB stets (M + U) n K, # ¢ ist: Sei (U,).=; ein topologischer Fa-
den in E[g] und M e®. Dannist xe M 4 U, und (x + U,) n K, # ¢,
dh (M +U)nK, #¢. Da M und K, Teilmengen von H sind,
konnen wir U; durch U; n H ersetzen. Dal & 4+ U1 einen gegen x
konvergenten Cauchyfilter induziert, ist klar.

Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung eines Satzes von
Dieudonné und Schwartz.

(8) Ist o = {K,} eine ébsorbierenda Folge abgeschlossener K, in
E [g], so ist o schown eine gefrifiige Folge in E [,].

Beweis:  Sei B eine beschrinkte Teilmenge in E [§,]. Angenom-
men B wird von keinem K, absorbiert. Dann gibt es Punkte

x,,e(;lb B)\K,, und die Folge (x,) konvergiert in E[g,] gegen 0.

Da alle K, abgeschlossen sind, gibt es fiir jedes # & N einen $-topo-

o0

logschen Faden (U;-”)),-=1. so daB %, ¢ K,_; + U,(”). Nach (2) bilden
aber die Mengen

W, :nfjl (K,_; + U

einen §,-topologischen Faden. Andererseits enthilt W, keines der x,,.
Es gibt also ny, meN, so daB BcmK, . Wegen K, + K, c K,
liegt dann aber B in K, ..

Der folgende Satz gibt eine Bedingung, wann fiir einen Raum
mit absorbierender Folge § = §, ist,
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(9) Sei 0 = (K,) eine absorbierende Folge (gefrifige IFolge) in
E [3] und sei E [3] abzdhlbar tonneliert (abzdhlbar quasitonmeliert).
Dann ist § = 3,. (3)

Beweis: Ist (V,.),Zl ein §,-topologischer Faden, so gibt es fiir je-
des # einen g-topologischen Faden (U),Z;, sodaB K, ,,n U c Vi
Sei Wi = (Kpjorn Vi) + U™,. Fir jedes n ist (W™);2; ein ab-
geschlossener §-topologischer Faden in E. Der Faden (W;) mit

=

ist also auch abgeschlossen. Wir zeigen, W ist absorbierend (gefraBig):
Sei x € E (B beschrinkt in E). Dann gibt es ein g so daB
xeK, (BcK,). Da

ingt+i—1 : @ )
Wi=""N KuipinVi)+Uin| N Kajn Vi) + U

n= n=o-+1

und da jeder der beiden Durchschnitte x(B) absorbiert, folgt die
Behauptung, d.h. (W;) ist $-topologisch.
Es bleibt noch, W; € V; zu zeigen: Wegen

WP = (K,nV,+ U c(K,.nV,) + UP gilt
K,nWPcK,n[(K,nVy) + UM
c(K.nVy) +[(K, + K,) n U]
c(K,nVo) + (K,pin'Vy),

also auch K, n Wy c (K,;,;nV,) + (K,.; nV,). Daraus folgt aber
sofort

(Kar1n Vo) =V2+ VoV,

Cs

”n

Wic 0 (KuanVs) +

(3) Dabei heiBt ein topologischer Vektorraum E (J) fommneliert, falls jeder
abgeschlossene Faden von E (§) ein topologischer Faden ist. E(§) heiBt
abzéhlbar (quasi-)tonneliert, falls jeder abgeschlossene (gefriBige) Faden, der
der Durchschnitt von abzdhlbar vielen abgeschlossenen topologischen Féden
ist, selbst topologisch ist,
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(10) Sei o = {K,} eine gefrifige Folge in E[S), ses F[3'] ein
metrisierbarer Rawm und sei A eime stetige lineare Abbildung von F
in E. Dann gibt es eine Nullumgebung V in I und ein K,, so daf
A (V)cK,. Sind insbesondere alle K, beschrinkt, so ist A beschrinkt.

Beweis:  Sei (V,) ein Basisfaden in F [3’). Angenommen 4 (V)
ist fiir alle # in keinem K; enthalten, d.h. 4 (V,) = K, fiir alle
neN. Dann gibt es Punkte x,eV,, so daB 4 (x,) ¢ K, und (x,)
ist eine Nullfolge in F [§']. Die Menge {4 (x,)} ist also beschrinkt
in E[g], aber in keinem K, enthalten.

Aus (10) ergibt sich unmittelbar

(11) Ist E [3] metrisierbar und o = {K,} eine gefrifige Folge in E,
so ist mindestens ein K, Nullumgebung.
Zum SchluB wollen wir noch einen Satz bringen, dessen Beweis
recht aufwendig ist und den man in [8] finden kann.

(12) E[S) hat genau dann eine gefrifige Folge o = {K,} mit be-
schrinkten K,, falls fiir jeden metrisierbaren Rauwm F [3']1L,(E, F)
metrisierbay 1ist.

4. 0¢-LLOKALTOPOLOGISCHE VEKTORRAUME

DerFINTTION 9: Ein lokaltopologischer Vertorraum E [$] heilit
o-lokaltopologisch, wenn er eine Fundamentalfolge beschrankter Teil-
mengen ¢ = {B,} besitzt.

BEMERKUNG: Wir konnen alle B, als abgeschlossen sowie
B, + B, c B, ., annehmen. Aus beweistechnischen Griinden erwei-
tern wir wie in 3. die Folge der B, durch B, = {0} fiir » < 0.

Nach 3. (9) gilt (oder [8])

(1) Jeder (UDF)-Raum ist o-lokaltopologisch.

Ein Beispiel eines o-lokaltopologischen Raumes, der kein (UDF)-
Raum ist, findet man bei Ernst [8].

Da nach Adasch [4] jeder (lokalkonvexe) (DF)-Raum auch ein
(UDF)-Raum ist, folgt aus (1)

(2) Jeder (lokalkonvexe) (DF)-Raum ist c-lokaltopologisch.
Die o-lokaltopologischen Riaume haben eine Reihe dhnlich schéner
Eigenschaften wie die (UDF)-R4ume,
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(3) Jeder Quotientenvaum E |y (H abgeschlossen) eines a-lokalto-

pologischen Raumes ist o-lokaltopologisch. Die K (B,) (K = Quotien-
tenabbildung) bilden eine Fundamentalfolge der beschrinkten Teilmen-
gen von E|g.

Beweis: Nach 2. (2) brauchen wir nur noch die zweite Aussage
von (3) zu beweisen. Man iiberlegt sich leicht, daB} die Quotienten-
raumtopologie § mit der Topologie §(m) auf E|y zusammenfillt.
Dann folgt aber die Behauptung sofort aus 3. (8).

Nach 3. (6) gilt

(4) Sei E[S] o-lokaltopologisch, dann ist auch die Vervollstindi-
gung E [§] o-lokaltopologisch und die B, (Abschliefung der B, in E[3])
sind eine Fundamentalfolge der beschrinkien Teilmengen von E [3).

Da die abzihlbare direkte Summe o-lokaltopologischer Riume
lokaltopologisch ist, folgt aus (3):

(5) Die topologische lineare Hiille

o-lokaltopologischer Rdaume E;[3,] ist o-lokaltopologisch. Zu jeder
beschrinkten Teilmenge B von E [S] gibt es endlich viele beschrinkte
Teilmengen B; von E,;[S;], so daf

Bc Y 4,(B).
i=1

Wir wollen im folgenden o-lokaltopologische Raume betrachten,
indem wir an die B, stdrkere Forderungen stellen.

Wir haben in (4) insbesondere gezeigt, daB ein ¢-lokaltopologischer
Raum E [§] mit kompakten B, vollstinding ist. Es gilt fiir diese
Riume noch mehr.

Nach, Adasch [3] heifit ein topologischer Vektorraum E [§] B-
(bzw. B,-) vollstindig, wenn jede stetige (eineindeutige) fast offene
Abbildung von E[g] in einen beliebigen topologischen Vektorraum
offen (ein Isomorphismus) ist.

Zur Bedeutung dieser Riume fiir den Graphensatz und den Satz
von der offenen Abbildung, siehe [3].
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Wir zeigen nun

(6) Ein o-lokaltopologischer Rauwm E [$o] mit kompakten B, ist
B-volistindig.

Beweis: Da ein Raum E [§g] genau dann B-vollstindig ist, wenn
jeder Quotientenraum B,-vollstindig ist, braucht man wegen (3) nur
zu zeigen, daB E [$¢] B,-vollstindig ist. Dazu geniigt es, zu zeigen,
daB jede gribere lineare Topologie § auf E mit der Eigenschaft,

daB die Topologie S—Oks, die man durch die $-AbschlieBungen der
So-Nullumgebungen erhilt (vgl. [3]), grober als § ist, mit go zu-
sammenfallt.

Da die B, kompakt sind, fallen § und $, auf den B, zusammen.
Es ist also §, = K. Nach 3. (2) besitzt $; dann eine Nullumge-

bungsbasis aus $-abgeschlossenen Mengen, d.h. es ist 508 = So-

Dieses und auch die folgenden Ergebnisse wurden in [6] bereits
fiur (UDF)-Rdume gezeigt. Dennoch bilden die o-lokaltopologischen
Raume mit kompakten B, eine groBere Klasse als die (UDF)-Raume
mit relativ kompakten beschriankten Teilmengen. Beispiele kann
man sich leicht mit Hilfe des Satzes von Banach-Dieudonné (Kothe
[12], § 12.10. (1)) konstruieren (vgl. [8]).

Adasch und Wagner [7] nennen einen topologischen Vektorraum
E (3] Ultra-Schwartz-Raum, wenn jede stetige lineare Abbildung
von E[§] in einen metrisierbaren topologischen Vektorraum pri-
kompakt ist.

Es gilt

(7) Ein o-lokaltopologischer Raum E [J] ist genaw dann ein Ultra-
Schwartz-Raum, wenwn die B, prakompakt sind.

Beweis: Da in einem Ultra-Schwartz-Raum die beschrinkten
Mengen prikompakt sind [7], zeigen wir die Umkehrung.

Sei also A eine stetige lineare Abbildung von E [§] in einen
metrisierbaren topologischen Vektorraum F [$'] mit einem die Topo-
logie §' definierenden Faden w = (V,). Dann ist A= (B)=(4-'(V,))
ein topologischer Faden von E [§].

Sei nun U = (U;) mit

U ="61(Bn—7'+1 + A7 (Viyjoa)-



272 Norbert Adasch und Bruno Ernst

U ist ein topologischer Faden von E [g] (vgl. 3. (2)).
Betrachten wir

A (Ul) c A (BnJ.-l) "{_ Vn 1 c U (xi + Vn—;-l) + Vn»{—l (= ’Ul (xi + Vn)’
=1 1=

d.h. A ist prikompakt, also E [§] ein Ultra-Schwartz-Raum.
Analog beweist man

(8) Ein lokalkonvexer o-lokaltopologischer Rawm E [3] ist genau
dann ein Schwartz-Raum, wenn die B, prikompakt sind.
Wir beweisen nun

(9) Sei E[Sq] ein g-lokaltopologischer Raum wmit kRompakien B,.
Dann ist o die feinste umter demjemigen (nicht notwendig linearen)
Topologien auf E, die auf jedem B, mit So zusammenfillt. Das heift :

Eine Teilmenge M von E [3o] vst genau dann abgeschlossen, wenn
die Durchschnitte M n B, So-abgeschlossen sind.

Beweis. Sei M n B, abgeschlossen fiir alle » = 1, 2, ..., und sei

%o ¢ M. Wir zeigen, daB xy nicht in M liegt. O.B.d. A. kénnen wir
%o € By annehmen. Dann ist xy ¢ M n (B; + Bj). Es gibt also eine
abgeschlossene kreisférmige Nullumgebung UM von E [§o] mit

(0 4+ UM n M n (B, + B)) = ¢.

Also ist auch (g + UM n B))n M n (B; + B;) = ¢ und wegen
%y € By sogar (xg + UM n By) n M = ¢. Insbesondere ist dann auch

(%o + U n By) n M n (By + By) = 4.

Da %y + UM n B, und M n (B, + B,) kompakt sind, gibt es eine
abgeschlossene kreisférmige Nullumgebung U® von E [$o], so daB
auch,

(%o + U n B+ U®) nMn (B, + By) =4,
also
(¢ - UV A B, +UPnBy)nMn (B, + By) =¢.
Da (XO + Um n Bl + Q] n Bz) c (Bl + B] + Bz) c (B2 + Bz), gllt

o+ UMA B, + UPnBy)nM =¢.
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Eine Fortsetzung dieses Verfahrens ergibt eine Folge (U™) von
kreisformigen abgeschlossenen Nullumgebungen von E [$], so daB

fir V — 3 (U™ n B,) gilt
n=1
(fo+ V) n M = 4.

Seien U, = (U™) topologische Fiden von E [$g] mit U} = U™,

©o

Dann ist ® = (V;) mit V; = ¥ (U® n B,_;,;) nach 3. (2) ein
1

n=

topologischer Faden von E ($o). Also gilt x, ¢ M.
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