HOMOTOPIA E INYECTIVIDAD
por

Jost: R. CaruncHO CAsTRO y CoNSTANTINO TouzON PEREZ

El objeto del presente trabajo es el desarrollo y generalizacién
de las teorias de Homotopia Algebréiica, como han sido expuestas
por EckMANN B. (Homotopie et Dualité. Colloque de Topologie Al-
gebrique. Junio 1956) y Hirron P. (Homotopy Theory and Duality.
Nelson 1967) mediante la introduccién del concepto de X-inyectivi-
dad (inyectividad respecto a una clase arbitraria de morfismos, ).
La categoria base basta, en general, que sea aditiva. La teorfa clési-
ca resulta al tomar la categoria de R-médulos (o una categoria
abeliana arbitraria) y 2 la clase de flechas ménicas.

La primera parte del trabajo estd dedicada al estudio del concep-
to de Z-inyectividad y al de su dual (X-proyectividad) asi como al
estudio del funtor 7, (4, —) que en cierto sentido es anélogo al fun-
tor grupo de Poincaré de Topologia Algebriica. En la segunda parte
se introducen las nociones de resoluciones X-inyectivas y de X-cilin-
dro de un morfismo, estudiandose la existencia de dichas resoluciones
con objeto de obtener los teoremas de factorizacién y extensién de
homotopias.

I: 2-INYECTIVIDAD

Sea A una categorfa y X una clase de morfismo arbitraria.
(1-1) Diremos que un objeto I es X-imyectivo cuando todo diagra-
ma de la forma

~
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con o perteneciente a X, puede extenderse a un diagrama commuta-

tivo

A———B

g g

~

(1-2) Ejemplos:

i) Si I es Z-inyectivo y | ~ I entonces J es Z-inyectivo.

ii) El lim de una familia de 2-inyectivos es Z-inyectivo. En par-
ticular el producto de Z-inyectivos es Z-inyectivo.

iii) Si A tiene cero, entonces si un producto es X-inyectivo lo es
cada uno de sus factores.

iv) Si 2 es la clase de flechas ménicas en la categoria de grupos
abelianos entonces los objetos X-inyectivos son los grupos abelianos
divisibles.

v) Si en Top consideramos a X la clase de las flechas 4 & X, in-
clusién de A, subespacio cerrado de X y X normal, entonces los
2-inyectivos son los espacios topoldgicos sélidos.

Se obtiene entonces que el producto de grupos divisibles es di-
visible y que el producto de espacios sélidos es sdlido.

(1-3) Si 2 y 2, son clases de morfismos tales que X; ¢ 2, se verifica
que X,-inyectivo = Xj-inyectivo.

(1-4) Sea X una clase de morfismo; un morfismo f se dice Z-inyectiva-
mente homotdpico a cero, f ~ 0 si todo diagrama

A-a—->C

fl (o« € 5)
B

puede extenderse a un diagrama commutativo

A;)C

f/
B
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(1-5) Si A es aditiva diremos que f es Z-inyectivamente homotépico
ag f~gsif—g~0

(1-6) En las hipdtesis de (1-3) se tiene f ~¢ = f~g.

(1-7) Sean fy g morfismos de [4, B] y & morfismo de [B, DJ; se ve-
rifica que si f ~ g entonces 4 f v hg.

(1-8) Diremos que A tiene X-imyectivos cuando para cualquier objeto
A en A hay un morfismo ¢ : A — I, donde ¢ estd en X'y ademds I es
2-inyectivo.

(1-9) Sean f y g morfismos de [4, B] tales que f 5 & si & es otro
morfismo arbitrario de [4, B] se verifica f+ & &+ h.

(1-10) Sea {¢;, ¢ € I} una familia de morfismos tales que ¢, o~ 0 para
todo zel. Si existe I ¢, y la categoria tiene Z-inyectivos enton-

il
ces IT ¢, i~ 0.

icl

Basta para ello considerar el diagrama

M ------ > X;

awa

HX,‘ —_'.'i_)‘lx/b

ny'__.vy,

donde % es un morfismo arbitrario de X y donde X, es el Z-inyecti-
vo sobre X; para todo 7el.

(1-11) Sean {f}ic; vV {8&}ic; familia de morfismos en [X;, Y;] tales
que para todo 7, f; 5 & Si A tiene Z-inyectivos se verifica

IIf, ~IIg,.
iel” % el

(1-12) Si A tiene Z-inyectivos entonces se verifica que f ~E= fr i~ gk
siendo fy g morfismos en [4, B] y k£ un morfismo de [K, A4].
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(1-13) La relacién «» en [A, B] es de equivalencia y compatible

con la composicién si la categoria tiene Z-inyectivos.

(1-14) Un objeto B es Z-inyectivo si y solo si para todo A y para
cualesquiera f, g en [A4, B] se tiene f T

(1-15) Teniendo en cuenta (1-14) B Z-inyectivo si y solo si para
cualquier 4, I1, (A, B); = 0. Con I, (A, B)y denotamos al conjun-
to cociente [A4, B]/ ol

(1-16) Si A es Z-inyectivo entonces /I, (4, B)y = 0 para todo ob-
jeto B de la categoria.

(1-17) Si para todo objeto B se verifica 11, (4, B)y = 0 y la cate-
goria tiene X-inyectivos entonces 4 es Z-inyectivo.

(1-18) El conjunto 71, (4, B)z posee estructura de grupo abeliano.

I, (4, —)

(1-19) Existe un funtor 4 £ Gab definido por

I, (4, =)z (B) = I1, (4, B)z

covariante y aditivo.
Analogamente puede hablarse del funtor I7;, (—, A)g si la ca-
tegoria tiene Z-inyectivos.

(1-20) Sean A y B objetos en A. Definimos Hom, (4, B)y =
{f e Hom, (4, B) | f p 0}; se obtiene el isomorfismo canénico

t:11, (A, B)g > Hom (4, B) [Hom, (4, B)x

dado por 7[(f)] = f + Hom, (4, B);.

(1-21) Sean X, y X, dos clases de morfismos tales que X, c 2.
Existe un morfismo de grupos abelianos

D Ho (A, B)zz —_> HO (A) B)El
cuyo nticleo es @* = Hom, (4, B)y, [ Hom, (4, B)s,

(1-22) Dualmente se podrian definir la relacién de proyectividad

z
respecto a una clase de morfismos 2, « ~ ».



Homotopia e inyectividad 237

(1-23) Sean 2, y X, dos clases de morfismos. Supongamos que en
la categoria se verifica la equivalencia

A X -inyectivo <= A X,-proyectivo.

Entonces si la categoria tiene X\-inyectivos y X,-proyectivos se
. .. . . Z
obtiene la siguiente equivalencia o ~ 0 <= o~ 0
z

«=» Consideremos el diagrama

A

l“

X——=B

donde ¢ es un morfismo arbitrario de 2,. Como la categoria tiene
X \-inyectivo, existe 1: 4 ——> I en X| con I X\ -inyectivo; por hi-
potesis a ;0, entonces existe a tal que a7 = a.

1

Ademiés I Xi-inyectivo <= I X,-proyectivo lo que nos garantiza la
existencia de un morfismo y:J —— X tal que a = ¢ y; basta en-

. . 2,
tonces considerar y ¢ para obtener que o ~ 0.
«=» Su demostracién es dual de la anterior.

(1-24) Si X) y 2, son dos clases de morfismos y si en la categoria se
. . . z . .
verifica la equivalencia o I~ 0 «= a~ 0 entonces también es cierta

la nueva equivalencia A X)-inyectivo <= 4 2,-proyectivo.

(1-25) [A X\-inyectivo <= A X,-proyectivo] <= [f ol Jhhe f = I

siempre que la categoria tenga X\-inyectivos y X,-proyectivos.

I1: EQUIVALENCIA DE Z-INYECTIVIDAD

(2-1) Sea A una categoria aditiva y X una clase arbitraria de mor-
fismos en 4. Dados dos objetos A y B, diremos que A4 es Z-imyec-
tivamente equivalente a B, A ol B, si y sélo si existen morfismos
#
®:4A——>ByypyB—>A|Dy f;lB, vé »;IA.
A los morfismos ¢ y y se les llamard X-equivalencias de homotopia.
En particular los isomorfismos son Z-equivalencias de homotopia.
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(2-2) Sea A una categoria aditiva con X-inyectivos. En el diagrama

commutativo
4 u B
C

si dos morfismos son Z-equivalencias lo es el tercero.
En efecto, si # y v son Z-equivalencias existen morfismos p y
qg/pu ~ ly,up i~ Ig, qv = Ig,vq o~ 1. Considerando el morfismo

P q se tiene w (pq) i~ le, (pg) w ~ 14 como facilmente se comprueba

(2-3) Un objeto A es Z-inyectivamente equivalente al objeto cero
si v s6lo si 1, r;O.

(2-4) A o 0 si y sé6lo si todo morfismo de X con dominio 4 es corre-

traccién.
(2-5) Diremos que A es X-contrdctil cuando A i~ 0.

(2-6) En una categoria con Z-inyectivos se verifica la siguiente equi-
valencia A 2-contrictil «= A ZXlinyectivo.

(2-7) Si la categoria tiene X-inyectivos y si f es un morfismo de A4
en B, se verifica

f o~ 0 == f puede factorizarse a través de algtin objeto X-inyectivo.

(2-8) Sea A una categoria con X-inyectivos y productos y {4;}er,
{B;}cr familias de objetos en 4 /4, o~ B; para todo 7 € I. Se verifica
que IT A; ~ II B;.

i€l Z ier

Demostracion: Por hipétesis existen morfismos u,; : A; — I; en
X con I; X-inyectivo para todo 7 ¢ I. De 4; i~ B; para fcodo i el exis-
ten ymorfismos ¢,: 4;—> B;, y;: B, —> A, tales que y, ¢; i~ L4,
b v; i~ 15,. Por (1-9) existen morfismos y; tales que y;u; = y; d; — 14,
para todo 7 e I. Consideremos ahora los siguientes diagramas commu-
tativos obtenidos por la universalidad del producto
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4 —— 4,
i€l !

¢ ¢i
17 B-———i——> B.
icl ! !

L2 Yi

pi 4
114 L
17 4,
iel \
vé- II{IIAL (vi ¢ — 14) 2

IT 4, b \ 4
i€l ST

(donde ¢ = IT ¢;, v = II y,) y por la verificacién de las relaciones
iel icl

pi (vé — la;IeIIAi) =piyd—pi=vitrid — pi= vy pi — p =

= (y; ¢; — 14,) p; para todo 7 e I.
Analogamente podemos hablar de los morfismos y = II y;,
iel

u = II u; verificando las relaciones p; ¥y = x; ¢, ¢; ¥ = u; p;;

Finalmente teniendo en cuenta el diagrama que a continuacién
se expone y las relaciones p; y u = y; g; u = y;u; p; = (vi i — 14,) s
para todo ¢ el se obtiene que el triangulo de la izquierda es commu-
tativo:

1T 4,

icl

Yo — lng,
iel
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Hemos llegado a que yu = p¢ — 1,4, lo que por (1-2) y (2-7)
iel
nos dice que p¢d — 14, T 0 y teniendo en cuenta (1-9) que
i€l
by i~ 1 4,. Andlogamente se demostraria que ¢y ~ 1pp;, con
icl < el
lo cual la afirmacién dada al principio queda totalmente probada.
(2-9) En las hipdtesis de (2-8) se verifican las siguientes proposiciones
I) Si I es finito @ A, ~ @ B; y por consiguiente si A4 ~ B,
i€l iel
A’ ;B’ se tiene 4 © 4’ ~ B® B'.
II) A ;0 = A®B = B para todo objeto B de la categoria-

Il) 4 ~0,B~0~ A®B ~0.

(2-10) Sea f: A —— B un morfismo en una categoria aditiva con X-in-
yectivos y productos finitos; entonces existe un morfismo «: 4 —> X,
de X y X, 2-inyectivo; consideremos el diagrama

A
« J
p q
X[)—f—-T%X()@BT—f—B

donde por la universalidad del producto existe un tinico morfismo A
talque p A=ayqgi=1
A la terna (f, 4, g) se le llama el X-cilindro de f.

(2-11) Si (f, 4, q) es el cilindro de f, entonces B i~ X, D B sin més
que considerar el par de morfismos ¢ y .

(2-12) Lema. I) Si 4 tiene Z-inyectivos y conticleos podemos construir
para cualquier objeto 4 de A la siguiente serie 4 X,

X, X, D, CRI
donde X; es X-inyectivo 7 =0, 1,2, 3, ...

IT) Adem4s dadas 4 X, X, X,.yB—Yy——>Y, ..

si f: A—— B es un morfismo arbitrario, existen morfismos
fi: X;——Y,;72=0,1, 2, .. haciendo commutativos los cuadrados
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 —_— -
X, Xit

fi finn

_—-
3’1; Y'i+l

Dado A, a la serie obtenida mediante I) se le llamard X-resolu-
cion inyectiva sobre A y al conjunto {f;};_¢, 1,2 .. lo llamaremos X-le-
vantamiento del morfismo f.

Demostracién: I) Dado A, como la categoria tiene X-inyectivos
existe un morfismo «: 4 —— X, de 2 y X, Z-inyectivo. Como la

7 . ’ . C .
categoria tiene contucleos existe o : X, > Xo. Entonces considera-

mos el morfismo « : Xg — X, donde X, es un objeto Z-inyectivo
y % es un morfismo de X, el cual existe por hipétesis. Ya hemos

. —C - . . .
construido ag «¢: Xy —— X,. Reiterando el razonamiento se obtiene
la Z-resolucién inyectiva buscada.

II) Es trivial sin més que considerar el diagrama que sigue, cons-
truido teniendo en cuenta las propiedades universales del conticleo
y la definicién de objeto Z-inyectivo.

f e;. ):(0 /Yl A
: \ X! :
i . 1 ]
: - : :
' E : :
f fo ! fl: ]
H i 1 !
! i i :
{ ! y :
B . : Y
Y, : Y, Y, -
\

(2-13) Sea A una categoria aditiva con contcleos y Z-inyectivos
y sean (f, 4, q) y (f. u, ¢') dos Z-cilindros de f Se verifica
Xo®B ~ Y,@ B.
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Demostracion: Supongamos que 4 ——> X, >X,..yA——
Yo—— Y, ... son dos X-resoluciones inyectivas sobre A. Por el
lema anterior podemos considerar X-levantamientos de la identidad

A——>x, —2—>X, - ..
I Co’ Mo & l"?l
A ﬁ S,O ﬁ Yl - & °

Los morfismos ¢, ¥ 7, nos garantizan que X, i~ Y,. El resultado
requerido se sigue de (2-9).

(2-14) Si 4 i~ B entonces I, (X, A)y = 1, (X, B); para todo ob-
jeto X de la categoria siempre que ésta posea Z-inyectivos.

(2-15) Si la categoria tiene Z-inyectivos y si A ~ B entonces
I1, (4, X)y = II, (B, X)5 para todo objeto X de la ca-tegoria.

(2-16) TEOREMA DX EXTENSION. Si 4 es una categoria con Z-inyec-

tivos entonces dados ¢ : 4 ——> By u: A" —— A, el dltimo mo-
nomorfismo, en el diagrama

A—¢—>B

" ¢' = ¢u
Ar

SiXuc Xy siexistey :A'——> B¢’ ~ y’ entonces se verifica
la existencia de un morfismo p: 4 ——— Btalqueyu =9’ y ¢ T

(2-17) TEOREMA DE FACTORIZACION. — Si la categoria tiene X-in-
yectivos, todo homomorfismo ¢ : 4 ——> B se puede factorizar a
través de una 2-equivalencia de homotopia.

Su demostracién es trivial utilizando la nocién de X-cilindro de
morfismo ¢.

(2-18) Sea A wuna categoria con X-inyectivos; si un morfismo
¢ : A —— B admite una factorizacién de la forma

A— i L 41— ¥ B®jJ—» B
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donde j, es la inclusién, dg la proyeccién, I y J Z-inyectivos y ¢'iso-
morfismo, entonces ¢ es una X-equivalencia de homotopia.

En efecto, al ser ¢'isomorfismo llamemos 3’ a su inverso y cons-
truyamos y = d, ¢’ jp. Probaremos que ¢ = dpd'j, vy p = 0, 9" Jp
verifican ¢y ~ 1g, p ¢ rl,, sin més que tener en cuenta la relacién

¢y — lp = ¢y —0pjp=10p¢" ji0, 1/’,']'3 — 0pjp = 6p (9" 7a '?,1 p —
—lpp)is=108¢"(Ja04 — lugr) ¥ jp=10p¢" (—7:6) ¢ jp ¥y su
andloga. La afirmacién buscada se obtiene de (2-7).

(2-19) Reciprocamente. Sea 4 una categoria exacta con Z-inyectivos
tal que la composicién de una flecha moénica con una de X de como
resultado una flecha de 2. Si ¢ : 4 —> B es una Z-equivalencia de
homotopia, tal que si (¢, 4, dp) es su cilindro 4 es mdnica, entonces
admite una descomposicién

A4 s AQPI—— ¢ —> BDJ-2>B
donde j, es la inclusién, dp la proyeccion, ¢’ isomorfismo e I y J son

2-inyectivos.
Su demostracién se sigue utilizando 18-5 y 19-1 Cap. I [6].
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