SOBRE EIL CALCULO EFECTIVO DEIL GENERO
DE LAS CURVAS ALGEBRAICAS.

por

EpuarRDO CASAS ALVERO.

INTRODUCCION

Sea X una curva algebraica irreducible sobre un cuerpo algebrai-
camente cerrado £ y sea X’ un modelo no singular de X. Designemos
por O (@) el haz de anillos locales de X (X’), @, (0,’) serd su fibra
en el punto x y %k (X) = £ (X’) el cuerpo de funciones racionales de
ambas curvas. Llamemos g al género (efectivo) de X, es decir, g es
el género de la extensién £ — & (X) en el sentido de CHEVALLEYV:
g = dim, H' (X', ©').

Sila curva X es plana de orden #, su género se calcula por la fér-
mula clésica

R

donde u, es la multiplicidad de x en X y el sumatorio se extiende
a todos los puntos, ordinarios e infinitamente préximos, (I pag. 460).

Sea p el género virtual de X (en el sentido de SEVERI IX, por ejem-
plo), esto es, p = 1 — C(0) siendo C la postulacién o funcién caracte-
ristica de HrLBERT de X, o, equivalentemente, p = dim, H' (X, 0).
Designemos por 6,, para xeX, el orden de singularidad en x,

o, — dim, @z, siendo @, la clausura entera de O, en % (X). Es co-

x

nocida (RoséNLICHT VII o también SERRE VIII, pag. 73) la relacién

zeX
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vélida para curvas sumergidas en un espacio proyectivo cualquiera.
Si la curva es plana de orden #, es sabido que p = % n—1) (n — 2)
y por otra parte, suponiendo que la curva es localmente sumergible

en el plano en x, 6, = Y sz;l) indicando por u, la multipli-

cidad de v y extendido el sumatorio al punto x y a todos los infini-
tamente préximos a é1 (Hronaka III). El cilculo de p para curvas
en un espacio proyectivo cualquiera no presenta dificultades, véase II,
libro V cap. V, 6 VIII pag. 73 para el caso de intersecciones comple-
tas. En este trabajo vamos a ocuparnos del cilculo de los enteros 4,
prescindiendo de hipétesis de inmersion.

1. ALGUNOS RESULTADOS DE NORTHCOTT.

Reproducimos aqui con formulacién adecuada a nuestro proble-
ma algunas definiciones y resultados de NorrHCOTT (IV, V, VI).
Para un anillo local de curva @,, se define un anillo semilocal,
R (0,), lamado anillo en el primer entorno de @, de manera que

0, c RO, c 6

X

R (0,) resulta ser
R(6,) = O[x]y, ..., %,/y]

con %y, ..., %, generadores del ideal maximal de @, e y un elemento
superficial de grado uno. R (0,) es independiente de estas elecciones.
Tomando en particular una inmersiéon de un entorno de x en un

espacio afin &* con el origen en %, (x,, ..., %,) funciones coordenadas
e v la ecuacién de un hiperplano que pasa por el origen en posicién
general, si @ es la transformacién @ (x4, ..., x,) = (%], ..., %,]¥),

R (0,) es el anillo de gérmenes de funciones regulares de la curva
@ (X) en el cerrado @ ().

. A los localizados de R (6,) en sus ideales maximales se les llama
anillos en el primer entorno de @,; son anillos de curva y si los de-
signamos por @y, ..., 0,,, y reiteramos el proceso a partir de ellos,
obtenemos un 4rbol de anillos locales
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llamado 4rbol de anillos locales de 6,. En €l se llaman anillos en el
enésimo entorno a los del primer entorno de alguno del (» — 1)-
ésimo. Los anillos locales del arbol de @, son los de los puntos
infinitamente préximos a x en X, obtenidos, segiin la definicién cli-
sica, por sucesivas transformaciones cuadraticas. De ahi que un ani-
llo del 4rbol sea regular (i. e. de valoracién discreta) si y sélo si apa-
rece en su primer entorno y en este caso es el dnico anillo de este
primer entorno (V teorema 11). Para # suficientemente grande, todos
los anillos en el enésimo entorno de @, son regulares y son precisa-
mente los anillos de las valoraciones de % (X) centradas en el ideal
maximal de @, (VI teorema 6 y V teorema 14).

2. CALCULO DEI, ORDEN DE SINGULARIDAD.

Designemos por R; la interseccién de los anillos en el iésimo en-
torno de 0,, R, = fi O, Ry = O, y existe  tal que R, = 0,
i=1 -

(interseccién de los anillos de valoracién que contienen a 6,). Ten-
dremos

@ == 120L R1 — e V= R,_l — R, == 93,
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con lo que los anillos R; son forzosamente semilocales y el orden
de singularidad en x se expresa por la férmula

1

y su célculo se reduce al de las dim, 7
i— 1

La disposicién de los anillos es

o

0w C o R (@;_11)

Y

~

a

éi—-lmi—x C—> R (Qi-lm;-;)

Tmi

y simplificaremos las notaciones escribiendo m,;,_; = m, m; = m'.
. m' B N

Por definicién tenemos R; ; = [ ©;_,; y-al ser cada R (6),.,;) in-
i=1

terseccién de sus localizados en ideales maximales,

R = 6= R(O:-1)

i=1

RoserIcHT establece (VII, pag. 172) el

LeMA: Sean D; c D, anillos semilocales contenidos en % (X),
con las mismas valoraciones centradas en los ideales maximales de
D; y D, para cada 7 (es decir D; - D, extensién ‘entera).” Si D; y
D; no tienen valoraciones en comun para 1 # 7,

D/n..nD, d D/

- E ) d’imk

G n D

En nuestro caso tenemos

Ri — 2 dimk R (@1-—17)

dimy, ———
R, =1 O;_,;
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R(0;_,))
[0

¥ el caleulo se reduce al de dim,,
At : i1j

. Si por brevedad suprimi-
mos los. indices, tenemos:

Proposicion 1. La dimensién de R é@) es el término indepen-

diente del polinomio de HILBERT-SAMUEL de @, cambiado de signo.

Sea P el polinomio de HILBERT-SAMUEL de O, P (n) = dimk‘.))—@t”

si M es el ideal maximal de @ y % es suficientemente grande.

Al ser © de dimensién uno, P (n) = u#n + ¢ siendo p la multi-
plicidad del anillo.

Por ser ® — R (0) extensién entera, R (0) es finito sobre 6 y el
R (©)

]

de 6. Si y es un elemento superficial de grado uno en 6, para # su-
ficientemente grande, y* esta.en dicho anulador. Tensorializando la
sucesidon exacta de @-médulos

anulador de (conductor de la extensién) es un ideal no nulo

0—> 6 —» R(6) —> ——Ré@) 50
por Qn se obtiene la
y
o R (0) . R (©®) 0
¥ y* R(0) 6
vy serd exacta la sucesién
. , 6 , R (©) R (0)
O on7y RO 7RO ) 0

Los teoremas 5 y 10 de V aseguran que si # es lo suficientemente
grande,

y" R(O)n O =m"
con lo que es exacta

e, R (0) R(0)

O— 7RO = ©

> 0

para # > #,.
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~ Sean vy, ..., ¥ las valoraciones centradas en los ideales maximales
de R (60), es decir, en el ideal maximal de . Por localizacién en los
ideales maximales y utilizando el teorema 6 de IV resulta que

dim, v R (@) i)-—flvt (y ) ”1:4 Y, (y)

1

Al ser v superficial de grado uno en 6, 2 v; (¥) = p. De ahi que
i=1

. R©) .
diny, VRO un y con ello
aimy B — Py pn= —

En definitiva se obtienc el

TreorREMA 1: El orden de singularidad 4, es el opuesto de la suma
de los términos independientes de los polinomios de HILBERT-SAMUEL
de los anillos locales del arbol de @,.

3. CALCULO EXPLICITO DEL ORDEN DE SINGULARIDAD.

Exponemos a continuacién el contenido geométrico del teorema 1.
Sea @, un anillo local de curva. A una inmersién local de la curva
en una variedad no singular le corresponde una sucesiéon exacta

0—a—F—»>06,—0

donde F es un anillo local regular y cada sistema de generadores del
ideal a es un sistema de ecuaciones locales de la curva en la varie-
dad no singular. El graduado del anillo F es un anillo de polinomios,
sea k[X,, .., X,] v designemos por G (0,) el graduado de 6,. De
la anterior se tiene la siguiente sucesién exacta

0—a—>k[X,, .., X]—> G(O,)—> 0 (1)

donde a es el ideal homogéneo engendrado por las formas iniciales
de los elementos de a (recordemos que la forma inicial de un elemen-

= WM . . .
to feF es su clase fe e St M es el ideal maximal de F y supues-

to fe MP — M?+1). La variedad determinada por a en el espacio
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afin de dimensién s es el cono tangente a la curva en el punto consi-
derado. Si designamos por C (») la postulacién del cono tangente y
por G (0,), la parte de grado menor o igual a # de G (0,),

O, m m”
G(@.t‘)u = F @ n’Tz@ oo @W
a la vista de la sucesién (1) tenemos
C (n) = dim, G (0,), n>>0

y pbr otra parte es sabido que P (n) = dim, 9. = dim, G (0,),_,

también para » alto. Resulta asi la

Proposicién  2: Si P (n) es el polinomio de HirLBERT-SAMUEL del
anillo local de un punto de una curva sumergida en una variedad no
singular y C (n) es la postulacién del cono tangente a la curva en
dicho punto, vale la igualdad P (n 4 1) = C (n).

En particular, escribiendo C () =dn — p, + 1, P (n) = un + o,
si p, es el género virtual del cono y p la multiplicidad del anillo
local, i. e. la del punto sobre la curva, obtenemos

o=p+p—1
de donde resulta el

TEOREMA 2: Sea x un punto singular de una curva algebraica
irreducible. El orden de singularidad de la curva en x es una suma
de términos dependientes de los puntos en los sucesivos entornos
de x, comprendido el mismo x: para cada uno de estos puntos el
término correspondiente es p, + u — | donde u es la multiplicidad
del punto y p, el género virtual del cono tangente en dicho punto.

Resulta obvio que la contribucién al orden de singularidad de
un punto simple es nula ya que p, = 0, p = 1.

4. APLICACION A ALGUNOS CASOS IMPORTANTES.

En el caso particular de que la curva se halle sumergida en una
superficie, regular en el punto considerado, en particular en el caso
de una curva plana, todos los conos tangentes son planos, su grado
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es la multiplicidad del punto, en virtud de la relacién C (n) = P (n + 1),
y. el género virtual del cono se calcula en funcién de la multiplicidad

del punto: p, = (=1 (¢ =2 Resuita con ello que la contri-

2
bucién al orden de singularidad en x de un punto de multiplicidad g
es pr—1) de acuerdo con la f6rmula clasica.

2
En el caso de que el cono tangente en un punto infinitamente
préximo no sea plano pero sea interseccién completa de hipersuper-
ficies de grados w,, ..., »,_,, pueden calcularse ficilmente el polino-
mio de HILBERT-SAMUEL del anillo local o la postulacién del cono
tangente (véase por ejemplo X, 6, VIII pag. 73) y se obtiene

1
U =77 ... %_1, pc = § (‘V} + e +1’s_1 — S — l)vl e Vs + 1
con lo que la contribucién del punto al orden de singularidad es
1
5 V1 Vst 4o+ —s+ 1)

El orden de singularidad de un punto triple ordinario de una cur-
va en el espacio (tres tangentes no coplanarias) resulta d, = 2, me-
diante calculo directo de la postulacién del cono tangente.
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