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InTRODUCCION. — En el problema de los cuerpos, el llamado
problema de Lambert consiste en determinar una 6rbita dados dos
puntos de la misma y el tiempo empleado por el secundario en des-
plazarse de una a otra posicién.

En la actualidad este problema ha adquirido un gran interés.
Para determinar la 6rbita de un satélite artificial se dispone de ob-
servaciones laser, mediante reflectores que lleva el satélite, que per-
miten conocer la direccién y la distancia a que se encuentra. A su
vez el problema del disefio de 6rbitas o del «rendez-vousy, asi como
la interceptacién de cohetes, son otros aspectos destacados de la
misma cuestién.

Existen diversos procedimientos para obtener la solucién de di-
cho problema (ver nota histérica). Sin embargo los distintos métodos
presentan los siguientes inconvenientes: a) existencia de singulari-
dades; b) formulacién distinta para 6rbitas elipticas, parabdlicas o
hiperbélicas; c¢) imposibilidad o dificultad en el tratamiento de 6r-
bitas rectilineas; d) necesidad de estimaciones iniciales de algin
pardmetro; e) incertidumbre en cuanto a la convergencia del mé-
todo; f) pérdida de precisién en los calculos.

En este trabajo se resuelve el problema de Lambert, en todos
sus casos, con un tnico procedimiento que evita todos los inconve-
nientes mencionados. Dicho procedimiento se basa en la regulariza-
cién de Levi-Civita.

1. Regularizacién de las ecuaciones del movimiento. — Considere-
mos el movimiento de una particula, alrededor de un primario, some-
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tida a una fuerza newtoniana. Se sabe que el movimiento relativo
viene regido por:

x+Ex=0 (1)

siendo: p = G (M -+ m), coeficiente gravitatorio;
M, masa puntual del primario;
m, masa de la particula;
X, vector de posicién de m, con respecto a un sistema de
ejes de direcciones fijas y con origen en M ;
7, distancia entre m y M.

Para estudiar el movimiento en el plano hagamos el siguiente
cambio: X = #2, que introduce una nueva variable dependiente u,
(transformacién de Levi-Civita). Consideramos X y u como complejos
en lugar de elementos de R2. Explicitamente:

x4 142 = (u! 4 1u2)2

dejando para mds adelante la especificacién de la determinacién de
u tomada. Ademds cambiamos la variable independiente haciendo:

a a
7s =" a (2)

siendo 7 = |X| o bien » = (u, u). (Convenimos en indicar por ab el
producto de a y b como elementos de C, y (a, b) el producto escalar
como elementos de R2.)

Transformemos primero (1) teniendo en cuenta (2). Designando
con un acento la derivacién con respecto a s, obtenemos:

i=ly, i——Txyly
T 73 72

y la ecuacién del movimiento (1) puede expresarse en la forma:
X" —7'X + ux=0. (3)

Teniendo en cuenta la expresién de X en funcién de u se puede
obtener :

Y =2(u ), X =2uu, xX'=2uu’ 4 2u'u
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sustituyendo en (3) se tiene:
2(u, v)uu” 4+ 2(u, u)u'u’ —4(u, w')uu’ 4+ puu = 0. (4)
Utilizando ahora la identidad:
(wuuu —2(u, u)uu’ 4 (0, W)uu=20
(4) se transforma en:
2(u, wyuu" —2(u', u')uu 4+ puu = 0. (5)

Dado que la fuerza deriva de un potencial conservativo, existe
la integral de la energia:

B v
r+§_h

que en las nuevas variables se traduce en:
p—20,0)=—h(u u (6)

Finalmente de (5) y (6) se desprende que el movimiento viene re-
gido por la ecuacién:

2(u, yuu”’ —h(u, W)uu =0

6, descartando la solucién trivial u = 0:
u=20 (7)

ecuacién del movimiento regularizada y linealizada (véase [8]).
Estudiamos su solucién, suponiendo que en s = sy conocemos los
valores Uy y ¢’y que toman u y ', respectivamente. A partir de la

ecuacién (7), haciendo — g = g, se deduce:

uf? = (—o)tuy,  u¢tY = (—o)*uy
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con lo cual se obtiene el desarrollo de Taylor de u en funcién de s:

u =y 3 (— 1'e* (s — so)2B)! +

+ o (s = 50) 5 (— 1) e (6 — so)*/(2h + 1!

cuyo radio de convergencia, trivialmente, es infinito. Introduciendo

las funciones de Stumpff [9]:

e (2) =

s

(— 1)*2F[(2k + m)!

0

el movimiento puede expresarse en forma unificada:

u=1tyco(s — s0)2) + o (s —sp)crle(s — )2

CASOS PARTICULARES :
a) Movimiento eliptico: >0, 4o =y

=1ty cos (y(s — so) + oyt sen (y (s — sq)
(elipse centrada en el origen en el plano #).
b) Movimiento hiperbélico: ¢ <0, 4/ —g=1y

u=ty ch (y(s —sp)) + oyt sh (y(s —sp))
(hipérbola centrada en el origen en el plano u).
¢) Movimiento parabdlico: g = 0.

u =ty + o (s — o)

(recta en el plano u).

(8)

©)

(9.1)

9.3)

En cada uno de los tres casos, si uy y u'y son colineales obtendre-

mos un movimiento rectilineo.

2. Aplicacion al problema de Lambert. — Sean X; y X, dos puntos
de la 6rbita correspondientes a los instantes #; y #,, respectivamente.
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Para fijar ideas, suponemos #; < ¢y y llamamos 4 = ¢, — #;. Sea u;

una determinacién de 4/X; y u, la determinacién de 4/X; tal que
el 4dngulo formado por ambas determinaciones sea la mitad del
que forman X; y X,, medido en el sentido del movimiento.
Tomemos ahora en el plano # unos ejes tales que uno de ellos
sea colineal con u; y el otro ortogonal al primero, de modo que los
. A B\ ..
vectores #; y u, serdn, respectivamente, de la forma ( O> y ( C)' Si
71V 7, son los médulos de X, ¥ X, ¥ 4v el dngulo que forman ambos
vectores, se tendra:

A =7, B='\/r_2c05421), C=\/1§sen4%

En lo sucesivo 4, B, C, 4¢, constituiran los datos para la resolucién
del problema.

Dada la arbitrariedad. en la eleccién del origen de la variable s,
hacemos s = 0 en el punto X; y llamamos s, al valor de s correspon-
diente al punto X;. A partir de (9) se obtiene

u; = ity 6 (0)
Uy = Uy ¢y (es3) + Woszcr(esh)

Definiendo u, = (Zl), u, = (ﬁl), inmediatamente se deduce:
2

B2

B — Acy(os)) _ C

=A) o =0: = ) Y S 1Y
“ 2=0 h=—20s ' 2 5069

(10)

Por otra parte, segtn (9):

r =(u, u) = (e + o) cF(0s2) + (B2 -+ B3) s2¢} (052) +
+ 2 (@1 B1 + 2282) s¢p (052) ¢1 (52)

y teniendo en cuenta (2):

At = (02 + o3) (s2 — 2053¢3(4053) + (B3 + B3)2s3¢c3(40s3) +
4 2(aq B1 + 2 B2) s3ea (4o sD), (11)
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habiéndose utilizado las siguientes propiedades de las funciones de
Stumpff [8], [9]:

cg(w)=l—2wcz(4w), cf(w)=202(4w), ¢ (@) ey (w) =c;(4w), VweC

s

[eeleatdo=swic,,, (os).
0

Sustituyendo en (11) los valores obtenidos en (10) ‘y definiendo
las variables auxiliares: ' :

P=A2L B2+ C2=17 + 1,

Q=2A4AB =24/r1, cos 42

2
0s3 =1z
se tiene:
4= Pl 1000 — a6 P=00l
c3 (2) 2u
en donde se ha utilizado (6), que permite escribir:
P —Qco(z
p=2Z 000, (13)

263 (2)

y de la que se obtiene p en funcién de g, 2, Py Q. ,
Para determinar la 6rbita debemos resolver la- ecuacién (12). En
efecto, conociendo z y teniendo en cuenta que

- _F _ 5
b= 2a 2e

junto con (13), hallamos

_ P —0Qc ()
 22z2c3(2). (14)
Ademés la comparacién de las expresiones para 7 y para (X, X), que
se hallan a partir de (9), con las cldsicas del problema de los dos cuer-
pos, permiten escribir:

25 2 8K '
32-——(1—— u,u> — — (u, u')2
H( ) ﬂz( )
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que finalmente, con (9) y (10), suministran el valor de e:

A2C2
2 -1 —
e 1 PP (15)
Para el pardmetro p de la 6rbita, de (14) y (15) se obtiene la

expresion:

242C2

P =P 0ot (16)

Conociendo p, @, ¢ se obtiene inmediatamente el tipo de movi-
miento (circular, eliptico, parabélico, hiperbdlico o rectilineo). Si en
el plano orbital tenemos una direccién de referencia (por ejemplo el
modo ascendente, si existe), puede hallarse el dngulo # =v 4+ w, o
argumento de latitud de la particula, correspondiente a una cual-
quiera de las posiciones dadas. Por otra parte la ecuacién

r = ___£___.
14 ecosv
permite calcular v para la posicién elegida, de donde se desprende w,

argumento de latitud del periastro.
Si estudiamos la 6rbita en el espacio pueden presentarse dos ca-

S0s: X; vV X, son colineales o no lo son. Si no lo son, X; A X, es
un vector normal al plano de la érbita, cuyas componentes, pro-
porcionales a

sen I sen
—sen I cos 2 |,
cos I

permiten calcular la inclinacién I y el argumento del nodo 2. La
pérdida de precisién que pueda producirse en la determinacién de
I, Q es inherente a los datos que se posean: si X; y X, son «casi
colinealesy, los valores de I, £2 serdn muy poco precisos.

Si X; ¥ X, son colineales debemos distinguir dos casos, segun que
(X1, X») sea mayor o igual que cero o bien sea negativo. En el primer
caso la 6rbita es rectilinea con colisién, dependiendo de la energia
el que sea eliptica, parabdlica o hiperbélica, y pudiendo determinarse
en este caso la recta soporte del movimiento. En el segundo caso el
movimiento es no rectilineo y tiene lugar en un plano que contiene
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la recta soporte de X; y X,. Existe por lo tanto una infinidad de so-
luciones al problema de Lambert, pero escogido el plano del movi-
miento la solucién es tinica (es decir, quedan determinados «, ¢ y las
anomalias verdaderas v; y v, de las dos posiciones).

3. La ecuacion fundamental. — La ecuacién transcendente (12)
puede ser resuelta con respecto a z a partir de los datos P, Q, u
y A%, con lo que obtendremos la solucién al problema de Lambert
en virtud de (14), (15) y (16).

Estudiemos primero el campo de variacién de z. La expresion

de ¢1(2): ¢c1(2) = —S—h—u, si 2<0; ¢ (2) =sen\_/z, si 2> 0,
VvV =z 'z

prueba que el denominador de (12) sélo se anula para z = kz2. Para

el valor z = n2 se obtiene A4¢ = oo, correspondiente a un movi-

miento eliptico de semieje arbitrariamente grande pasando por los dos

puntos dados.

Por otra parte P — Qcq(2) debe ser positivo. Como que cg (2) se
expresa en la forma c¢o(z) =ch 4/ —z, si 2<0; co(2) = cos V/z,
siz>0,yes P> |Q| (pues P = |Q] si y sblo si X; = X,), vemos
que P — Qcq(2) sblo puede anularse si Q > 0 y z < 0. El valor li-
mite z; tal que P — Qcq(z) = 0 corresponde a A¢=0. Si Q <O
no existe restriccién a los valores de z negativos y lim 4¢ = 0. Po-

Z—> — 00

nemos en este caso z; = — oo,

Fisicamente, 4¢ = 0 corresponde al caso de movimiento (hiper-
boélico) a velocidad infinita entre las posiciones X; y X, y sin que,
por lo tanto, se manifieste la influencia del campo gravitatorio creado
por M.

Noétese ademds que la expresion Pcz(4z) + Q (c2(2) — ¢3(2)) no
se anula para ningin ze(z, #2). En efecto, teniendo en cuenta el
valor de ¢, (2) segtin (8), basta probar que

Vz —sen4/z cos \/z > |sen /2 — A/z cos 4/z|, si z3>0,

Yy que

shy/—z2chy/ =z -4 —z2|vV/—=zch—z—sh/—2,

si z<0.

Se comprueba, de forma elemental, que ambas desigualdades son
ciertas.
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‘En las figuras se representa para distintos casos la funcién 4 (2).
Para z€(z, 0) la funcién se comporta como una pardbola de eje x
si Q > 0 6 como una exponencial decreciente si Q < 0. Para z € (0, n2)
la funcién es aproximadamente rectilinea para valores cercanos a
z =07y de la forma K (#2 — z)732 en el entorno de n2.

He0

260

TIEMPD <(DIRS)

40

C C.28 C.5C C.75 |

a) [3] pag. 131 (II) Mov. heliocéntrico
71 = 2,6808913 u. a.; 72 = 2,5480227 u. a.
Av = 1,0081837 rad.

TIEMPD <DIAS)

T -2 0 2 4

b) [3] pag. 131 (III) Mov. heliocéntrico
r1 = 1,3787617 u. a.; 73 = 2,4996511 u. a.
Av = 2240

16 — Collectanea Mathematica
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¢) Movimiento geocéntrico
71 = 10000 km. : 7, = 10000 km.
Ay = 900
&3 13000
=
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L
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= {2000
=
=
—
1000
-1 0 ! 2
Z

d) Movimiento geocéntrico
71 = 10000 km.; #; = 3400 km.
Adv =2 arctan 5/3

La expresién (14) permite deducir inmediatamente que el movi-
miento es eliptico, parabélico o hiperbélico segiin que z sea positivo,
nulo o negativo, respectivamente.

Para 2=0

Atpz (2P+Q)\/%——Q'

W -



Solucién del problema de Lambert mediante regularizaciéon 241

tiempo necesario para ir de X; a X, en movimiento parabélico. Anélo-
gamente el movimiento es eliptico, parabdlico o hiperbédlico segin
que A¢ sea mayor, igual o menor que A%,

Resumiendo lo dicho en los apartados 2 y 3 tenemos el siguiente

TrOREMA. — La ecuacién fundamental (12) tiene una solucién
y una sola en (z, #2), que puede hallarse por el método de Newton
sin que aparezca ninguna singularidad ni tampoco ninguna indeter-
minacién en el cdlculo numérico efectivo.

Demostracién: Para la primera parte basta calcular la derivada

de (12) y probar que es positiva en (2, #2). Un célculo laborioso
nos da:

aat 1 23(cp —c3) —c3
= E— N =4 1
i = A R E
3¢3+co(12¢3 — 12¢5 + ¢3)
+ P L I+
0 4zct
6(ca —c3) +c3(3co — 5c1)
+ 0? 1 }, 6 =c;z 17
0 o G=cE@) 07

en donde es ficticia la singularidad para z = 0, ya que en los nume-
radores aparecen sendos factores z, pero se ha preferido esta expre-
sién, mds compacta, a la obtenida sin que aparezca el factor z en
los denominadores.

Para probar que (17) es positivo debemos proceder por partes:

Pongamos (12) como (8P + Q) ‘\/Zj%co(z_) y (17) como
P+ POn+Q°¢
26 VP — 05 @) .
Siz> 07y Q > 0 basta probar que £ + { > 0,7 > 0, lo cual se
reduce a comprobaciones trigonométricas. Si z > 0 y Q < 0 se obtiene

que §>0,9>0, > §—n+ 020, quegarantizan%>o_

Si 2< 0y Q>0 es inmediato ver que tanto \/P—_;'”ﬂ)ﬂ como
(B P + yQ) son mondtonas crecientes. Finalmente, si 2 <0y Q <0

se tiene que 1 P =0 o monstona creciente. En
— 2z 2u

cuanto se refiere a (8P + yQ) 4/ — z¢;, se deduce que es moné-
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tona creciente si 2 << — 1,285 a partir de las propiedades de las fun-
ciones hiperbélicas, mientras que para valores de z en [— 1,285, 0)
el crecimiento se obtiene del desarrollo en serie de potencias de z.

Para resolver (12), procedamos ahora a probar la convergencia
del método de Newton. En primer lugar indiquemos que una com-
%zt es positiva si Q <0y
tiene un dnico cero si Q > 0. Recordemos el grifico de 4¢(z) indi-
cado en las figuras. Por lo tanto, el teorema global de convergencia
del método de Newton [4] puede aplicarse aqui si procedemos como
sigue: si el movimiento es eliptico y z; > #2 en alguna iteracién, lo
modificamos tomando z; = @2 — ¢, € > 0 arbitrario, y si 2, <0 lo
modificamos haciendo z; = 0. Andlogamente si el movimiento es
hiperbélico y z; > 0 lo hacemos igual a cero y si z; < z; tomamos
como valor de z; el de 2+ &, con & > 0 arbitrario. Este es vilido
partiendo de cualquier zg€[0, 7#2) si el movimiento es eliptico y de
o € (2, 0] si es hiperbélico.

probacién muy laboriosa muestra que

2
movimiento eliptico y de zy = 0 para el hiperbélico, con lo cual los
movimientos casi circulares y casi parabdlicos quedan determinados
en muy pocas iteraciones.

El examen de las expresiones (12) y (17) muestra la no existencia
de singularidades en (z, #2). Sin embargo pueden aparecer indeter-
minaciones de tipo calculistico que se evitan a continuacién. Para
ello, en primer lugar, introducimos R = P — Q = (4 — B)2 4 C2 de
forma que 4/P — Qcy (2) se transforme en 4/ R + Qzc, (z). Esto evi-
ta la posible diferencia entre dos cantidades pequefias, si |z]| es
préximo a cero y Q préximo a P. Sea zc¢;(2) = «. Con las notacio-
nes establecidas, en el entorno del origen se tiene:

2
En la practica parece conveniente partir de zy = (Q) para el

o = z[2 — 22/24 + 23720 — 2440320 + ...
B =2/3 + z/5+ 1722/420 + 2923/4200 -+ 1181 z4/1108800 +- ...
y=1/3 + 22/15 + 222/63 + 423/675 + 224/2079 + ...

E=1/5+ 172/210 4 2922[1400 + 1181 23/277200 +
-+ 1393481 24/1816214400 —+- ...

n = 1/10 + 112/105 + 1722/525 -+ 223/273 + 19511 2414189175 + ...
.

= — 1/20 4 192/840 4 193 22/16800 — 1109 23/369600
-+ 405319 24/1816214400 ...
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Es inmediato comprobar, a través de las expresiones que han dado
origen a las series expuestas, que se puede garantizar para todas ellas
un radio de convergencia minimo 7, tal que satisfaga la ecuacién

sh 4/79 = 23 /7.

Finalmente puede aparecer otra dificultad del mismo tiposiQ > 0y
z es préximo a 2, La evitamos efectuando una traslacién adecuada,

de modo que si z = —e2, 8 =4/—2z —¢ >0, 0>z >z, queda

At_‘\/—Pézcz (=) + VRP+Q (=)
2p

she che —¢ eche —she
X[P sh3 ¢ +0 sh3 ¢ ]

Aniélogamente procederemos con %-t , eliminando asi todas las

diferencias entre cantidades muy préximas y los cocientes entre ex-
presiones muy pequeflas, evitando con ello la pérdida de precisién
en nuestros cdlculos. Con ésto queda probado el teorema enunciado
anteriormente.

Se observard que el método propuesto para resolver el problema
de Lambert no tiene ninguno de los inconvenientes mencionados en
la introduccién.

4. Experiencias numéricas. — Se ha procedido a realizar un pro-
grama FORTRAN del método expuesto para someterlo a diversos tests.
Se ha tomado como criterio para acabar las iteraciones en la resolu-
cién de (12) un error absoluto menor que 10~ en las unidades em-
pleadas en la medicién del intervalo de tiempo y un error relativo
menor que 107%,

En primer lugar se ha resuelto el problema de Lambert con datos
de ejemplos citados en diversos textos. El nimero de iteraciones se
resume en la tabla 1.

En segundo lugar se ha hecho una exploracién sistematica de
posibles datos iniciales. Para ello se han examinado un total de 1320
supuestas 6rbitas alrededor de la Tierra de acuerdo con los valores
de los pardmetros que se indican en la tabla 2,
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TaBrA 1
Ejemplo Niimero de iteraciones
(Referencia) Gauss Lambert-Euler(Herrick (univ.)| Regularizado
[5], pag. 243, H1 2 * 5 * 2 * 3
(5], pag. 243, H2 4 * 5 * 3+ 5
(5], pag. 243, H3 4 * 6 * 3+ .
[5], pag. 243, H4 diverge 6 * 3 * 1
(5], pag. 243, HS5 singular singular 3 * 1
(1], pag. 68 6 il - >
[3], pag. 129 (I) 9 * _ _ 2
(3], pag. 131 (II) 3 % — _ 5
[3], pag. 131 (III) 3 * _ — 2
(3], pag. 143 3 * _ _ 3

* Estimacién inicial mediante graficos o célculos previos

TABLA 2

Parametro Valores

a (1) 10000 km — 20000 km — 40000 km

0 — 0,001 — 0,01 — 0,1 — 0,3 — 0,5 — 0,7 — 0,9 — 0,99 —
0,999 — 1(4) — 1(5) — 1(6) — 1,001 — 1,01 — 1,1 — 1,5
—2—3—5—10— 100

ty — T (2) | 20005 — 40005 — 60005 — 8000

At 15 — 405 — 20005 — 40005 — 8000
Q@3 |o

o (3) | a2

I(3) 0

(1) Para las érbitas parabdlicas se indica el valor de g.

(2) T = época de paso por el perigeo.

(3) Se toman constantes pues la dificultad estriba en la determinacién de la
orbita en su plano.

(4) Movimiento rectilineo eliptico.

(5) Movimiento parabdlico.

(6) Movimiento hiperbdlico rectilineo.

Para los 1320 casos mencionados se han calculado las efemérides
en los instantes #; y /. (Destaquemos de paso que el método utili-
zado en la resolucién de la ecuacién de Kepler generalizada ha per-
mitido obtener un error menor que 10~° en la anomalia excéntrica
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con un méximo de 4 iteraciones en el caso eliptico, un maximo de 5
en el hiperbélico y 2,87 de promedio global.)

Tomando como datos las efemérides obtenidas se ha procedido
a resolver el problema de Lambert. El ndmero de iteraciones para
resolver (12) ha sido menor o igual que 8 en el caso eliptico y que 6 en
el hiperbélico, siendo el promedio global de 3,07.

En la tabla 3 se expone el ndmero de casos en que han sido pre-
cisas de 0 a 8 iteraciones.

TABLA 3
Neimero Tipo de movimiento
de Eliptico Parabdlico - Hiperbélico
itera- | . 4 (km) g (km) a (km) .
ciones Total Total Total
10000{ 20000] 40000 10000{20000/40000 10000| 20000} 40000
0 20 20 20 60| 40 | 40 | 40 | 120 0 0 0 0
1 0 2 0 21 0 0 0 0 18 32 39 89
2 39 45 40 1241 O 0 0 0 68 58 57 183
3 33 54 87 1741 O 0 0 0 12 14 20 46
4 52 59 73 184| O 0 0 0 17 46 79 . 142
5 47 40 0 87| O 0 0 0 73| 50 5 128
6 15 0 0 15 O 0 0 0 12 0 0| 12
7 8 0 0 8| O 0 0 0 0 0 0 0
8 6 0 0 6| O 0 0 0 0 0 0 0
Total .
iterac.| 814| 690| 633| 2137| O 0 0 0 | 695| 624| 554} 1873
Prom.| 3,7|3,14|2,88| 3,24| O 0 0 0 |3,48]|3,12|2,77| 3,12

Los errores obtenidos en el semieje son menores que 5 cm. excepto
en 39 casos, siendo en 35 de éstos del orden de 10 cm., y en los otros
4 del orden de 20 cm. En la excentricidad el error es inferior a 5-10~2
excepto en 8 casos en que es del orden de 10~7. En el argumento del
perigeo el error es inferior a 10~7 radianes en todos los casos.

En promedio el tiempo empleado en la resolucién de la ecuacién
(12) en el terminal del ordenador UNIVAC 1108 de la E.T.S.I.I.B.
ha sido de 5 ms.

Finalmente se han estudiado 1570 casos adicionales obtenidos de
la siguiente manera: el pardmetro A se ha tomado constante e igual
a 100 km!?; B y C recorriendo la parte real e imaginaria, respecti-
vamente, de los puntos de C de médulo menor o igual que 100, ar-
gumento en [0, #) y cuyas componentes son miltiplos de 10. Por
ultimo el valor de A+# se ha hecho igual a 3* segundos con & = 2 - 11.
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La determinacién se ha efectuado correctamente si bien el ni-
mero medio de iteraciones se ha elevado a 6. Esto es 16gico si se piensa
que se han incluido en este estudio casos de 6rbitas verdaderamente
«patolégicasy.

5. Nota histérica. — De hecho, el llamado problema de Lambert
fue introducido por primera vez por Euler en 1744 (Miscell. Berolin.
T. VII, p. 20), [2], [3], para relacionar el tiempo empleado por un
cometa en ir desde una posicién X; a otra X,, en funcién de la suma
71+ 7, v de la cuerda ¢ que une ambas posiciones. Sin embargo
Euler no se ocupé en lo sucesivo de este método de determinacién
de 6rbitas comentarias y fue Lambert (1728-1777) quien lo extendi6
a las restantes cénicas.

Gauss a los 24 afios se ocupé de este problema en relacién con el
descubrimiento de Ceres en el inicio de 1801. El pequefio planeta
fue perdido a las pocas semanas debido a los pocos datos de que se
disponia. Gauss introdujo la relacién Area sector/Area tridngulo
y desarroll6 un método de determinacién de 6rbitas que permiti6 en-
contrar a Ceres a finales de afio en la posicién por él predicha.

Modernamente se han introducido varios procedimientos [2], como
son la iteracién p, debida a Herrick y Liu (1959) ; la iteracién v, ori-
ginal de Lascody (1958); la iteracién f — g, usada por Douglas; la
iteracién e, desarrollada por Escobal (1964) y el método universal
de Herrick [5].

Es curioso constatar que en textos como [2], [3], [6] ¥ [7] se in-
sista en la dificultad para obtener la determinacién correcta del an-
gulo & que se utiliza en el método de Lambert-Euler (lo que llevaria
a varias soluciones mientras que el teorema probado muestra la
unicidad). Es inmediato verificar que ¢ debe ser menor (resp. mayor)
que 7 si el tiempo 7 es menor (resp. mayor) que

3/2 — —
[ e e | 2 VR )

tomdndose el arco en [0, #/2), y utilizando los signos superiores si
Av < & y los inferiores si 4v > .
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