TEILRAUME GEWISSER TOPOLOGISCHER VEKTORRAUME

NORBERT ADASCH UND BRUNO ERNST

In letzter Zeit wurden in der Kategorie der (nicht notwendig
lokalkonvexen) topologischen Vektorriume gewisse Klassen von to-
pologischen Vektorrdumen ausgezeichnet: die ultratonnelierten, qua-
siultratonnelierten, ultrabornologischen, bzw. Ultra-(DF)-Riume. Sie
iibernehmen hier die Rollen, die die tonnelierten, quasitonnelierten,
bornologischen, bzw. (DF)-Riume in der Kategorie der lokalkon-
vexen Riume spielen. : o

Dieudonné [7] und Valdivia [19], [20], [21] zeigten, daB ein Teil-
raum endlicher Codimension eines tonnelierten, quasitonnelierten,
bornologischen, bzw. (DF)-Raumes wieder tonneliert, quasitonne-
liert, bornologisch, bzw. ein (DF)-Raum ist.

Wir zeigen in dieser Arbeit, daB diese Ergebnisse auch fur die
entsprechenden nicht lokalkonvexen Riume gelten.

Als Anwendung untersuchen wir die Bildriume schwach singu-
larer linearer Abbildungen und erhalten fiir den lokalkonvexen Fall
eine starke Verallgemeinerung eines entsprechenden Ergebnisses von
G. Kothe [13] iiber die Bildriume abgeschlossener linearer Abbil-
dungen.

In den lokalkonvexen Riumen halten wir uns an die Terminolo-
gie von G. Ko6the [12]. Wir wollen nun die weiteren vorkommenden
Begriffe definieren: Sei E[T] ein hausdorffscher topologischer Vek-
torraum (im folgenden stets abgekiirzt HTVR). Eine Folge (U™)
von kreisférmigen absorbierenden Teilmengen mit der Eigenschaft
g1 4 g+ ¢ U™ heiBt «Faden» von E[T]. Wir nennen (U™)
einen «opologischen Faden», wenn alle U™ Nullumgebungen von
E[T] sind.

Ein Faden (U™) von E [T], dessen U™ abgeschlossen sind, heiBt
«Ultratonne» von E [T]. Ein HTVR E [T] heiBt «ultratonnelierty, wenn
jede Ultratonne ein topologischer Faden ist. Die Theorie der ultra-
tonnelierten Riume wurde in W. Robertson [15], S. O. Iyahen [9],
S. Tomaések [17], N. Adasch [3], L. Waelbroeck [22] entwickelt.
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Eine Ultratonne, deren U™ alle beschrinkten Teilmengen von
E[T] absorbieren, heit «Quasiultratonner. Ein HIVR E [T] heiBt
wquasiultratonnelierty, wenn jede Quasiultratonne ein topologischer
Faden ist. Zur Theorie der quasiultratonneliertem Riue siehe S. O.
Iyahen [9] und N. Adasch [3].

Ein Faden (U™) heiBt «Ultrabornolog» von E [T], wenn jedes
U™ alle beschrinkten Mengen von E [T] absorbiert. Ein HTVR
E[T] heiBt «wlitrabornologisch», wenn jedes Ultrabornolog von E [T7],
ein topologischer Faden ist. Die Theorie dieser Riume findet man
in S. O. Iyahen [9], S. TomésSek [18] und N. Adasch [1].

Sei (U™)2; eine Folge von Fiden, dann wollen wir als Durch-

schnittsfaden fj (U%) = (U®) mit U® = (] U™ (falls jedes U™
i=1 i=1
absorbierend, ist) verstehen.

B. Ernst [8] nennt einen HTVR E [T] Ultra-(DF)-Raum, falls
E[T] eine Fundamentalfolge von beschrinkten Teilmengen besitzt
und falls der Durchschnitt (U™) einer Folge von topologischen
Faden (U)2;, mit abgeschlossenen U, ein topologischer Faden
von E[T] ist, wenn die U™ nur jede beschrinkte Teilmenge von
E [T] absorbieren. Zur Theorie dieser Riume siehe B. Ernst [8]
und zum Zusammenhang mit den lokalkonvexen (DF)-Riumen
N. Adasch [6].

1. TEILRAUME ENDLICHER UND ABZAHLBARER CODIMENSION VON
ULTRATONNELIERTEN RAUMEN

Sei E [T] ein HTVR. Dann nennen wir diejenige lineare Topologie
T* die man erhilt, wenn man alle Ultratonnen von E [T] als Nul-
lumgebungsbasis nimmt, die «starke Topologie» von E [T]. Wir zeigen:

(1) Sev H ein linearer Teilvaum endlicher Codimension von E [T7].
Sei T die von der starken Topologie T® von E [T] auf H induzierte
Topologie und T® die zur von T auf H induzierten Topologie T geho-
rende starke Topologie. Dann gilt T® = T

Es geniigt, die Behauptung fiir codim (H) = 1 zu beweisen. Sei
(U™) eine Ultratonne in H. Wir zeigen, daB es in E [T] eine Ultra-
tonne (V™) mit H n V™ ¢ U™ gibt.

Fiir die Mengen U™" gibt es zwei Moglichkeiten :

a) UW' & H fiir allen; b) U™ ¢ H fiir alle # ab einem
festen #y.
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a) Die Mengen V™ = U™’ bilden die gesuchte Ultratonne in
E[T].

b) Sei xpe E ~ H und sei K (xg) die kreisformige Hiille der ein-
punktigen Menge {xg}. Setze dann V@ = Ule+n (1/2%) K (x0).
q.e.d.

Da ein HTVR E[T] genau dann ultratonneliert ist, wenn
T =17, folgt aus (1) sofort:

(2) Ein Teilraum endlicher Codimension eines ultratonnelierten
Raumes ist wieder ultratonneliert.

In [4] wird jeder linearen Topologie T" auf E die «assoziierte ultra-
tonnelierte Topologie T*» zugeordnet. Sie ist unter denjenigen linea-
ren Topologien 77, die feiner als 7 sind, so daB E [T"] ultratonneliert
ist, die grobste. Wir erhalten die zu (1) analoge Aussage fiir 7+ :

(3) Ist H ein lincarer Teilraum endlicher Codimensién von E VAR
so gut mit denselben Bezeichnungen wie in (1) T# = T

Beweis. Da H [ﬁ] nach (2) ultratonneliert ist, folgt sofort
T c T, R

Betrachten wir nun die Einbettung I: H [T] - E [T]. Dann bleibt
I stetig als Abbildung von H [T"] in E[T]. Nach [4] 3. (2) bleibt I
sogar stetig als Abbildung von H[T™] in E[T*]. Also folgt
T“ 5 T*, womit (3) gezeigt ist.

Um fiir den Fall, daB H ein abgeschlossener Teilraum abzihlbarer

Codimension ist eine (2) entsprechende Aussage zu beweisen, be-
notigen wir das folgende Lemma.

(4) Ser E[T] ein ultratonnelierier HTVR, und sei E,, eine aufstei-
gende Folge von Teilydumen von E mit E = \J E,. Dann gilt:
n=1

a) Ein Faden (V) ist genaw dann ein topologischer Faden in
E[T], wenn E, n VY fiir jedes n und j eine Nullumgebung in der
von T auf E, induzierten Topologie T, ist.

b) Eine lineare Abbildung von E [T in einen beliebigen HTV R
F[T'] ist genau dann stetig, wenn sie auf jedem E,[T,] stetig 1ist.

c) E[T] ist der induktive Limes der E,[T,], wobei der induktive
Limes 1m Sinne von [9], [10], [22] verstanden wird.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung mit #hnlichen Methoden
wie sie im Beweis von [8], 2. (1) benutzt werden. Nach Voraussetzung
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gibt esfiir jedes » eine Ultratonne (UM2y in E[T], so daB
E,n UY c E, n V0+D fiir § > 0. Fiir 0 <j <# gilt dann auch
E,,nUY cE, ;n Vi+), Sei

wo _ | By a Vi) 10T gir 0 <j <
Uity fiir j > n.

Dann ist jedes (WJ)32, eine Ultratonne in E [T] und die Mengen

W = } WY bilden auch eine Ultratonne in E [T7].
n=1

Es geniigt nun, WO ¢ V0 zu zeigen: Fiir jedes # ist

E,aWOocE, nWY c(E,n V) + (E,n VW), dh
WO = (J (E, 0 WO) c { [(E, n V) + (E, n V)]

n=1 n=1

c VO L Y ¢ YO,

b) und ¢) ergeben sich unmittelbar aus a). q.e.d.
Jetzt sind wir in der Lage, den gewiinschten Satz zu beweisen.

(5) Sei E[T] ein ultratonnelierter HTV R und sei Eq ein Teilraum
abzihlbarer Codimension von E. Dann gilt:

a) Jeder algebraische Komplementirraum von Eq ist auch ein topo-
logischer Komplementirraum, falls Ey abgeschlossen 1st.

b) Ist Ey abgeschlossen, so ist Eg in der von T auf E\ induzierten
Topologie T wieder ultratonneliert.

Beweis. a) Sei {x;, %1, ...} eine beliebige Cobasis von E,, und fiir
n=1,2,..sei E, der von E; und den Vektoren x, ..., ¥, aufges-
pannte lineare Raum. 7, sei die von 7T auf E, induzierte Topologie.
Sei P, die Projektion von E, auf E, mit

P, (x) = %o, falls x = x9 + A1 %1 + ... + 4, %,
(xoeEy, 4,eC fiir 1 <i <wm).

Dann ist jedes P, eindeutig bestimmt und stetig und fir & < ist
die Restriktion von P, auf E, gleich P,. Durch P (x) = P, (), falls
xeE,, wird eindeutig eine Projektion von E auf E, definiert, die
nach (4), b) stetig ist.
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b) Nach a) ist E, topologisch isomorph zu dem Quotientenraum
von E nach dem von den x;, xy, ... aufgespannten Teilraum, d.h.
E\[T] ist wieder ultratonneliert. q.e.d.

2. TEILRAUME ENDLICHER CODIMENSION VON ULTRABORNOLOGISCHEN
RAUMEN

Wir wollen zeigen, daB ein Teilraum endlicher Codimension eines
ultrabornologischen Raumes wieder ultrabornologisch ist. Die Be-
weisidee geht auf Komura [11] zuriick. Den Beweis von (4) verdan-
ken wir einer freundlichen Mitteilung von Herrn Pfister (Miinchen).

Sei E [T] ein HTVR. Eine Folge (x,) in E heiBt «okale Nullfolge»,
wenn es eine nicht fallende, divergierende Folge positiver reeller

Zahlen 1, gibt (im folgenden abgekiirzt 1, 1 o), so daB die Folge
(A.%,) in E[T] gegen o konvergiert. (x,) heiBt «okalkonvergent ge-
gen x», wenn (x, — x) eine lokale Nullfolge ist. Eine lineare Abbildung
heiBt Wokalstetign, falls sie jede lokale Nullfolge auf eine lokale Null-
folge abbildet, eine lineare Abbildung heiBt -«Wokalbeschrinkts, falls
das Bild jeder beschrinkten Menge beschrinkt ist.

Wie im lokalkonvexen Fall beweist man (Vgl. G. Kothe [12]):

(1) Fiir eine lineare Abbildung A von E [T] in einen HTVR F[T']
sind die folgenden Bedingungen dquivalent :

a) A st lokalbeschrinki.
b) A ist lokalstetig.
c) A biudet jede lokale Nullfolge in eine T' — Nullfolge ab

d) A bildet jede lokale Nullfolge in eine beschrinkic Menge von
F[T] ab.
Ebenso einfach beweist man:

(2) E[T] ust genauw dann ultrabornologisch, wenn jede lokalstetige
Abbildung in einen (F) — Rawm stetig ist.

Wir nennen eine Folge (x,) in E [T] «okale Cauchyfolger, wenn
es positive reelle Zahlen 4,, mit 4,, 1 o gibt fiir #, m — o, so
daB 4, (¥, — %) gegen o konvergiert. Man sieht leicht, daB jede lokal
gegen x konvergente Folge (x,) eine lokale Cauchyfolge ist: Ist
A, 1 oo eine Folge, so daB 1,(r, —x) -0, so bilden die Zahlen
Anm = A* Am[(Ay + 4,) die gesuchte Folge mit 4,,, (x, — x,,) — 0.

Wir zeigen noch: '



32 Norbert Adasch und Bruno Ernst

(3) Ist A eine lokalstetige Abbildung wvon E [T] in den HTVR
E[T"), so ist das Bild einer lokalen Cauchyfolge eine Cauchyfolge.
Beweis. Ist (x,) eine lokale Cauchyfolge in E [T], d.h.

Ay (%n — %,,) >0 und 4,, 1 oo,

so ist die Menge {4,, (¥, — %,,) : #,me N} in E[T] beschrinkt.
Dann ist nach (1) auch die Menge {4 (4,,, (%, — %,,)) : #, m € N} in
F [T'] beschrénkt und (1/2,,) 4 (Aym % — %)) = 4 (x,) — 4 (x,)
konvergiert in F [T'] gegen O.

Eine Teilmenge M c E [T] heiBt «okaldichty, wenn jeder Punkt
in E der Limes einer lokalkonvergenten Folge aus M ist.

(4) Set E[T] esn HTVR, und sei H ein lokaldichter Teilvaum in
E[T] mit codim (H) = 1. Ist A eine lokalstetige lineare Abbildung
von H[T] in einen (F) — Raum F[T'], so gibt es eine lokalstetige
Fortsetzung A von A auf ganz E.

Beweis. Sei y€ E ~ H und die Folge (y,) aus H konvergiere
lokal gegen y. Setze dann A (y) =lim A4 (y,) (dieser Limes existiert
nach (3)), und setze 4 (x) = 4 (k) + A4 (y), falls x = b + A y mit
he H, 2eC. Man iiberlegt sich leicht, daB hierdurch eindeutig eine
lineare Abbildung von E in F erklirt wird.

Wir behaupten, daB A lokalstetig ist. Sei (%,) eine lokale Nullfolge
in E[T], wir wollen zeigen, daB die Menge {4 (x,) : ne N} in F[T"]
beschriankt ist: Es ist x, = 4, + A, y mit 4,€ H, 4, C fiir alle #.
Sei %, =y + AYm = %, + A4, (Y — y). Dann ist x,,€H und
4 (x,) = 4 (%nm) AnZ(y — Ym)-

Es gibt eine monoton wachsende Folge (m,) natiirlicher Zahlen,
so daB {4, A (y —9,,) : m >m,, n €N} beschrinkt ist: Da (4 (y —y,))
einelokale Nullfolge in F[T'] ist (dies folgt aus der Metrisierbarkeit
von F[T']), gibt es eine Folge natiirlicher Zahlen (m,), so daB
A (Y —Ym) in F[T'] gegen o konvergiert. Zu jeder Nullumge-
bung V in F[T’'] gibt es also eine natiirliche Zahl M,, so daB
I A (Y —Ym,) €V fiir n > M, und Ay A (Y, — ) € V it m >m, > M,
Dann ist (4, A(y —y,):m >m,>M, n>M}cV. Fir n < M,
bilden die 4, A4 (y — ¥,,) bei festem # und m > m, Cauchyfolgen, also
wird die Menge {4, 4 (y —9,):m >m, neN} von V absorbiert.

Es bleibt noch zu zeigen, dab die Menge {4 (%,,) : m > n, neN}
beschrankt ist. Fiir jede Nullumgebung U in E[T] gibt es eine na-
tiirliche Zahl M, mit %, , € U fiir n, m > M,. Fiir jedes feste » ist
(%,,m)m=1 lokalkonvergent gegen #,, d.h. jede dieser Folgen ist be-
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schrankt. Dann wird {x,, :m >n, neN} von U absorbiert, d.h.
diese Menge ist beschrinkt in E [T]. Damit ist auch {4 (x,,) : m > #,
ne N} in F[T'] beschrinkt.

Wegen

{Z(xn) ZnEN}C {A (xn,m) mZ”:"EN}'*’{an(y_ym) imzmm%EN}

ist die Folge (4 (x,)) in F [T’] beschrankt, d.h. A ist nach (1) lokal-
stetig. g.e. d.

(5) Ist E[T] wultrabornologisch und H ein Teilvaum endlicher
Codimension, so ist H mit der von T induzierten Topologie T wieder
ultrabornologisch.

Beweis. Es geniigt, den Fall codim (H) = 1 zu betrachten. Es
sind zwei Fille moglich: a) H ist lokaldicht, b) H ist lokal abge-
schlossen. Im ersten Fall folgt die Behauptung sofort aus (4) und (2).

b) Analog zu Komura [11], Prop. 5.2, beweist man: H ist genau
dann lokalabgeschlossen, wenn es abgeschlossen ist. H ist in diesem
Fall also isomorph zu einem Quotientenraum von E [T] nach einem
abgeschlossenen Teilraum, womit schon alles gezeigt ist.

Ist E[T] ein HTVR, so wollen wir unter 7% diejenige lineare
Topologie verstehen, die man erhilt, wenn man alle Ultrabornologe
von E [T] als Nullumgebungsbasis nimmt. Da T* die feinste lineare
Topologie auf E ist, die dieselben beschrinkten Mengen wie T be-
sitzt, bezeichnen wir T als die zu T «wassoziierie ultrabornologische
Topologier. Man iiberlegt sich leicht, daB T* die grobste unter den
ultrabornologischen Topologien ist, die feiner als T sind.

Mit analogen Bezeichnungen und Argumenten wie in 1.(3) fol-
gert man aus (5).

(6) Ist H ein Teilvaum endlicher Codimension des HTVR E[T],

Aub

so gilt fiir die auf H induzierten Topologien T =T

3. TEILRAUME ENDLICHER CODIMENSION VON QUASIULTRATONNE-
LIERTEN UND (UDF) — RAUMEN

Ist E [T] ein HTVR, so bezeichnen wir mit 7% die lineare Topo-
logie auf E, die als Nullumgebungsbasis alle Quasiultratonnen von
E [T] besitzt. T sei wieder die von T auf dem Teilraum H c E indu-
zierte Topologie. Wie fiir lokalkonvexe Ridume gilt dann (Vgl. Val-
divia [21])

3 — Collectanea Mathematica
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(1) Ist E[T) ein HTVR und H ein Teilraum endlicher Codimen-
ston i E, so ist A

Beweis. Wir koénnen codim (H) = 1 annehmen. Es gilt stets
7% ¢ 7. Daher geniigt es zu zeigen, daB es zu jeder Quasiultra-
tonne - (U%) von H [T] eine Quasiultratonne (V) in E [T] mit
VinHcUY, §=0, 1, 2,... gibt. '

U bzw. U° sei die AbschlieBung von U® in E [T] bzw. in
E [T*]. Wir machen folgende Fallunterscheidung :

a) H ist dicht in E[T*]. Nach Abschnitt 2. ist dann UG eine
Nullumgebung in E]T#] und V@ = U® 5 U6° ist die gesuchte
Quasiultratonne.

b) H ist abgeschlossen in E [T%]. Dann bestehen wiederum zwei
Moglichkeiten : «) Es gibt ein 7, so daB fiir alle j > j, UM = U ist.
Seixge E ~ H. Dann bilden die Mengen V) = U+  (1/2/) - K (%),
wobei K (o) die kreisformige Hiille der Menge {xy} bezeichnet, ein
Ultrabornolog in E [T]. Jedes V% ist schon abgeschlossen in E [T],
d.h. (V) ist sogar eine Quasiultratonne mit VW n H c U%. '

f) Fiir alle § gilt UM £ U%, Dann ist jedes U® in E absorbie-
rend. Sei xpe E ~ H. Es gibt eine monoton fallende Folge (4;) posi-
tiver reeller Zahlen, so daB A;xge U fiir alle j. Dann bilden die
Mengen W@ = U% 4 (2,/2) K (%) ein Ultrabornolog in E[T]. Da
stets W4 ¢ UG=1), ergeben die Mengen V) = U die gesuchte Qua-
siultratonne in E [T] q.e.d. .

~Aus (1) ergibt sich anmittelbar

(2) Ewn Teilraum endlicher Codimension eines quasiultratonne-
lierten Raumes ist wieder quasiultratonmeliert. .

Um fiir die von Ernst [8] eingefiihrten (UDF)-Riume einen
entsprechenden Satz beweisen zu konnen, benétigen wir noch einen
Hilfssatz. ' '

(3) Set E[T] esm HTVR, ses v ein lineares Funktional auf E,
N (v) der Nullyaiim von v, und fiir jede kreisformige beschrinkte Menge
B in E[T] set N (v)nB in B abgeschlossen. Dann ist v auf jeder
kreisformigen beschrinkien Menge in o stetig.

Beweis. Sei B eine abgeschlossene kreisférmige beschrinkte Menge
in' E[T]. Ist v (B) = {0},> so ist nichts mehr zu beweisen. Sei also
v (B) # {0}. Dann gibt es fiir e > 0 ein xpe B mit v (%) =4 < ¢
und 29 > 0, d.h. %y ¢ N(v). Wegen der Abgeschlossenheit von
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N () n (B + B) gibt es eine kreisformige Nullumgebung U mit
(xo + U)n (B + B) nN (v) = ¢. Dann gilt |v (x)| < 4o < e fiir alle
xe Un B: Angenommen es gibt ein ye Un B, so daB |v(y)| = 4.
Dann gibt es ein yoe Un B mit v (yg) = — 4, d.h. %+ y0eN (v) n
n(B + B)n{x + U) # ¢, womit schon der Widerspruch erreicht
ist. q.e.d.

Mit diesem Hilfssatz 148t sich leicht zeigen

(4) Ist E [T] ein (UDF)-Raum und ist H c E ein Teilrawm endli-
cher Codimension, so ist H mit der von T induzierten Topologic T
wieder ein (UDF)-Raum.

Beweis. Wir haben zwei Fille zu unterscheiden :

a) H ist abgeschlossen. Dann ist H isomorph zu einem Quo-
tientenraum von E [T] nach einem abgeschlossenen Teilraum und
damit wieder ein (UDF)-Raum.

b) H ist dicht. Es geniigt, den Beweis fiir codim (H) =1 zu
fithren. Ist (B,) eine Fundamentalfolge kreisformiger abgeschlossener
beschrinkter Mengen in E [T], so bilden die Mengen H n B, eine
solche Folge in H [T].

Sei (Ug))f,‘;l eine Folge von topologischen Fiden mit abgeschlos-

senen UY in H [T] und jedes UM = ﬁ UY absorbiere alle beschrank-
n=1

ten Mengen in H [T]. Wir miissen zeigen, daB dann auch (UY) ein
topologischer Faden in H [T] ist. Da H nicht abgeschlossen ist, gibt
es wegen (3) ein #eN und ein %, mit % ¢ Hn B, aber xpe Hn B,
und %y e E ~ H. Weiter gibt es positive reelle Zahlen 1; mit
A (H n B,) c U, Dann ist auch 4 {H n B,) c U®, d.h. T ist
absorbierend in E. Wie im Beweis von (1), Fall b) folgt auch hier,
daB jedes U® alle beschrankten Mengen in E [T] absorbiert, und daB

ﬁ Ez, wegen U0 c ﬁ 5@ dann eine Nullumgebung in E[T] ist.
n=1 n=1

Wegen (ﬁ —U—EZ)) nH= ﬁ (E?nH) = ﬁ UP = U@ ist dann auch
n=1 n=1

n=1

(U9 ein topologischer Faden i H [T]. q.e.d.
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4. ANWENDUNG VON 1. AUF DIE BILDRAUME SCHWACH SINGULARER
ABBIILDUNGEN

In Adasch [4] werden die s-Rdume eingefithrt. Es gilt fiir diese
der folgende Satz iiber offene Abbildungen :

(1) Ein HTVR E[T] ist genau dann ein s-Raum, wenn jede abge-
schlossene linearse Abbildung A von E [T] auf einen ultratonnelierien
Rauwm F [T'] offen 1st.

Da man leicht offene Abbildungen von (B) — Riumen auf eben-
solche finden kann, die keinen abgeschlossenen Graphen haben (jede
unstetige Projektion auf einen abgeschlossenen Teilraum eines (B) —
Raumes ist eine solche Abbildung), erhebt sich zunichst die Frage,
wie man in dem offenen Abbildungssatz (1) die Voraussetzungen
iiber 4 scharf machen kann.

G. Kothe [13] gibt hier einen auch fiir nicht notwendig lokal-
konvexe Riume gangbaren Weg an.

Wir werden nur die Ergebnisse zitieren. Die Beweise erhilt man
leicht aus den von Kothe angegebenen Beweisen fiir lokalkonvexe
Réume.

Sei A eine lineare Abbildung von E[T] in F[T']. U und V
seien alle Nullumgebungen von E [T] bzw. F [T']. Dann nennt man
KA)=NA471(V) bzw. S(4) =vnvm den «Kern von A» bzw.

veu €

die «Singularitit von A». Die Abbildung K o A, das Produkt von A
mit der Quotientenabbildung K von F[T'] auf F/S (4)[T"], heiBt
weguldre Kontraktion von A». K oA hat stets einen abgeschlossenen
Graphen. A heiBt «chwach singulir», wenn die AbschlieBung N (4)
des Nullraumes N (4) von 4 mit K (4) zusammenfillt. Insbesondere
sind abgeschlossene Abbildungen schwach singulir. Es gilt (vgl. [14]
9.(1) und 9.(2)).

(2) A ist genau dann offen, wenn A schwach singulir und die re-
guldre Kontraktion Ko A offen ist.
Man erhilt damit

(3) Set E[T] ein s-Raum, F [T'] ein ultratonnelierier Raum. Dann
ist jede schwach singulire Abbildung A von E [T] auf F[T'] offen.
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Zum Beweis betrachte man das Diagramm :

4 K

(4) KoA: EI[T] F[T'l——— . F|S(4)[T]
Pt
\ /\
~ KoA
E|K (IA)[T]
|
EIN (A) [T]

verwende (1) und (2) und beachte, daB Quotientenrdume von s-Riu-
men s-Riume und von ultratonnelierten Riumen ultratonneliert sind
sowie N (KoA4) = K (4). q.e.d.

Wir beweisen nun

(5) Sei E[T] ein s-Raum, F [T"] ein ultratonnelierter Raum. Jede
schwach singuldre lineare Abbildung A von E [T] in F [T'] deren Bil-
drawm R (A) in F[T'] endliche Codimension hat ist offen und die
reguldr Kontraktion K o A hat einen abgeschlossenen Bildraum.

R (A) ist genau dann abgeschlossen, wenn R (A)> S (4).

Beweis. Da R (A4) ultratonneliert ist, folgt aus (3) sofort, daB 4
offen ist.

Betrachten wir wieder das Diagramm (4) (jetzt jedoch ohne die

P
Voraussetzung, daB A auf F[7'] abbildet). Ko A~! ist eine stetige

lineare Abbildung von R (Ko A) [T’] auf E[K (4) [f] Da auch
R(KoA) in FI[S(4 ) [T"] endhche Codimension hat also 1n der

durch T’ induzierten Topologie T’ ultratonnehert ist, bleibt Ko A !
stetig als Abbildung von R (Ko A) [T] auf E/K (4) [T“‘]. Nach [5],

~ AN
2.(6) ist jedoch E[K (A)[T*] vollstandig. K- A~! ist also eine ab-
geschlossene lineare Abbildung aus F/S (4) [T'] in den vollstindigen

Raum E K (4) [T%] mit dem Definitionsbereich D (Ko ~1) =R (K o A).
Man iiberlegt sich nun leicht, daB ihr Definitionsbereich R (K o A)
abgeschlossen ist (vgl. Kothe [13]).

Gilt auBerdem R (4) > S (4), so ist wegen K—! (R (Ko A)) = R (4)
auch R (4) in F [T'] abgeschlossen. q.e. d.

Bemerkung: Wenn man wiiBte ob beliebige Teilrdume mit ab-
ziahlbarer Codimension eines ultratonnelierten Raumes wieder ultra-
tonneliert sind, dann wiirde (5) auch fiir Abbildungen gelten, deren
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Bildraume abzahlbare Codimension haben (mit demselben Beweis).
Da dies jedoch fiir tonnelierte (lokalkonvexe) Riume stimmt (vgl.
[16] und [20]), erhalten wir

(6) Ser E[T) ein lokalkonvexer s-Raum, F[T'] ein tonmelierter
Raum. Jede schwach singuldre lineare Abbildung A von E [T] in F[T'],
deven Bildvaum R (A) abzihlbare Codimension hat ist offen und die
reguldve Kontraktion Ko A hat einen abgeschlossenen Bildvaum.

R (A) st genau dann abgeschlossen, wenn R (A) o S (4).

Fiir die lokalkonvexen s-Raume siehe [2] und [5]. Der Beweis von
(6) ist dann nur eine Modifizierung des Beweises von (5).

Da in der Theorie der lokalkonvexen Riume besonders hiufig
Abbildungen betrachtet werden, deren Definitionsbereich nicht der
ganze Raum ist, wollen wir noch andeuten, daB (6) auch fiir solche
Abbildungen richtig ist, sofern man von A noch die Maximalitit
(vgl. [14]) verlangt.

Man erhélt dann eine starke Verallgemeinerung des Hauptergeb-
nisses von G. Kothe [13], die fiir speziellere Ridume schon in [1]
enthalten ist.
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