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El hecho de que en un espacio normado N, un elemento g, de
un subespacio vectorial L de N, sea aproximacién 6ptima, relativa
a L, de otro elemento fe N, goe P, (f) (l.e. goe L, ||f — gl <
< If — gll, v &€ L) viene caracterizado por 14 existencia de un fun-
cional lineal, acotado, ¢ € N*, con las propiedades que se enuncian
en el siguiente teorema

TEOREMA 1 [ver. p. ej. [6] pdg. 18]. Sea N un espacio normado,
L un subespacio vectorial de N, fe N\ L y go e L. Condicién nece-
saria y suficiente para que g, sea aproximacién éptima de f, relativa
a L, es que exista un funcional lineal, acotado, ¢ € N*, que verifique

i) Jlell=1
i) @g =0 wgel
ili) o(f) =¢(f —g) =I|If —goll =1inf {||f —gll: g€ L} = ¢ (/)

(es la segunda igualdad de iii, la que propiamente constituye dicho
apartado del teorema, pues las restantes son, respectivamente: con-
secuencia de ii, consecuencia de la definicién de aproximacién éptima,
y definicién de una notacion).

Este teorema, publicado por I. SINGER [5] en 1956, y ya clésico
en teorfa de la aproximacién, no pasa de ser una sencilla interpreta-
cién del teorema de HAHN-BANACH.
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Por otra parte, si N y N’ son espacios normados sobre el mismo
cuerpo K(R 6 C) y si en el espacio producto N X N’ se considera
una norma que verifique la propiedad de «monotoniay

M) A<D gl < Hg' " = 1106 F) e <118 &) 114

entonces, evidentemente, se da la implicacién

g€ PL(f), goePr(f) = (80 &'0) € Prur (£, f)

cualesquiera que sean los subespacios L y L', y los elementos f y f’,
de N y N’, respectivamente.

El objeto del presente trabajo es la obtencién de un funcional
é € (N X N')*, que caracterice el hecho de que (gy, g'o) es aproxima-
cién 6ptima de (f, f'), relativa a L X L', a partir de sendos fun-
cionales p € N* y ¢’ € N'*, que caracterizan el que gy y g’o son apro-
ximaciones éptimas de fy f’, relativas a L y L', respectivamente.
Suponiendo que se ha tomado en N X N’ una M-norma.

Se parte para ello del isomorfismo algebraico entre los espacios
N* X N'* y (N X N’)*, que expresa la igualdad

(@, @) (L) =@ () +¢'(F)

y de los siguientes lemas, el segundo de los cuales se enuncia teniendo
en cuenta que, a partir de ahora, se consideran identificados alge-
braicamente los espacios N* X N'* y (N x N')*.

Lema 1. — Condicién necesaria y suficiente para que una norma
[l llx en N X N’, sea del tipo M es que se verifique la implicacién

A= Tgll WP =1g 11" = (L F)le = 1I(g &)11*

DEMOSTRACION. La necesidad es evidente.

Suficiencia. Sean ||f]] < |lgll, IIf']I' < llg'll’- Si ambos signos son
de igualdad no hay nada que probar. Supongamos, por ejemplo, que
IfIl < llgll v sea ¢ =|IflI-1lgll~* €[0, 1), entonces

1 Pl =l £l < 252 11, £)11 +

+[1 = 1= Ml =l ML

en forma andloga se prueba ahora que lo anterior es menor o igual
que /(g &)1«
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CororarRIiO 1. — La M-norma de un elemento de N x N’ de-
pende sélo de las normas en N y N’ de sus componentes.

LEMA 2. — Sien N X N’ estd definida una M-norma || ||,, condi-
cién necesaria y suficiente para que el funcional lineal ¢ = (¢, ¢') €
e (N X N')* sea acotado, es que lo sean pe N* y ¢’ e N'*, y se
verifica

W1l = sup Ll 1A+ o' IV 1 e =1

DEMosTRACION :  Suficiencia. Cuando ¢ y ¢’ son acotados, tam-
bién lo es ¢, pues el ntimero real del segundo miembro de la igualdad
del enunciado es, evidentemente, una cota superior del conjunto de
numeros reales

e () +o" (U Flle =1

cuyo supremo es, por definicién, la norma de ¢.

Necesidad. La acotacién de ¢ y ¢, supuesta la de ¢, se encuentra
implicita en la demostracién de la igualdad del enunciado, a la que
se procede en dos etapas.

i) Se prueba que

sup {lo(f) +¢" () 1A N =1 =
=sup {{g (N + 1" (M), =1

Por ser || ||, una M-norma, si se toma

k=sgn ¢ (f)-o(f) = \lg’((g;l %f)l

~

(cuando ¢ (f), o ¢’ (f'), son cero no hay nada que probar) se obtiene

W ) e = (RS F) 1Lk
lo (f) + ¢ () <leDl +l¢" (f)] = lo &N +
+ 19" ()] = lo (kf) + ¢ ()]

cualesquiera que sean f y f’, de donde se concluye, trivialmente, la
igualdad citada. :
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ii) Ya que || ||, es M-norma y, por tanto, su valor en un punto
(f, f) s6lo depende de las normas de sus componentes, se obtiene,
tomando » > 0, ' > 0, tales que

A=A 11" =7 = [ Il =1

el siguiente resultado

sup {{o (N + 1" () 1IL e =1 =
=sup {{p () + 1" ) :Nfll =7 I II'=7}y =
= sup {{p(f)|: Ifll =7 +
+ sup {{¢' (f) | IfII" =7} = llollr + l'[|"7

cualesquiera que sean 7 y 7’ en las condiciones enunciadas. En con-
secuencia

sup {lp ()1 +1¢" (M1 e =1 =
=z sup (e[ LA+ N 1IN 1 e =1

lo que prueba la acotacién de ¢ y ¢', con lo que también es.cierta
la desigualdad inversa y ambas dan la igualdad buscada.

CororarRIO 2. — La norma del funcional lineal acotado ¢ =
= (p, ¢') € (N X N')*, es el mdximo de la funcién real de dos varia-
bles reales

(%, y) e R? llellx+ (¢l y

con la condicién
& Ylew =1 x>0,y>0

Donde es, por definicién, ||(x, ¥)|l.. = |l(xe, v€')||,, siendo
(e, ¢') e N X N’ arbitrario, tal que

llel| = lle']]" =1

El lema anterior es, realmente, una consecuencia de la equiva-
lencia de todas la M-normas — cuya demostracién es inmediata —
salvo en la férmula que da la norma del funcional ¢ = (g, ¢') €
€ (N x N')*. Es precisamente porque nos interesa dicha férmula,
por lo que se enuncié y demostré tal como estd.
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Supuesto lo anterior, sea || ||, una M-norma en N X N’ y sean
peN* y ¢' e N'*, funcionales que caracterizan, en el sentido del
Teorema 1, los hechos go € P, (f), g'o € P (f'): Se verifica entonces

TEOREMA 2. — Existen dos ntimeros reales no negativos, a, b,
tales que el funcional

¢ = (ap, bg') e (N X N')*
caracteriza, en el sentido del Teorema 1, el hecho

(€0, &'0) € Pryr (f, f))

DEMOSTRACION : Tales nimeros han de someterse a las siguien-
tes restricciones, inducidas por las que se exigen de ¢ y se suponen

degyyo

1) | lle =méx @ llpll 1Al + dl1" I 1A1]" 2l (B, B)lly = 1)
= max {a [|A|l.+ b WA || (b, H) Iy = 1} = 1

i) (g &) =ap(e +be'(g) =0, v g)eLxL
iii) $(f— 8o f' —&o) =ap(f —8) + 09" (/' — &) =
—allf —gll + 01 —&oll’ = 1I(f — &0 ' —&0)lls

Por consiguiente, los ndmeros buscados deben satisfacer la ecua-
cién de i) y la algebraica lineal de iii). En cuanto a ii), nada dice
sobre los ntimeros @ y b, pues se verifica, cualesquiera que éstos sean.

Escribiendo la ecuacién iii) en la forma

Ilf — &oll IIf —goll’ .
“Mi—eo 1 — &0l +o ||(ffgo» ff=8gdlle :

como el punto

(x y)=< Hf_'gOH !f’—g’OHI )
' AN — 8o F =gl H{F— &0 /7 — &0l

posee norma || ||,, igual é 1, ambas ecuaciones equivalen a la deter-

minacién de un funcional lineal, de matriz asociada (a, b), en el espa-
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cio R x R, dotado de la norma || ||,,, y cuya norma, igual a 1, se
alcance en (x, y). ’

Dicho funcional es una extensién, segiin el teorema de HAHN-
Banach, del que se define en el subespacio de R X R engendrado
por (x, y), de la siguiente forma

prit(x, y)e<(x, y) > ———t|[(x M)lox

Ademsds, a y b han de ser no negativos, pues si, por ejemplo,
fuese 2 < 0, b >0, se tendria: a(— x) + by > ax + by, contra la
hipétesis, pues [[(— %, ¥)|las = | (%, Y)|lag = 1.

Es evidente que si la M-norma es tal que

(001l = £IUAL 1O )Nl =R

entonces

allf —gll +bllf" —goll <EISf—goll + & If" —gholl’

Se describe, a modo de ejemplo, la obtencién de la norma de
¢ = (p, ¢'), en funcién de las normas de ¢ y ¢’, cuando en el espacio
se considera la familia de M-normas més interesantes y sencillas

WG L, = LA & P21, (b= 1)
1, ) leo= max €If1l, 111"}

Como se dijo en el Corolario 2, 1a norma de ¢, || 4]|,. es el maximo
de la funcién

(%, y) eR2

— llellx +ll¢'Il’yeR

con la condicién ||(x, y)|l,, =1, x>0, y > 0.

Puede aplicarse, en el caso 1 < p < 4 oo, el método de los mul-
tiplicadores de Lagrange para la obtencién de dicho méximo, que
serd, entonces, solucién del sistema de ecuaciones

24+ =1, 22>0, y=>0
llpll + tpxr=1 =0
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es decir

llell g ||’

T Ml + 1A% > = TlplP + N’ 17717

luego

1l = lpll2 + llg"|]"2
P el + Ne'[17211

Para los casos p = 1, ¢ =, se puede proceder facilmente en forma
directa

11l = méax {{l@l| |l + [lg"II" [12]]" - [|A]] 4+
+ A" =1y = max {llg]l, 'l

[[$llcc = max {[|@|[ ||| +
+ "Il 1127117 2 max {{[&]], ']} =1 = llell + ll¢'ll’
Consecuencia inmediata de las desigualdades
méax {|[ [, If'II'y = l[(f, [)leo < I(F, f)llg <
< P < U =1+
cuando 1 < p < g << + oo, son las

méx {|lell, ll¢'[I = [l{g, @)l <l ¥l <
<l ¢)lls < lllg, @) lleo = lloll + ll¢' I’

Respecto a las soluciones 4 y & del problema planteado en el

teorema anterior, resulta, para 1 < p < + oo, que son soluciones
del sistema

allf —gll +ollf —goll" =L[If —gll? + lIf —&'ll'?]*
a2 + b2 = [at + bPUP

Para p = 2, por ejemplo, se obtiene

_ Ilf — &oll b — If" — &l
UIf—8&oll2+ IIf —ghll"2 1’ LIS —goll2+ [1f" —goll "2

a

Cuando es p = 1, se tiene el sistema de ecuaciones

allf —gll +ollf" —goll" = IIf — gll + Ilf — &oll’

max {a, b} =1
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con soluciones

a=b=1, si [|f—gll #0, |If —goll'#0
a=1, bel0, 1], si [|f' —goll’=0
ac [0: 1]: b= I, si ”f_gOH =0

Y finalmente, para la norma || ||, las ecuaciones son

allf —goll +ollf" —g&oll" = méx {||f — gll, I/ —&oll"}
' a+b=1

y las soluciones

a = 1: b= 0: si ”f_gOH > Hf’ _gIOHI
a=0 b=1 si [[f—gll <If —goll
ael0, 1], b=1—a, si ||f~gll=Ilf—goll
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