UN TEOREMA DE INMERSION EN ESPACIOS TONELADOS
QUE NO SON BORNOLOGICOS (¥)

por

MANUEL VALDIVIA

N. BourBAkI y J. DIEUDONNE se preguntan en [1] y [2], res-
pectivamente, si existe algtin espacio tonelado que no es bornolégico.
L. NAcHBIN, [4], y T. SHIROTA, [5], responden a esta cuestién dando
un ejemplo de un espacio tonelado que no es bornolégico. En [6]
hemos demostrado que si E es el producto topolégico de una familia
no numerable de espacios tonelados no nulos, existe en E una infi-
nidad de subespacios densos, tonelados y no bornolégicos.

En este articulo vamos a utilizar en parte el método seguido en
[6], vy demostraremos un teorema de inmersién en espacios tonela-
dos que no son bornolégicos.

Los espacios vectoriales que utilizamos aqui estdn definidos sobre
el cuerpo K de los ntimeros reales o de los niimeros complejos. Si
< E, F > es un par dual de espacios vectoriales representamos, como
es habitual, por ¢(E, F) la topologia en E de la convergencia uniforme
sobre cada conjunto finito de F. Si E es un espacio vectorial topo-
16gico escribimos E’ para su dual topoldgico. Para la dimensién al-
gebraica de E ponemos dim E. Si A es un conjunto, card 4 significa
el ndmero cardinal de 4 y P,(4) es el conjunto de todas las partes
numerables, finitas o infinitas, de A. El ntdimero cardinal del conjunto
de los numeros enteros lo representamos por w.

TEOREMA 1. Sea E un espacio de Banach de dimension infinita. St E
es separable, entonces E[o(E, E')] es un subespacio denso de un espa-
cio tonelado F, de manera que F mno es bornologico. -

Demostracién: Si B és la bola unidad cerrada en E, y B0 es el
conjunto polar de B en E’, entonces, para cada‘entero positivo #,

(*) Subvencionado en parte por el «Patronato para el Fomento de la
Investigacién en la Universidad». '
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nB0 es metrizable para la topologia inducida por ¢ (E’, E) y, por lo
tanto, podemos hallar en #B? un conjunto numerable 4, o (E’, E)-

denso en #nB0. Sea S la familia de todas las sucesiones de Do A, que
n=1
convergen en E’ [¢ (E’, E)]. Sea f una aplicacién de E’ en § tal que si
xeE’, f(x) o (E’, E)-converge a x. Si x,y € E’, x #* y, es inmediato
que el conjunto {xy, %, ..., %,, ..} es distinto de {y;,y,, ..., ...}
siendo f(x) = {x,}uz1, f(¥) ={¥}nz1 ¥, por lo tanto, card E’ < card

(oo}

P,(UA,) = 2% Por otra parte, E’, con la bola unidad cerrada B9,
=1

es un espacio de Banach de dimensién infinita, y puesto que todo
espacio de Banach separable de dimensién infinita tiene dimensién
igual a 2@, [3], entonces dim E’ = 2®. Si M es el dual algebraico
de E’, con la topologia ¢ (M, E'), M es igual a K, card I = 2. Sea
L el subespacio de M formado por todas las funciones que son nulas
en todos los puntos de I salvo, a lo sumo, en una infinidad numerable,
veamos, ahora que L es un espacio tonelado. Puesto que L es suce-
sionalmente completo basta ver que dicho espacio es casi-tonelado.
En L sea U tin conjunto absolutamente convexo cerrado y bornivo-
10y sea ﬁ su clausura en M. Puesto que M es tonelado es suficiente
probar que U es absorbente en M. Sea x un vector en M. Sea {x;:7 €
€J, <} una red en L tal que J es el conjunto de todas las partes
finitas de I, de manera que < es la relacién de inclusién en J, y
%; (1) = x(4), 7 €4, %;(x;) = 0,9€ I ~ j. Dicha red converge a x en M.
Puesto que el conjunto {x;: j € J} es acotado en L existe un 1€ K,
A #0,talque {Ax;:j € J} e Uy, por lo tanto, lim {1%;: je J, <} =
=AxeU.

Es inmediato que card L = 2® y puesto que card E = 2¢, se
tiene que la envoltura lineal G de E y L tiene 2® como ndmero
cardinal. Si H es el conjunto de elementos de M, que son limites de
sucesiones contenidas en G, entonces es obvio que card H = 2%,
Puesto que card M = 22° > 2¢ existe un x, € M, que no es limite
de ninguna sucesién- de G. Sea F la envoltura lineal de G U {xy},
con la topologia o (F, E'). Evidentemente E [0 (E, E’)] es denso en
F y vamos a probar que F es tonelado y no es bornolégico. El espa-
cio L es tonelado y denso en F, de donde se deduce que F es tonela-
do. Supongamos que F es bornoldgico. Si en F B es la familia de
todos los conjuntos acotados, absolutamente convexos y cerrados,
entonces -F es el limite inductivo de la familia {Ez: B € B}, en donde
Ep es el espacio normado envoltura lineal de B; con bola unidad B,
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Puesto que G es un hyperplano denso de F existe un conjunto 4 en

B, tal que G n E 4 es un hyperplano denso en E,, de aqui que exista

un yg en E,, y, ¢ G, y una sucesién {y,}n=; en G n E,, de manera

que en E, yo = lim y,. Podemos poner xy = uyy + 2, u € K, p # 0,
n

z € G. Iasucesion {z,},2 tal que z, = uy, + 2,7 = 1,2, .., estd en
G y converge en I a x;, lo cual es una contradiccién, de donde se
deduce que F no es bornoldgico.

c. q. d.

El teorema siguiente se refiere a la dimensién algebraica de cier-
tos espacios de BaNACH, (ver también [3]).

TEOREMA 2. Sea E un espacio de Banach de dimension infinita. Si
{x;,u;: 1 €I} es un sistema biortogonal para E, tal que {x;: 1 €I} es
total en E, entonces dim E = card P, (I).

Demostracién: Sea S el conjunto de los elementos de E que se
obtienen de todas las expresiones sumables en E de la forma  {a;x;:
t €I}, con a; racional. S es un espacio vectorial sobre el cuerpo de
los ndmeros racionales. Si-J € P,(I) sea x{]) = > a;(J)%;, a;(J) = 0

sitef,a(Jy=0sii¢] SiJy, JoeP,(I)y ]1 # J, existe un
jo €J1,70 ¢ J2 ¥, por lo tanto, se tiene que

<t % (J1) > = < wjp, a;, (J1) %, > # 0
< M]o’x(]Z) > = <M7o’a (]2) x70> = 0
de aqui que x (J;) 5% x (J,), lo que nos indica que

card S > card P, (I), (1).

Si H es una base de Hamel de S, entonces cada elemento de S es
una combinacién lineal racional de un ndmero finito de elementos
de H, de donde se deduce que

card H = card S, (2).

Por otra parte si en Sy, = J{a; x;:42€ I},j=1,2,..,p son vec-
tores linealmente independientes, entonces, puesto que a; es racio-
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nal, 1 €l,j=1,2,..,p, podemos hallar 4y, 95, ..., 5, € I, de manera
que

a,-‘ P aizp .ee aip |

y, por lo tanto, ¥y, %, ..., ¥,, son linealmente independientes en E,
de aqui que

dim E > dim S, (3).

En E existe un conjunto A denso, de manera que card 4 = card I,
y como a cada x € E se le puede asignar una sucesién en A, que con-
verge a x, se deduce que

card E < card P,(I), (4).
De (1), (2), (3) y (4) se obtiene
card P,(I) <card S = dim S < dim E < card P,(J)

y de aqui, dim E = card P,(I).
c. q. d.

Nora. Si E es un espacio de Banach separable, de dimensién infinita,
existe un sistema biortogonal {x,, #,}.=; para E, tal que {x,},2; es
total en E y, por lo tanto, dim E = card P, (NV), siendo N el conjunto
de los niimeros naturales, es decir dim E = 2® que es el teorema de
Lowic.
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