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En este articulo damos una caracterizacién de aquellos espacios
localmente convexos que son subespacios de un producto de rectas.
Dicha caracterizacién la deducimos de un resultado que obtenemos
aqui mas general que el teorema de F. Rixsz que afirma que un es-
pacio normado que tiene un entorno compacto es de dimensién finita.
También damos un teorema vilido para ciertos espacios topolégicos
del cual deducimos un teorema mds general que el de F. Rigsz. Los
espacios vectoriales que manejamos en este articulo estdn definidos
sobre el cuerpo K de los niimeros reales o de los ntimeros complejos.
Si < E, F > es un par dual de espacios vectoriales representamos,
como es habitual, por o(E, F) la topologia sobre E de la convergen-
cia uniforme sobre las partes finitas de F. Si 4 es un conjunto en
el espacio topolégico T, denotamos por A el interior de 4 ypor A ~ A
el complementario de A con respecto a A. Si la topologia del espacio
topolégico T es T escribiremos a veces T[T] en vez de T.

TEOREMA 1. Sea < E, F > un par dual. Sea T una topologia
vectorial en E, tal que existe en E[T] un entorno cervado U del origen,
que mo contiene mingin subespacio real de E de dimensidn umno. St
U ~U es unién de « conjuntos cerrados en E[o(E, F)], entonces existe
en F una familia {A;: i€} de conjuntos finitos, tal que u {A;: 1€ I}
es total en Flo(F, E)] y el wimero cardinal de I es o.

Demostracién: Supongamos que U ~ U es igual a U {B;:1 €[}
siendo B; cerrado en E[¢(E, F)], 1€ l. Dado i€, es posible deter-
minar en F un conjunto finito 4; tal que P,n B; = o, siendo P; el

(*) Subvencionado en parte por el «Patronato para el Fomento de la
Investigacién en la Universidad».
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conjunto polar de A; en E. Para cada conjunto M de F representa-
mos por ML el subespacio de E ortogonal a M. Entonces

[U{diiielt=n{dLt: e} n{P;:ie 1},
de donde se deduce que
[Ud;;ietn (U ~TU) = .

Six e[U{d;:iel}]L, x #0,sea G = {Ax: Areal}. Puesto que GG U
existe un Ag real, g % 0, tal que Agx ¢ U. Si 4g > 0 sea u = {4 4
real, AxeU, A<} y st {<O0,u={A:2 real, AxecU, 1> Ay}.
Entonces g x es un punto de U ~ U’, lo cual es una contradiccién.
c. q. d.

CororarIO 1.1. Sea < E, F > un par dual. Sea T una topolo-
gia vectorial en E, tal que existe en E[T] un entorno cerrado U del
origen, que no contiene ningun subespacio real de E de dimensién uno.
Si U ~U es cerrado en E lo(E, F)] entonces E es un espacio vectorial
de dimension finita.

CororARrIO 2.1. Sea E un espacio normado tal que ||x|| es la norma
de cada x€ E. Si el conjunto {x:x€E, ||x|| = 1} es union de « con-
guntos cerrados en E[o(E,F)] entonces existe en el dual topolégico E'
de E una familia {A;: i e 1} de conjuntos finitos de manera que U {4;:
1€ 1} es total en E'[o(E’, E)] vy el numero cardinal de I es o.

CorOLARIO 3.1. Sea E un espacio normado. Si {x: x€E, ||x|| = 1}
es débilmente cervado, entonces E es de dimension finita.

Nora 1. Obsérvese que el conocido teorema de F. RiEsz es un
caso particular del Corolario 3.1, puesto que si el espacio normado
E tiene un entorno compacto, entonces {x: ¥ € E, ||x|| = 1} es com-
pacto y, por lo tanto, débilmente compacto, de aqui que sea débil-
mente cerrado.

TEOREMA 2. Sea E un espacio localmente convexo separado. Sea
{U,:iely un sistema fundamental de entornos del origen, absoluta-
mente convexos cerrados. El espacio E es un subespacio de KJ para
algiin conjunto de indices J si, y solo si, U; ~ lof,- es débilmente cevrado
para cada i €1.
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Demostracién: Si E es un subespacio de KJ, entonces su topolo-
gia coincide con la topologia débil y, por lo tanto, U; ~ Ugi es débil-
mente cerrado, para cada 7el. Reciprocamente, supongamos que
U, ~ Uo'i es débilmente cerrado para cada 7el. Sea F;, = {x:x€E,
Axe U, v Ae K}. Evidentemente F; es cerrado en E. Si ¢; es la
aplicacién canénica de E sobre E|F,, sea E; el espacio normado
sobre E[F,; que tiene como bola unidad ¢;(U;), es inmediato que
o;(U; ~ (ofi) es la esfera unidad en E; y se verifica que ¢,;(U; ~ (3',-)
es débilmente cerrado en E;. Aplicando el Corolario 3.1 se tiene que
E; es de dimensién finita. Por otra parte E es un subespacio de
IT {E;:iely y, por lo tanto, E es un subespacio de K/ para un
adecuado conjunto J. c.q.d.

TEOREMA 3. Sea E[T] un espacio topologico separado. Sea T' una
topologia separada sobre E. En E[T)] sea U un entorno cervado de un
punto dado xy, tal que U ~ U es cerrado en E [T). St en E[T'] % tiene
un sistema fundamental de entornos que son conexos en E[T], entonces
U es un entorno de xy en E[T'].

Demostracién: Puesto que U ~ U es cerrado para la topologia
T’, podemos hallar en E[7’] un entorno V de x,, conexo en E[T],
de manera que ¥V n (U ~ l?') = . Si F es el conjunto complemen-
tario de U en E se tiene que F es abierto en E para la topologia 7.
Puesto que

V=0 nUDuWVnF=FnU)u({ nF

v V es conexo en E[T] se tiene que V' n F = o y, por lo tanto,
VeU. cqd.

Cororario 1.3. Sean T y T’ dos topologias separadas sobre un
conjunto E, de manera que T es mds fina que T', Supongamos que cada
x de E[T) tiene un sistema fundamental de entornos cwyas fronteras
son cervadas en E[T']. St cada punto x de E[T'] tiene un sistema fun-
damental de entornos conexos en E[T) entonces Ty T’ coinciden.

COROLARIO 2.3. Sea E[T] un espacio localmente compacto. Sea T’
una topologia de Hausdorff sobre E, menos fina que T. Si cada punto
x de E[T'] tiene un sistema fundamental de entornos conexos en E[T],
entonces T coincide con T'.
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Nora 2. El Corolario 2.3 puede considerarse como una forma to-
poldgica del teorema de F. RiEsz, puesto que si E es un espacio
normado que tiene un entorno compacto, entonces E es localmente
compacto y la topologia o (E, E’) es menos fina que la inicial, siendo
los entornos convexos de los puntos de E[o(E, E’)], conexos en E
y, por lo tanto, la topologia de E coincide con o(E, E’), de aqui que
E sea de dimensién finita.

TEOREMA 4. Sea E[T] un espacio vectorial topologico separado. Sea
T una topologia sobrve E mds fina que T, de manera que Ty T' coinci-
den en cada subespacio real de E, de dimension uno. Si existe en E[T']
un entorno compacto del origen, entonces E es un espacio de dimensién
finita. ‘

Demostracién: Si en E[T'] U es un entorno compacto del origen
entonces U ~ U es cerrado en E[T]. Puesto que Ty T’ coinciden
en cada subespacio real de E de dimensién uno, entonces es fécil
de comprobar que en E[T] existe un sistema fundamental de entor-
nos del origen, que son conexos en E[T']. Aplicando el Teorema 3
resulta que U es un entorno del origen en E[T]. Puesto que U es
compacto en E[T’] se tiene que U es compacto en E{T] y, por lo
tanto, aplicando el teorema de F. RiEsz para espacios vectoriales
topoldgicos, [ver G. Korugr, Topological Vector Spaces I, p. 155,
Springer, Berlin-New Vork, 1969], resulta que E es de dimensién
finita. c.q.d.
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