EL TEOREMA DE INCREMENTOS FINITOS PARA FUNCIONES
VECTORIALES DE VARIABLE REAIL, O COMPLEJA

por

PeEprO P1 Carreja (E.T.S.A.B.)

1. — Mediante el concepto de ntimero derivonormado aplicado a
funciones vectoriales de variable real o compleja alcanzamos (1)
(bibliografia al final) resultados andlogos a los que L. SCHEEFFER (2)
obtuvo para las funciones numéricas mediante los niimeros derivados
de D1nI1 (3). Este trabajo (1) fue citado por F. SUNYER I BALAGUER (4)
al demostrar que el conjunto excepcional 4 del teorema de SCHEEFFER
en lugar de ser numerable, puede ser totalmente imperfecto es decir, si
ninguno de sus subconjuntos no vacios es perfecto y que asi se alcanza
el conjunto excepcional més general posible, pues si A contiene un
subconjunto perfecto, el teorema de SCHEEFFER, segin ya demostré
éste (2), deja de ser cierto. LEBESGUE ya observé (5) que la misma
demostracién de SCHEEFFER (2) sirve para el caso de que el conjunto
excepcional 4 no tenga la potencia del continuo, pero el resultado
de SUNYER (4) es més general porque seglin un teorema de BERN-
STEIN (6) existen conjuntos totalmente imperfectos con la potencia
del continuo, aunque dicha existencia» se basa en el postulado de
ZERMELO (7).

Aqui nos proponemos rehacer nuestro trabajo anterior (1) teniendo
en cuenta la observacién de SUNYER (4), dando no tan sélo la demos-
tracién de éste no consignada en dicha contribucién (4), sino también
otra original basada en una observacién de LEBESQUE (8).

2. — Dada una funcién vectorial f(x) de variable real x con valores
en un espacio normado E sobre el cuerpo real R, si consideramos la
norma del cociente incremental de f(x) en x, podemos definir el n4-
mero derivonormado, siempre existente

[1] N, f(x) = lim ing /) = /@I 5 0,

y—>z+ ly — x| -
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y andlogamente N+ f(x) (con lim sup), N_f(x), N~ f(x) (a la iz-
quierda). Claro estd que [|f(x)|| representa la norma del vector f(x),
mientras que |x| representa el valor absoluto del niimero real x.

Respecto a una funcién numérica g(x) de variable real, designa-
remos los nimeros derivados de Dint (3) por

(2] D, g(x) = lim infg&})”‘g(x)’

y—>x+ — X

y andlogamente D+ g(x) (con lim sup), D_g(x), D-g(x) (a la
izquierda).

Tendremos entonces el siguiente feorema de incrementos finitos para
funciones vectoriales de variable veal :

TEOREMA 1. — Sea f(x) una funcién vectorial definida y continua
en un intervalo cerrado y acotado I = [a; b] del cuerpo R de mimeros
reales que toma sus valores en un espacio normado E sobre R ; sea g (x)
una funcién numérica, continua 'y creciente en Sentido amplio (no
decreciente) en I, tal que en el complemento de un comjunto totalmente
imperfecto A respecto de [a; b) se cumpla

(3] N,f(x) <D,gl),

no siendo ambos miembros de [3] simultdneamente infinitos en dicho
complemento. Entonces es

(4] f @) —fla)]l < g(b) —g(a)
St ademds, existe al menos un punto de [a; b) donde sea
(5] N, flx) <D, glx),
entonces es
[6] 1) —f(@) |l < g(b) — g (@).

En dicho teorema se puede sustituir en [3] o [5] N, f(x) ¥
D, g(x) por Nt*f(x) y D" g(x) o también por N_f(x) y D_g(x)
opor N~ f(x) y D~ g(x) en (a; b] a menos de un conjunto total-
mente imperfecto 4 ; en donde existan las derivadas laterales, sera

s @l =N.flo) =N*f(x); g+ () =D,gx)=D*g(x),



El teorema de incrementos finitos para funciones vectoriales 187

y analogamente a la izquierda, pudiéndose efectuar en las hipétesis
[3] o [5] las correspondientes sustituciones.

Para la demostracién de este teorema, comenzamos por aplicar
el método que ya hemos seguido para funciones numeéricas (9) y que
mucho simplifica el seguido por SCHEEFEER (2). En las condiciones
de hipétesis de la primera parte del teorema es absurdo suponer que es

f ) =@l > g(®) —gla),

pues en dicho caso, existirian nimeros positivos K > 0y p > 0, tales
que para todo % del intervalo (0; K) seria:

1f @) —f@ll>gl) —gla) +k@® —a) +
Si consideramos la funcién numérica, continua en [a; b]:
(7] o k) =|Iflx) —f@ll —gx) +g@) —kx —a) — 2,

se cumple (4, k) <0, ¢ (b, ) > 0 y por un teorema cldsico de
Borzano sobre funciones continuas, existird al menos un punto x
de (a; b) donde ¢ (¥, k) = 0. Para cada % de (0; K) existird un bien
determinado punto ¢ de (2; b) que sea extremo superior de los pun-
tos de (a; b) donde ¢ (x, k) = 0 y por la conservacién de signo de
una funcién continua en el entorno de un punto donde no es nula,
habrad de ser ¢ (c, £) = 0. Ademds, se conservard ¢ (x, k) > 0 para
todo x de (c; b), pues es ¢ (b, k) > 0 y no puede anularse ¢ (x, R)
en (c; b). Esto implica que ¢ pertenece al conjunto excepcional A4,
pues si ¢ perteneciera al complemento de 4 respecto de [a; b) y fuese
D, g(c) = + oo, existirfa algin x de (c; &) que cumpla

W@ =S _ y o1 < 8B —E6)

X —cC X —C

(Si en la hipétesis interviniese D+ g (¢) = + oo, al emplear N+ f(c)
no simultaneamente infinito con D+ g(c), podriamos establecer la
misma desigualdad entre los miembros extremos). Si en cambio fuese
finito D, g(c), al cumplirse por [3] la N, f(c) < D, g(c), serfa

r—>ct X —cC
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y por tanto, en este caso como en el anterior, para k£ > 0 existiria
algin x de (c; b) que cumpliese

(8] 1fx) —fll<g® —gl) +kx —o).

Asi pues, si ¢ perteneciese al complemento de 4 respecto de [a; b),
en dicho punto x de (c; b) por la condicién triangular que cumple la
norma de un vector, por la [8] y por cumplirse ¢ (c, k) = 0, seria
1f ) = f@ll < 1If@ — 7@+ 11f) —f@ll < g) — gle) +
+h@—c)+g(c) —g@) +hlc—a)+p—g(®) —g(a)+k(x—a)+p,
es decir, por [7], en dicho punto x de (c; b) seria ¢ (x, k) < 0 que
contradice la conclusién a que habfamos llegado de conservarse
@ (x, k) > 0 para todo x de (c; b).

Segin observacién de LEBESGUE (8), las N f(¥) vy D_g(x)
son funciones medibles (B) y por tanto el conjunto 4 donde
N_f(x) —D,g(x) > 0 es boreliano. Entonces, por un teorema de
P. ALEXANDROFF (10) y F. HAUSDORFF (11), si A fuese no numera-
ble, contendria topolégicamente el conjunto ternario de CANTOR, que
al ser perfecto y con la potencia del continuo, no podria estar con-
tenido en el conjunto 4 supuesto totalmente imperfecto; por tanto 4
es numerable.

Sentado que ¢ perteneceria al conjunto excepcional 4 que debe
ser numerable, si ahora consideramos para k; # k, y un mismo
punto x la diferencia

¢ (% k1) — @ k) = (k1 — &) (¥ — a),

ésta no puede anularse para x 7 a. Como para todo & de (0; K) es
@(a, k) <0, si ¢(c, k) =0, no podrd corresponder a k, % k; el
mismo c¢ (k). Asi habriamos establecido una correspondencia biuni-
voca entre el intervalo continuo (0; K) y un conjunto c (k) contenido
en el conjunto numerable A, lo que es absurdo, con lo que queda
demostrado [4].

Supongamos ahora que se verificase

[9] If @) —fl@a)l =g®) —gla),
entonces para todo x e y tales que ¢ < x <y < b, seria también

[10] () —f@) =gy) —g®),
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pues en caso de ser |[f(v) — f(¥)]] < g(y) — g(x), de esto, la apli-
cacién de [4] a los intervalos [a: ], [y; b] y la propiedad triangular
que cumple la norma de un vector, resultaria

NF@) —f@Il < If@) —fWMI+ 1) —f@I+I1Ifx) —fl@ll <
<g®) —g) +gl) —gkx) +gkx) —gla =g —gla),

contrariamente a [91.

Por tanto, si en lugar de [6] se verifica [9], por [10] aplicado a la
definicién [1] de N, f(x) y ala[2] de D g(x), seria N, f(x) =D, g(x)
en todo punto de [a; b) contrariamente a lo supuesto en [5] y asi
queda también demostrada la tltima parte del teorema I.

Si el conjunto excepcional 4 no fuese totalmente imperfecto, es
decir, contuviese un subconjunto perfecto, mediante la funcién ter-
naria de CANTOR, es facil ver que el teorema dejaria de ser cierto,
como ya demostré I, SCHEEFFER (2).

El teorema es més general que el de SCHEEFFER, porque segiin
F. BERNSTEIN (6) en todo espacio completo, separable y no numerable
«existe» un conjunto A que junto con su complementario es total-
mente imperfecto y tiene la potencia del continuo. La demostracién de
«existencia» se basa en el postulado de ZERMELO, segtin observan
W. SierpINskI y C. KURATOWSKI (7).

3. — El anterior teorema 1 resulta equivalente al teorema enun-
ciado por F. SUNYER I BALAGUER en su trabajo citado (2) que dice:
«Una funcion continua estd determinada a menos de una constante
aditiva, cuando se conoce para cada valor de x, salvo quizd para aquellos
de un conjunto A totalmente imperfecto, el valor finito del niimero deri-
vado superior a la devecha de dicha funcion. (Y lo mismo para el nd-
mero derivado inferior a la derecha, superior a la izquierda e inferior
a la izquierda).

La demostracién de SUNYER no contenida en el trabajo citado (4)
en lo referente al conjunto excepcional 4, y que se nos comunicé
verbalmente, aplicada al anterior teorema 1, es la siguiente:

Considerada la funcién continua [7] y para cada £ de (0; K) el
punto ¢ tal que ¢ (¢, &) = 0, siendo ¢ (¥, &) > 0 para todo x de (c; b],
y sentado que ¢ deberia pertenecer al conjunto excepcional A4, si
ahora consideramos para k; << k, los puntos ¢ (k) ¥ ¢ (k;), como
@ (c (1), k1) = 0, de [7] deducimos que ¢ (¢ (%;), k2) < 0, que junto con
@ (b, k) > 0, por definicién de ¢ (k;) demuestra que es ¢ (k;) < ¢ (ky).
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Asi ¢ (k) es una funcién estrictamente creciente de % y que por tanto
tendrd a lo mds un conjunto numerable de puntos de discontinuidad.
Si cubrimos dicho conjunto de puntos de discontinuidad por una su-

cesién de intervalos abiertos I, de longitud total menor que %K,

el complementario de UI, respecto de [0; K] serd cerrado con la
potencia del continuo y por tanto contendra un subconjunto perfecto
P (teorema de CANTOR-BENDIXSON), que al estar acotado es compacto.
Por ser la funcién ¢ (k) continua y creciente sobre % e P, serd también
compacto sin puntos aislados, y por tanto perfecto, el conjunto
c(P)c A, con lo que 4 no seria totalmente imperfecto en contra
de la hipétesis del teorema, quedando asi demostrado [4].

4. — El anterior teorema 1 puede demostrarse siguiendo el mé-
todo de ZvemunD (10), mediante el lema previo:

TEOREMA 2. — Sea f (x) una funcién vectorial definida y continua en
un intervalo cervado y acotado I = [a; b] del cuerpo R de mimeros
reales que toma sus valores en un espacio normado E sobre R y sea h (x)
una funcion numérica, continua Yy creciente en sentido amplio (no
decreciente) en I. Si los valores funcionales

(1] - Fx)=lfx) —f@ll — &) + k),
donde
[12) N.f(x) =D, hx),

no contiene ningun intervalo no degenerado, entonces se conserva
[13) Flx) <0

en I.

En dicho teorema se puede en [12] sustituir N f(x) y D, A (x) por
N+ f(x) y D* h(x), opor N_f(x) y D_h(x), o por N~ f(x) y D~ h(x).

Para demostrarlo, sea S el subconjunto de I donde se cumpla [12],
suponiendo por hipétesis que el conjunto funcional F (S) no con-
tiene ningtin intervalo no degenerado. Vamos a ver que llegamos a
una contradiccién si suponemos que existe un punto x; de (a; 5] tal
que sea F (x;) > 0. Pues en el intervalo no degenerado (0; F (%1))
existiria siempre un valor y, no perteneciente a F (S) (pues por hipé-
tesis F (S) no contiene ningdn intervalo no degenerado) y sea x, el
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extremo superior de los puntos del intervalo [a; x;] donde F (x) < y,.
Como F(a) =0 y 0<yo< F(x;), por la continuidad de F (x)
debe ser a < xy < %y v F (x9) = yo, conservandose F (x) > y, para
todo x de (xg; x;]. Entonces, para este intervalo, por [11] serfa:

f@x) —f@ll —hx) + k@) > 1If (x0) — @] — & (%) + & (a),

de donde por la propiedad triangular que cumple la norma de un
vector, se deduce:

1 (x) = fxo)ll = [1f (%) —F @Il — [If (x0) —f@)]| > A (x) — A (%),

que al ser aplicada a las definiciones [1] y [2] daria N f(x)o = D & (o),
es decir, por [12], el punto x, perteneceria a S, en contradiccién con
que yo = F (xp) no pertenece a F (S).

Observaremos que si la condicién [12] se formula para ndmeros
derivados a la izquierda, tomarfamos como #, el extremo inferior de
los puntos del intervalo [a; x;] donde F {x) = y,, obteniendo tam-
bién F (xg) = yg, conservandose F (x) < yo para todo x de [a; xp).

Mediante este teorema 2, podemos ahora desarrollar la siguiente
demostracién del teorema 1:

Sea para el ntimero real 2 > 0 la funcién % (x) = g (x) + kx. En-
tonces, la condicién [3] implica N, f(x) < D, % (x) a cumplirse en
el complemento de un conjunto totalmente imperfecto A respecto
de [a; b) y por tanto, se verifica la condicién [12] a lo mds en un con-
junto totalmente imperfecto, cuyo transformado por [11] no podra
contener ningdn intervalo no degenerado. Por tanto, podra aplicarse
el teorema 2 y por [13] serd

[14] Ifx) —f@)|l —gx) +gla) —k(x —a) <0
en I. Esto prueba que en I debe ser
Ifx) —fl@)ll < gx) —gla),

cumpliéndose en particular la tesis [4], pues en caso contrario, po-
dria hallarse un % > 0 suficientemente pequefio para el que se daria
la desigualdad opuesta a la [14].

La dltima conclusién [6] se deduce de [5] como antes.

5. — Como corolario del teorema 1 obtenemos:



192 Pedro Pi Calleja

TEOREMA 3. — Para que una funcion vectorial f (x) definida y con-
tinua en un intervalo I del cuerpo real R, con valores en un espacio
normado E sobre R sea constante en I, es mecesario y suficiente que
N, f(x) dado por [1] se anule en todos los puntos del complemento de
un conjunto totalmente imperfecto A vespecto de I. (En el enunciado
puede sustituirse N f(x) por N* f(x) o por N_f(x) o por N~ f(x)).

Pues si en el teorema 1 se toma para g (x) la constante 1, se verifica
la hipétesis [3] y por [4] se cumplird ||f(d) — f(a)|| £ 0; como la
norma de un vector es siempre un niimero real no negativo, de ahi se
deduce que ||f(0) — f(a)|| = 0, y como el vector nulo es el tnico
que tiene norma nula, serd f(b) = f(a). El razonamiento subsiste
para todo par de puntos de I y asi queda demostrado el teorema 3.

6. — Extendamos los teoremas 1 y 3 al campo complejo para lo
que introducimos ahora para funciones vectoriales de variable inde-
pendiente z perteneciente al cuerpo C de ntimeros complejos, el
nimero derivonormado, siempre existente:

[15] Nf@ =g1_r>11 sup U]Lfg_:_f@ﬂ > 0,

y analogamente N f(z) con lim inf en lugar de lim sup.

Pero como ahora, en los teoremas a obtener no serdn intercam-
biables estos niimeros derivados superior e inferior, introduzcamos
también el milmero derivonormado vadial

[16] N Rf(z) = extr sup (lim inf If &+t — /() H)’ (t positivo).

—a<0<n \ t—>0+ t
Tendremos entonces:

TEOREMA 4. — Sea f(2) una funcion vectorial definida y continua en
un recinto (abierto) comvexo D del cuerpo C de nimeros complejos, que
toma sus valores en un espacio normado E sobre C. St definiendo N f (z)
por [15] se tiene N f(2) < m para todos los puntos z del complemento
respecto de D de un conjunto A cuyas secciomes rectilineas son total-
wmente imperfectas, entonces es

[17] 1f®) —fla)ll <m|b— aj

para todo par de pumtos a y b de D. Esta conclusién subsiste si en
lugar de Nf(z) < m, se presupone la condicion menos restringida
N Rf(2) < m, donde N Rf(2) se define por [16].
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En cambio (cfr. teorema 1), la conclusién no subsiste si en lugar
de N f(2) < m se tiene Nf(z) < m. Por ejemplo, si se hace correspon-
der a z = x + ¢y su parte imaginaria y = f(2), entonces es N f(z) = 0
(basta hacer { — z sobre horizontal) y para y, > y; se tiene
If (2 + iy2) — F (1 + iy1) || = y2 — y1 > 0, en lugar de ser < 0.

Para demostrar el teorema 4 basta aplicar el teorema 1 a la
funcién

1

—a

F(t) = fl@a+t(d —a) para 0LtL1

y tomar g (f) = m¢, pues se cumple [3] (para limites superiores) en el
complemento de la interseccién con A del segmento que une a y b,
ya que si N* F (f) estd dada por [1] (con limite superior en lugar de
lim inf) y se tiene en cuenta [15], se verifica en dicho complemento

N+ F(f) = lim sup 12O = FOI _

>+ T—1

i sup W@+ TO —a) —f@+ 10— a)|

T—> i+ lb—ﬂl(‘[—t)

< Nf@a+t(d—a)<m;

=

entonces, de [4] se deduce inmediatamente para || F (1) — F(0)||
la tesis [17] que querfamos demostrar.

La demostracién anterior subsiste si se aplica la condicién
N Rf(z) < m, sin més que sustituir N+ F (}) por N, F (¢), lim sup
por lim inf y Nf(a + ¢ (b — a)) por NRf(a + ¢ (b — a)). En cam-
bio falla para N f(a + ¢ (b — a)).

TEOREMA 5. — Para que una funcion vectorial f () definida y con-
tinua en un vecinto (abierto) D del cuerpo C de nitmeros complejos, que
toma sus valoves en un espacio normado E sobre C, sea constante, es
necesario y suficiente que N f (2) definido por [15] sea nulo en el com-
plemento de un subconjunto A de D de secciones rectilineas totalmente
imperfectas. También f(2) se reduce a una constante si en lugar de
N f(2) se supone solamente que N R f(z) definido por [16] es nulo en
el complemento de un subconjunto A de D de secciones rectilineas to-
talmente imperfectas.

En contraste con lo que ocurre para las funciones vectoriales de
variable real (§ 5), aqui la conclusién no subsiste, si en lugar de
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Nf(z)=0(0 NRf(z) =0) se considera Nf(z) = 0. Por ejemplo,
si a z =x 4 ¢y se hace corresponder su parte imaginaria y = f(z2),
resulta una funcién continua para la que es Nf(z) =0 en todo
punto de D y la funcién no es constante.

Para demostrar el teorema 5, consideremos que sea 4 un punto
cualquiera de D ; el conjunto Q de puntos z de D donde f(z) = f(a)
es cerrado respecto de D porque f(2) es continua; por aplicacién del
teorema 4 con m = 0 a un entorno abierto convexo contenido en D
de un punto cualquiera de Q, se ve que Q es también abierto respecto
de D; luego Q es idéntico a D.

(10)
(11)
(12)
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