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PROLOGO

Esta tesis es la exposicién de los puntos mds importantes que
han ido apareciendo como no conocidos en el estudio que durante
estos ultimos afios he realizado, siempre en colaboracién con J. M.
Ortega, sobre las partes del Andlisis vecinas a la teoria espectral.

La aclaracién fundamental que supuso el punto de vista espec-
tral adoptado por GUELFAND no permite ya aceptar resignadamente
que partes centrales del Analisis, tales como las Algebras diferen-
ciales, deban seguir siendo un curioso bosque de acotaciones. En-
tiendo que antes que cualquier otra cosa la situacién actual del
Anélisis exige una sistematica aclaracién de fundamentos. En este
espiritu estd realizado este trabajo, cualquiera que sea su alcance.

Dado que las dlgebras que aparecen en Andlisis son 4lgebras local-
mente convexas generales, no siempre de Banach, Ortega y yo in-
tentamos traducir a tales dlgebras los esquemas fundamentales de
las 4lgebras de Banacn, ademdas de averiguar que nuevos aspectos
presentaban. Lo que obtuvimos fue publicado en [3]. Naturalmente,
muchos afios antes se habia comenzado ya el estudio de las a. 1. c.
pero de modo esporddico y quedaban por resolver problemas bésicos,
sin cuya solucién nada quedaba claro. El primero de estos problemas
era saber en que condiciones generales era valido el lema de URVSOHN
en el sentido siguiente: dada un a. 1. c. 4 de espectro X y dos cerra-
dos F, G de X, disjuntos iexiste una funcién € 4 que valga 0 en F
v 1 en G? En el lenguaje de ideales el problema es saber en qué con-
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diciones la suma de dos ideales cerrados no puede ser densa sin coin-
cidir con 4. Encontramos el teorema dado aqui con el ntimero 0.2.2.1.
En particular, si el 4lgebra tiene topologia de espacio de Prax o,
més especialmente, de FRECHET, se verifica el lema de Urysohn.

El segundo problema era averiguar en las condiciones més gene-
rales posibles la relacién existente entre el espectro de ideales maxi-
males cerrados (que llamaremos simplemente espectro si no adverti-
mos lo contrario) y el espectro de ideales maximales total, y carac-
terizar las algebras de espectro localmente compacto. Obtuvimos un
teorema general del tipo del de GUELFAND-KOLMOGOROFF, que doy
aqui en 0.2.3.2. y la caracterizacién de los espectros localmente
compactos dada en 0.2.3.4.

Finalmente quedaban los problemas que llamaré de «lenguaje
de haces» tales como la existencia de particiones de la unidad, el
«teorema localy que asegurase que toda funcién definida en el espec-
tro y coincidente localmente con funciones del dlgebra fuese del 4l-
gebra, y la caracterizacién local de los ideales cerrados. En estos
puntos lo que obtuvimos era caso particular de los resultados mds
fuertes de BroOOKS [7], que no conociamos.

Un problema completamente inédito nos fue planteado por el
profesor SANCHO: se trataba de saber si la localizacién algebraica
en el espectro de un 4lgebra de Fréchet, en las condiciones que hiciera
falta imponer, coincidia con la localizacién topoldgica. Es decir, si
toda funcién definida en un abierto del espectro es expresable
como cociente de dos funciones del 4lgebra. La solucién es el teorema
0.2.6.

El capitulo I de esta tesis es fundamentalmente una continua-
cién del estudio del lenguaje de haces hecho para dlgebras al caso
de los médulos. El principio del capitulo es el apartado I. 1. que
apenas se usa después y podria igualmente haberse puesto al prin-
cipio del capitulo III.

En todo el capitulo I, el anillo A4 es una F*-ilgebra, es decir,
de FrECHET, con involucién simétrica, semisimple, regular, separable
y de espectro localmente compacto, tal por ejemplo como las al-
gebras C™ de una variedad numerable en el infinito.

Sea X el espectro de A. Para cada abierto U de X se considera
el anillo 4,, localizacién algebraica de 4 en U (o si se quiere anillo
de todas las funciones definidas en U que localmente coinciden con
funciones de A4). Los anillos A4, definen, evidentemente, un prehaz
A cuya fibra en cada punto x ¢ X es el anillo de gérmenes de 4 en
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x. Que el prehaz es haz, es decir, que sus secciones sobre U son 4,

otra vez, es el teorema 0.2.6. Dado un A-médulo M se define el 4,-

médulo M, = A, ® M. La asignacién a cada abierto U del médulo
A

M, define sobre X un prehaz M de A-moédulos. El teorema funda-
mental del capitulo I (1.2.2.) asegura que si M es un A-mddulo de
FriicHET, el prehaz M es un haz. Una primera aplicacién de este
teorema es el enunciado (1.2.3.), uno de cuyos ejemplos es el siguien-
te: toda funcién continua en un abierto U de una variedad Q de
clase C™ se expresa como cociente de una funcién continua por
otra de clase C°°, ambas definidas en toda la variedad. Otro ejem-
plo: consideremos la circunferencia X como compactizacién de la
recta; entonces, toda medida sobre la recta se expresa como co-
ciente de una medida sobre la circunferencia por una funcién con-
tinua de la circunferencia (si se quiere, la funcién puede tomarse
incluso de clase C*); basta observar que el espacio M = C (X)' es
un C (X)-médulo de Banach y que una medida en la recta coincide
en un entorno de cada punto con una medida global sobre X y es
por tanto una scccién del haz A sobre la recta. El apartado I.2.
se completa con el teorema I.2.4., que permite, por ejemplo, en el
capitulo III (teor. IIT 1.5.) demostrar que las diferenciales del anillo
A, son la localizacién algebraica en U de las diferenciales de 4,
cualquiera que sea la F*-dlgebra A.

Observemos que el teorema fundamental del capitulo I permite la
caracterizacién de los submédulos cerrados de un médulo de FRECHET
en términos «localesy completamente andloga a la caracterizacién
local de los ideales cerrados. Ya hemos dicho que si 4 es una F*-
4lgebra, I es un ideal cerrado de 4 y a ¢ A coincide en el entorno
de cada punto del espectro con funciones de I, entonces a ¢ I. Si
llamamos #, al ideal de nulidades de x ¢ X en A4, la propiedad an-
terior puede enunciarse diciendo: la condicién necesaria y suficiente
para que a € [ es que cada punto x ¢l germen de 4 (imagen de a en
A [n,) pertenezca a A[n, ®l I. Si cambiamos 4 por el A-médulo de

Fritcuart M y el ideal I por un submédulo cerrado N el teorema es:
la condicién necesaria y suficiente para que m ¢ M esté en N es que
su imagen en cada A[n, & M esté en Ajn, & N.

A A

El capitulo I se completa con el apartado I.3. en que se estudia
el «haz de distribuciones» asociado a una F*-dlgebra A. Para cada
abierto U de X se considera la F*-dlgebra A, y el ideal I, de 4,
consistente en las funciones con soporte compacto en U (natural-
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mente, I, no es 4, ® I), dotado de su topologia limite inductivo
A

natural. Para cada Iiar de abiertos U o V se tiene una inyeccién
continua I, <« I, que da por trasposicién un morfismo continuo
de duales I’, - I',, del mismo sentido que A, - 4,. Los morfismos
I', - I', definidos por esta via «topolégica» definen sobre X un
prehaz ] que demostramos que es haz. Hasta aqui todo es casi copia
de lo que se hace en la teoria de distribuciones habitual. Ia novedad
es el teorema I1.3.3.2. que asegura que J', = A4, &I’ si A es local-
A

mente Banach (def. 1.3.3.1.). Este teorema incluye como caso par-
ticular lo que hemos dicho antes sobre las medidas en la recta en
relacién con las medidas en la circunferencia.

El contraejemplo 1.3.3.3. da un A-médulo M completo, no de
FRIGCHET en el que el prehaz M asociado a M por localizacién alge-
braica no es haz.

El capitulo II trata un problema de sintesis espectral en un caso
particular importante. Vamos a aclarar qué entendemos por «sin-
tesis espectraly. El problema cldsico se plantea para ideales de un
anillo regular. Hemos visto que si 4 es una F*-algebra, todo ideal
cerrado I de A estd completamente caracterizado por sus gérmenes

Afn, &I =1+ n,|n, siendo I = n (I 4 n,) donde como siempre 7,
A rt€X

es el ideal de nulidades de x ¢ X en 4. Sea I, el cierre en la topolo-
gia de 4 de n,; I', es el minimo ideal cerrado cuyos ceros son {x}
(teor. 0.2.2.3.). Se dice que en un anillo 4 se verifica la sintesis es-
pectral cuando para todo ideal cerrado I de A es I = n (I + I,).

z€X
En el caso en que 4 = C" (V) el teorema de WHrrNey (0.2.7.2.)

significa que en A se verifica la sintesis espectral. Claramente, el pro-
blema de sintesis espectral es planteable para A-médulos de modo
natural. Resumo lo obtenido en este sentido en el capitulo II. ,
En el apartado II.2. el anillo es 4 = C" (V) (m < ). El teore-
ma que como principal novedad demostramos es:

si0 M —-M -M" -0

es una sucesién exacta de A-mdédulos de FriicHET y M es finito la
sucesién

0> AI®OM ~AIT.OM ~ AI[.QM" 0
ad A4 24

es exacta (teor. I1.2.4.). De aqui se deduce el corolario (II.2.6.) que
asegura que el anillo 4 no contiene ideales propios finito-generados



Caracterizacion de las algebras diferenciables 21

y cerrados. Ilinalmente, usando el teorema espectral de WHITNEY
para médulos libres demostramos en II1.2.7. que todo A-médulo de
FreEcurT M de tipo finito verifica la sintesis espectral en el sentido
siguiente: la condicién necesaria y suficiente para que un elemento

m e M esté en el submédulo cerrado M’ es que para cada punto
% la imagen de n en A [I', & M esté en A, Y M'.
4 A

En el apartado II.3., tratamos el caso especial en que 4 = C (X).
Este caso es tratable de un modo mucho m4s elegante debido al hecho
fundamental de que para todo cerrado F de X el ideal I'y es un 4-
médulo plano.

A partir de aqui se demuestra el teorema II.3.3.:

si0—-M -M -M"' -0

es una sucesién exacta de 4-médulos topolégicos y morfismos no nece-
sariamente continuos, la sucesién

0> Ay @M —~ AIlTe @M - A|lTx@ M" -0
A A A

es exacta. A partir de aqui se demuestra nuevamente para este caso
que todo A-médulo de FRrRECHET finito verifica la sintesis espectral.

Finalmente, en II.4. tratamos el caso 4 = C°° (V). En este caso
los argumentos usados en II.2. no son utilizables: alli era funda-
mental el hecho de que los anillos C* (V) /I, son de dimensién com-
pleja finita, mientras que C°° (V)/I'; no lo es. El tratamiento ahora
vuelve a ser como el del caso 4 = (0 (X). Los enunciados en ambos
casos extremos son idénticos, si bien la demostracién de que en el
anillo 4 = C* (V) los ideales Iy son A-mdédulos planos es aqui mu-
cho maés dificil.

El teorema final IT.4.8. demuestra que todo A-médulo de FRECHET
de tipo finito verifica la sintesis espectral en un sentido anilogo a
los casos anteriores, salvo que en lugar de tomar los productos tenso-
riales A/, ® M =z M|I, M se toma el producto tensorial algebraico

T

A, & M. De este teorema se deduce, por ejemplo, la caracterizacién
A

de los ideales cerrados en toda é4lgebra diferenciable, entendiendo
por tal todo cociente de C°° (V) por un ideal cerrado. El teorema
(que no hemos puesto en el texto) puede enunciarse asi: si 4 es
un dlgebra diferenciable, para todo punto x de su espectro X existe un
ideal ¢, minimo entre todos los ideales cerrados de A de ceros {x};
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para todo ideal cerrado I de A se verifica I = n (I + ¢,). La de-
zeX

mostracién es ficil a partir de los teoremas de II.4.

FEl objeto del capitulo III es, primordialmente, la caracteriza-
cién en términos de propiedades del anillo de las 4lgebras de fun-
ciones diferenciables en el sentido de WHITNEY.

El capitulo III empieza con un apartado dedicado a la nocién
de diferencial para un algebra de FRECHET cualquiera. En este apar-
tado se demuestran las propiedades universales de las diferenciales

andlogas a las correspondientes propiedades algebraicas de las di-
ferenciales de KAILER.

I.a segunda parte del capitulo es la caracterizacién de las alge-
bras diferenciablemente completas con o sin radical (teor. II1.2.1.1. y
II1.2.2.), sin entrar en aplicaciones.

El dltimo apartado es la caracterizacién de las dlgebras de WHart-
NEY. El «teorema de extensiény» de WHrrNey (III.3.1.) es ya en
realidad una caracterizacién de tales dlgebras, pero hecha en tér-
minos no intrinsecos; se comprenderd lo que decimos si se piensa
que en el caso en que X es la bola unidad de R* la caracterizacién
de WurrNEy del 4lgebra W (X) es exactamente la definicién de
funcién infinitamente diferenciable en X. El teorema fundamental
del capitulo es el siguiente:

Una (Q-dlgebra de FrécHET A dotada de involucién simétrica,
topolégicamente generada por # elementos autoconjugados es el
dlgebra WHITNEY de su espectro X (sumergido en R”) si y sélo si:

v

1) Para cada niimero natural m, D es un ideal finito-generado ce-
rradoen A ® A (D4 es el niicleo del morfismo canénico 4 & 4 — A)
y el graduado de 4 ® 4 por D, es un anillo de polinomios en # va-
riables con coeficientes en A.

2) nmsy =0 (m, = ideal maximal de x ¢ X).

x€X
KeN

3) A es diferenciablemente completa. O, si no se quiere usar la
palabra «diferenciable» en la caracterizacién, puede sustituirse esta
condicién por propiedades de las normas de A4 (teor. II1.2.2.).

Tengo tanto que agradecer al profesor SANCHO que todo lo que
aqui puedo decir seria pequefio. A él y a ORIEGA mi gratitud y la
dedicatoria de estas péginas.
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CAPITULO 0. REFERENCIAS

0. I. REFERENCIAS A LA TEORIA DE ESPACIOS VECTORIALES TOPO-
LOGICOS.

En general usaremos sin mencién expresa las propiedades mads
clésicas de los espacios localmente convexos: teoria de la dualidad,
propiedades de los espacios de FRECHET, limites proyectivos y limi-
tes inductivos.

Necesitamos las definiciones y propiedades generales de las to-
pologias m y ¢ sobre el producto tensorial de dos e. 1. c., asi como
las propiedades maés elementales de los espacios nucleares. Por ello
resumiremos lo esencial de estos puntos enviado para mds detalles
a [1] y [2].

0. 1. 1. TEOREMA. Sean E, F dos e. 1. c. sobre el mismo cuerpo.
Existe sobre E 9 I una topologia localmente convexa, que llama-
remos fopologia n, univocamente determinada por la propiedad uni-
versal siguiente:

— para todo e. 1. ¢. G el espacio de las aplicaciones bilineales
continuas de E X F en G es isomorfo al espacio de las aplicaciones
lineales continuas de E&® F en G y en este isomorfismo se corres-

ponden las partes equicdhtinuas de dichos espacios.
Si E{—~L,, F| — F, son aplicaciones lineales continuas (resp.
epimorfismos topoldgicos), E; Q@ F; -~ E,® F, es continua (resp.

epimorfismo topolégico).

Habitualmente se denota E® F el completado de E® F.
0. 1. 2. PROPOSICION. Si E y F son metrizables, E ® F es metriza-
ble y cada elemento de E Q F puede expresarse en la forma

u = ozo).,,x,,(%yn_ con§ |4,] < oo,limx,=0en E,limy, =0en F.
1 1

W — © n — 0

0. 1. 3. Se denota £ & F el espacio E ® F dotado de la topologia

de la convergencia uniforme sobre los productos de partes equi-
continuas de E’ X F'. La topologia ¢ tiene la propiedad de que si
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E, - E,, Iy - F, son monomorfismos topolégicos, E;® F; —
€
- E, @ F, es un monomorfismo topolégico, cosa que no ocurre en

€
general con las topologias z. Las propiedades, en cierto modo com-
plementarias de estas dos topologias dan interés a la nocién de es-
pacio nuclear.

0. 1. 4. Une.lc. E se dice que es nuclear si para todoe.l.c. F, EQ F

y E® F son topoldgicamente isomorfos.
0. 1. 5. Diremos que una sucesién de e. 1. c.
0 —>E1 —-‘E —->E2 —>0

es topolégicamente exacta cuando lo sea algebraicamente y los mor-
fismos sean homomorfismos topolégicos.

0. 1. 6. PrOPOSICION. Si
0>Ey>E -E, >0

es una sucesién topolégicamente exacta de e. 1. c. metrizables, la
sucesiéon de sus completados

0-E; -E -Ey, >0
es topolégicamente exacta.

DEMOSTRACION. Es suficiente demostrar la exactitud algebraica, ya
que puede aplicarse el teorema de la aplicacién abierta.

Por las propiedades de las topologias cociente es inmediato que
E, = E|E; se inyecta, conservando su topologia, en E/E; y exten-
diendo por continuidad se obtiene una aplicacién:

E, - E|E, (gracias a que E/E; es completo).

Componiendo esta aplicacién con la natural E/E, — E, se obtie-
ne una aplicacién continua E, — E, que restringida al subespacio
denso E, es la identidad, luego que es la identidad. Esto prueba
que E, es algebraicamente un sumando directo de E |E, siendo el
otro sumando N = ker (E/E; - E,). Asi, algebraicamente

E,® N =E|E,

y como la aplicacién del primer miembro en el segundo es continua,
(E; con la topologia inicialmente dada), se aplica el teorema del
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grafico cerrado y resulta la igualdad topoldgica, con lo que E, es
cerrado en E[E; y por ser denso coincide.

0. 1. 7. PROPOSICION. Si
0—->FE -E ~Ey, >0

es una sucesién topolégicamente exacta de e. 1. c. metrizables y F
es metrizable nuclear, la sucesién:

0 E,®F ~E®XRF -E,®F -0

es topoldégicamente exacta.
DEeMOsTRACION. Por ser I' nuclear, la sucesién
0 >EQF ~EFEQF -E,®F ~0
es topoldgicamente exa;ta. Basta' ahora apiicar 0. 1. 6.

0. 1. 8. TEOREMA.

— Todo subespacio de un espacio nuclear, es nuclear.

— Todo cociente separado de un espacio nuclear, es nuclear.

— Todo limite proyectivo de espacios nucleares, es nuclear.

— Todo limite inductivo numerable de espacios nucleares, es nu-
clear.

— Si E es nuclear, su completado es nuclear.

0. 1. 9. TEOREMA. Si {2 es una variedad diferenciable, el anillo C> (£2)
con su topologia habitual es un espacio nuclear. En consecuencia,
todos sus cocientes y subespacios son nucleares.

0. 2. TEORIA ESPECTRAI, DE LAS ALGEBRAS DE I'RECHET.

Hacemos una rapida exposicién de los aspectos para nosotros
mds interesantes en la teoria espectral de las dlgebras de FRECHET.

Aparte de precisar los resultados que vamos a utilizar a lo largo
del trabajo, procuramos pomner en evidencia el significado que den-
tro de la teoria general tiene el «teorema espectral de WHITNEY» ex-
puesto en la dltima seccién.

0. 2. 1. REPRESENTACION ESPECTRAL. (Véase [3] para detalles e his-
toria).

Sea A una C-4lgebra localmente convexa conmutativa.
Sea Spec A el espectro primo de A; Spec Max A su espectro de
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ideales maximales; Spec Real A el de niicleos de morfismos de A
en C y finalmente Spec Top A el espectro de ideales maximales
cerrados de 4. Todos cstos espacios estdn dotados de modo pura-
mente algebraico de la topologia definida por ZARISkI.

El teorema de representacién espectral puede enunciarse de modo
poco sugestivo, pero breve, en la siguiente forma:

TEOREMA.

1) Todo ideal no denso de A4 est4 contenido en un ideal maximal
cerrado.

2) Spec Top A © Spec Real A; es decir, todo ideal maximal cerrado
es un hiperplano.

3) Si 4 es completa Spec Top A es denso en Spec Max A; es de-
cir, el radical de Jacossox de A coincide con los elementos de A
cuya imagen es nula en todo morfismo continuo de 4 en C.

Si X = Spec Top A, la parte 2) del teorema muestra que X es
una parte de 4’, dual de 4 como e. 1. ¢. La topologia inducida por
la débil de A’ en X se llamard topologia de GUELraND de X. Esta
topologia es mas fina que la de Zariskr. Cuando ambas coinciden
A se dice que es regular.

Asi pues, se tiene una representacién natural de 4 en C (X), lla-
mada representacion espectral. Ta parte 3) del teorema da el nicleo
de la representacién espectral en el caso de que 4 es completa. El
significado de esta parte del teorema es que un elemento de 4 es
invertible en 4 si y s6lo si su imagen en la representacién espectral
es invertible en C (X). La parte 1) del teorema significa que la condi-
cién necesaria y suficiente para que un ideal 7 de 4 sea denso es que
no tenga ceros en X.

0. 2. 2. EL LEMA DE URVSOHN PARA ALGEBRAS REGULARES (VER [3]).

Geométricamente, el problema planteado es saber en qué condi-
ciones el anillo 4 considerado como anillo de funciones sobre X
separa cerrados. Se supone que A es regular, con lo que no hay dis-
tincién entre las topologias definidas sobre X. Entonces el problema
es: dados dos cerrados I, G de X, disjuntos jexiste un elemento
de 4 que tome valor 0 en todo punto de F y valor 1 en todo pun-
to de G?

Mas generalmente, consideramos dos ideales I, J cuyos ceros res-
pectivos sean F, G. El teorema de representacién espectral muestra
que el ideal I - J es denso, ya que sus ceros son F n G = ¢.
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El problema es saber si I + J coincide o no con 4, o con otras
palabras, si los cerrados F y G que no se cortan en ningin «punto
visible» pueden cortarse en la «ona del infinitor de Spec Max A.
Se encuentra:

0. 2. 2. 1. TEOREMA. Si A es un a. 1. c. completa cuyos cocientes por
ideales cerrados son a. 1. ¢. completas y si dos ideales cerrados I, J
son tales que I + J es denso en A, entonces I 4 J = A.

En cl caso particular en que 4 es de FRECHET este teorema fue
dado en [4].

Resulta inmediatamente:

0. 2. 2. 2. CoroLARIO. Si F y G son cerrados disjuntos en X, en las
condiciones del teorema anterior existe a € 4 que toma valor cero
en I y uno en G. De este teorema se deduce el siguiente:

0. 2. 2. 3. TEOREMA. Sea A un a. l. c. cuyos cocientes por ideales
cerrados son a. 1. c. completas, y ademds regular y semisimple. En-
tonces entre todos los ideales cerrados de A cuyos ceros son un ce-
rrado dado F de X existe uno minimo I.

Este ideal minimo es el cierre en la topologia de A del ideal de
nulidades del cerrado F.

La aparicién de tales ideales abre el problema del estudio espec-
tral fino de las 4lgebras de FRECHET en un sentido que intentaremos
aclarar. En primer lugar, y como veremos en la préxima seccién, si
dos algebras de Fri:cHET regulares no se distinguen por su espectro
topolégico, tampoco se distinguen por su espectro maximal total, lo
cual hace ver lo muy lejos que estd la teorfa espectral inmediata-
mente derivada del teorema de representacién de llegar al estudio de
la estructura fina de tales 4lgebras. Parece natural esperar que tal
estudio deba realizarse considerando los anillos locales A4 /I, donde
I', es ideal asociado a x ¢ X en el sentido del teorema anterior.

Como veremos este es el sentido del teorema espectral de WHITNEY.

0. 2. 3. TEOREMA GENERAL DEI, TIPO GUELFAND - KOLMOGOROFF (VER
(3]).

El hecho de que el espectro topolégico de un a. 1. c. 4 pueda no
ser compacto es lo tinico que diferencia la teoria espectral para al-
gebras de BaxacH de la teorfa general. Ninguna de las dificultades
resueltas en el apartado anterior aparecen cuando Spec Top A es
compacto, pues en este caso no hay ideales densos, por lo que tam-
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poco hay problema de comparacién entre los distintos espectros de
ideales maximales.

Por otra parte, si el espectro es compacto, en la representacién
espectral los elementos del anillo son funciones acotadas, lo cual da
importantes facilidades en los problemas de calculo operacional con
funciones holoformas o diferenciables. Veremos, por ejemplo, en el
capitulo III al caracterizar los anillos diferenciablemente cerrados c6-
mo es posible tal caracterizacién solo via la reduccién del problema
al caso de anillos de espectro compacto, reduccién posible gracias al
teorema fundamental de este apartado ([3], teorema 13).

Una propiedad fundamental que necesitaremos de las algebras
de espectro compacto es la siguiente:

0. 2. 3. 1. TrOREMA. Si 4 es un a. 1. c¢. completa semisimple, regu-
lar y de espectro compacto, todo ideal primo de A est4d contenido en
un solo ideal maximal y la aplicacién que asigna a cada ideal primo
el ideal maximal que le contiene es una retraccién continua de Spec
A sobre Spec Max A (Ver [3] pag. 141, lema 2).

Si A es un a. 1. c. completa semisimple dotada de una involucién
simétrica (es decir, tal que 1 + a.a* sea invertible para todo ae 4
diremos que A4 es una *-algebra simétrica.

A toda *-dlgebra simétrica A se le puede asignar otra B de es-
pectro compacto sin mas que tomar B como el conjunto de los ele-
mentos de A acotados en la representacién espectral y dotar a B
de la topologia reunién de la inducida por 4 con la del supremo
en la representacién espectral.

La inyeccién B -> A da por la funtorialidad del espectro primo
una aplicacién continua Spec B — Spec A. Esta aplicacién se compone
con la retraccién Spec B -> Spec Top B y con la inyeccién natural
Spec Max A — Spec A para dar finalmente una aplicacién continua
para las topologias de Zariski: Spec Max A — Spec Top B.

En este sentido se demuestra la siguiente generalizacién del teo-
rema de GUELFAND - KOLMOGOROFF.

0. 2. 3. 2. TEOREMA. Sea A una *-dlgebra simétrica, B la sub-algebra
de sus elementos acotados en la representacién espectral. Entonces
si B es regular, 4 es regular y en este caso Spec Max A es homeomorfo
a Spec Top B (= Spec Max B) (Ver [3] teor. 13).

De este modo Spec Top B es una compactizacién natural de
Spec Top A.

Si A es el anillo de todas las funciones continuas sobre un es-
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pacio topolégico completamente regular, tal compactizacién es la uni-
versal de Cfcr (Ver [5), teor. 1, pag. 213).

0. 2. 3. 3. Volvamos desde otro punto de vista sobre las compectiza-
ciones de Spec Top A. Los ceros de ideales finito-generados de un
a.l c. forman sendos reticulos de cerrados base de las topologias de
Zariski en Spec Top A y en Spec Max A; la condicién necesaria y
suficiente para que estos reticulos sean formalmente el mismo es
que en A no existan ideales finito - generados densos. Aplicando la
teoria espectral de semianillos se ve entonces que en estas condi-
ciones Spec Max A es la compactizacién de Spec Top A respecto
al reticulo de los ceros de ideales finito - generados de A.

La no existencia de ideales finito - generados densos esti ase-
gurada para dlgebras de FRECHET por un teorema de ARENs ([6])
y es facil demostrar lo mismo para cualquier *-dlgebra simétrica:

El teorema (0.2.2.1.) aplicado a 4lgebras de FRECHET permite
asegurar que la compactizacién de que estamos tratando coincide
con la compactizacién WALLMAN. Si ademds 4 es regular, Spec Top A
es normal por (0.2.2.2.) con lo que su compactizacién WALLMAN y
su compactizacién ChcH son idénticas.

Este punto de vista estd desarrollado para 4lgebras de FRECHET
en ([4]).

En consecuencia, si A es FRECHET regular, Spec Max A es la
compactizacién de Cfice de Spec Top A. Vemos, pues, que el espec-
tro méximo total no distingue dos de tales dlgebras con el mismo es-
pectro topoldgico.

0. 2. 3. 4. Partiendo del teorema (0. 2. 3. 2.) se demuestra el siguiente
TEOREMA. En las condiciones de (0.2.3.2.) la condicién necesaria y
suficiente para que Spec Top A sea localmente compacto es que
entre los ideales densos de A haya uno minimo.

Claramente, si hay un ideal denso minimo sus ceros en Spec Max
A son justamente la «zona del infinito» Spec Max A - Spec Top A, con
lo que Spec Top A queda como abierto de un compacto, luego local-
mente compacto. Para demostrar la reciproca se prueba que las fun-
ciones de 4 con soporte compacto forman en B el ideal de nulidades
del cerrado Spec Top B - Spec Top A.

0. 2. 4. PARTICIONES DE LA UNIDAD Y CARACTERIZACION DE IOS IDEA-
LES CERRADOS.

Para a. 1. c. regulares de espectro compacto, la existencia de
una particién de la unidad subordinada a cualquier recubrimiento
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abierto del espectro es una consecuencia casi directa de la no exis-
tencia de ideales densos. ([3], corolario 3, pag. 136).

Ignoramos en que condiciones generales puede asegurarse la exis-
tencia de particiones de la unidad. Para 4lgebras de FRECHET regula-
res estd demostrada en {7], que es el trabajo con resultados mads
fuertes en este sentido que conocemos.

Como nuestros problemas se refieren a dlgebras de espectro local-
mente compacto trataremos directamente este caso.

Ias demostraciones son directas a partir de los resultados ya
enunciados y las daremos en forma abreviada.

0. 2. 4. 1. LEMA. Si 4 es un a. L. ¢. cuyos cocientes por ideales ce-
rrados son completos y ademds es regular semisimple y de espectro
localmente compacto, se verifica lo siguiente: para toda seminorma
(multiplicativa) p de 4 existe un compacto Q c Spec Top A tal que
si a e A es nula sobre Q es p (a) = 0.

DrmostrACION. Sea X = Spec Top A, I el ideal de las funciones
de A con soporte compacto en X; por ser X localmente compacto, el
ideal I no tiene ceros en X, luego es denso (teorema de representa-
cién espectral). Por tanto, dada una seminorma p de A existe p e/

tal que p (1 ——q9)<%. Entonces si a.p =0 se tiene p (a) =

—p@(l—g) <p@.p(1 —9) < ;7 (@) luego p(a) = 0. Esto

demuestra el lema.

0. 2. 4. 2. TEOREMA. Sea A un a. . c. en las condiciones del lema
anterior. Suponemos que {a,} es una sucesién de elementos de 4
tal que {Soporte de ,} es una familia de cerrados localmente finita

en Spec Top A. Entonces la serie OZO a, es absolutamente sumable

1
en A.

DeMOSTRACION. Evidentemente bastard que demostremos que
para cada seminorma multiplicativa p de 4 la serie ¥ p (@,) solo
tiene un ntmero finito de términos no nulos, cosa que se deduce
inmediatamente de las hipétesis y del lema anterior.

0. 2. 4. 3. COROLARIO. Sea A una *-algebra de FRECHET simétrica
regular y semisimple de espectro localmente compacto. Para todo
recubrimiento abierto {U,} de Spec Top A existe una particién de
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la unidad ¥ a, subordinada al recubrimiento y formada por funcio-
nes de A no negativas.

DrmostRACION. El espectro topolégico de 4 es reunién numera-
ble de compactos (4 es de FrRECHET), por lo que podemos encontrar
un recubrimiento {V,} subordinado al dado numerable y localmente
finito. ‘

Sea {W,} un recubrimiento tal que W, c V,; tomemos b, ¢ A
igual a 1 en W, y a 0 fuera de ¥V, aplicando 0.2.2.2.; llamemos C, =
= b, by, observemos que el teorema anterior asegura que Y, C, es
absolutamente sumable, que 3 C, no tiene ceros en Spec Top A,

Cn
Z Cn .
0. 2. 4. 4. CororarIO. En las condiciones del corolario anterior, si

@ es una funcién definida en Spec Top A que coincide localmente
con funciones de 4, es una funcién de 4.

luego es invertible (teor. 0.2.1.) y pongamos a, =

DEMOSTRACION. Facil usando una particion de la unidad ade-
cuada y usando el teorema.

0. 2. 4. 5. CoroLARIO. Si I es un ideal cerrado de A4, toda funcién
de A que coincida localmente con funciones de I est4 en I.

DEMOSTRACION. Como la del anterior.

Los enunciados anteriores deben ser comentados en el lenguaje
de la teorfa de haces. Si asignamos a cada abierto del espectro de 4
el anillo de todas las funciones de ese abierto que localmente coinci-
den con funciones de A obtenemos un haz cuya fibra en «x es el anillo
de gérmenes de funciones de A en x.

El corolario 0.2.4.4. significa que las secciones globales de este
haz son otra vez los elementos del anillo. El corolario 0.2.4.5. sig-
nifica que toda seccién del haz que en cada punto x tome un valor
de la imagen de I en esta fibra, es globalmente un elemento de I.

La fibra del haz en el punto x es el cociente de A por el ideal de
nulidades de %, que no es un ideal cerrado de A en general, con lo
cual no disponemos de topologia localmente convexa natural para
decir nada de los anillos de gérmenes.

En este punto salta la primera pregunta: si I', es el cierre del
ideal de nulidades del punto x ¢bajo qué condiciones puede ase-
gurarse que toda funcién del anillo 4 cuya imagen en A /I, esté en
I + I',|I', serd una funcién de I? Este problema de caracterizacién
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de los ideales cerrados en términos del fibrado de los anillos topoldgi-
cos locales es incomparablemente mas duro que la caracterizacién
en lenguaje de haces y no se sabe casi nada del problema en general.
El teorema de WHITNEY da esta caracterizacién para las 4lgebras
diferenciables.

0. 2. 5. F*-ALGEBRAS. Por abreviar los enunciados evitando buscar
las condiciones mads generales posibles, cosa que pocas veces tiene
sentido aqui, damos la siguiente.

0. 2. 5. 1. DeFINICION. Llamaremos F*-dlgebra a toda &lgebra de
FrECHET separable A, regular, semisimple, con involucién simétrica
y espectro localmente compacto.

" Las demostraciones que no damos pueden encontrarse detalladas
en [3].

0. 2. 5. 2. TeEorREMA. Si 4 es una F*-dlgebra, Spec Top 4 = Spec
Real A ([3] teor. 15; el autor de este teorema es E. MICHAEL).

0. 2. 5. 3. TEorREMA. Si A es una F*-dlgebra, toda topologia que
haga de A un dlgebra de FRECHET coincide con la dada (Mismas
fuentes).

0. 2. 5. 4. TeorEMA. Todo morfismo algebraico entre F*-dlgebras es
continuo.

DEMOSTRACION: Sea ¢: 4 — B este morfismo y sea ¢*: Spec
Real B — Spec Real A el morfismo traspuesto.

Empecemos por demostrar que I = ker ¢ es cerrado. Sea {a,} una
sucesién de elementos de I convergente hacia a € 4. Para cada pun-
to y del espectro de B, ¢*y es una funcional continua sobre 4 en
virtud del teorema 0.2.5.2. Se tendrd por comsiguiente ¢ (a) (y) =
= a (p*y) =lim a, (p*y) =0, y como B es semisimple, ¢ (a) = 0
luego a c 1. B N

Sea A =A|l y p: A — B la inyeccién natural. A es semisimple
por serlo B. Se usa ahora el argumento conocido desde Guelfand
de considerar sobre 4 la topologia reunién de la suya propia y la
inducida por B y demostrar por semisimplicidad que coincide con
la inicial de A.

0. 2. 6. COINCIDENCIA DE LA LOCALIZACION ALGEBRAICA CON LA TO-
POLOGICA. (Ver [3], teor. 18 y 19).
Sea A una F*-algebra. Si asignamos a cada abierto del espectro
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de A el anillo de las funciones de este abierto que localmente coin-
ciden con funciones de A obtenemos un haz cuyas secciones globales
son A otra vez.

Pero este procedimiento de localizar es poco algebraico, pues por
ejemplo, no tiene sentido localizar de este modo en el espectro primo.

Es por tanto fundamental saber si la localizacién topoldgica que
hemos definido coincide o no con la algebraica general. En este senti-
do se obtiene el siguiente:

TEOREMA. Sea A una F*-ilgebra, U un abierto de su espectro.
Entonces toda funcién en U que coincida localmente con funcio-
nes de A es cociente de dos funciones de 4. Es decir, la localizacién
topoldgica coincide con la localizacién algebraica general. Ademds
el anillo localizado 4, es a su vez una F*-dlgebra de espectro U.

I.as demostraciones se encuentran en (3) p. p. 146-148 y sirven
de pauta para las que haremos en el capitulo (I) en que trataremos
del problema general de la puesta en lenguaje de haz de los médulos
topoldgicos sobre una I *-dlgebra.

0. 2. 7. EL, TEOREMA LSPECIRAI, DE WHIINEY.

(Para todo este apartado ver [8], capitulo II).

Como ya hemos dicho, el teorema espectral de WHITNEY es una
caracterizacién de los ideales cerrados de un anillo de funciones dife-
renciables (m veces o o) sobre una variedad en términos de los anillos
topolégicos locales A /I',. El fibrado cuya fibra en cada punto es el
anillo 4 /I, es el «fibrado de jets» asociado al fibrado de linea trivial,
en la terminologia habitual en la literatura.

Una caracterizacién del tipo de la que da WHITNEY supone un
paso de «propiedades en el punto» a «propiedades en el entorno» y
por eso es tan dificil.

Para el anillo 4 = C*(Q) (0 <m < o0, 2 variedad) se encuen-
tra que I, es el ideal de todas las funciones nulas en x ellas y sus
derivadas de todos los dérdenes (hasta m 6 o0).

El anillo A/, es, en el caso m finito, el cociente del anillo de po-
linomios en tantas variables como dimensién tenga £, por el ideal
de los de grado > m. En el caso m = o se tiene el sorprendente
teorema siguiente:

0. 2. 7. 1. TEOREMA DE BOREL.
Si A = C=® (Q), para cada punto x € 2, AT, es el anillo de todas

3 — Collectanea Mathematica
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las series formales en un nimero de variables igual a la dimensién
de Q.
Visto esto, el teorema de WHITNEY se enuncia:

0. 2. 7. 2. TEOREMA ESPECTRAIL DE WHITNEY.

Sea 4 =C"(2) (0<m < o), I un ideal de A. La condicién
necesaria y suficiente para que una funcién a € A esté en el cierre
de I es que para cada punto x ¢ 2 la imagen de a en A /I, (es decir
el desarrollo de TAYLOR de a en x) coincida con la de algtin elemento
de 1.

El teorema de WHITNEY es vdlido también si en vez del anillo 4
se considera un A-médulo libre finito L. En el capitulo II nosotros
demostramos el mismo teorema para un A-médulo de Frfcuer fi-
nito cualquiera.

CAPITULO I
EL LENGUAJE DE HACES PARA MODUILOS TOPOLOGICOS

I. 1. PRODUCTO TENSORIAL TOPOLOGICO DE A-MODULOS TOPOLOGICOS.

I. 1. 1. Comencemos por unas consideraciones puramente algebraicas.

Sea A una C-dlgebra conmutativa. El producto tensorial 4 @ A es
s

una C-dlgebra de modo natural y la aplicacién lineal natural 4 ¥ 4 —
c

— A es un morfismo cuyo ntcleo, llamado diagonal de A y denotado
A4 es el ideal generado por los elementos de la formaa® 1 — 1 Q a.
Si M y N son dos A-médulos, M QYN es un A ¥ A-mébdulo

C C

con la definicién natural
(Xa;®b). (ZmQQn) =X a;m; K b;n;
Dicho ésto, se comprueba ficilmente que:

M®N = A% (MQN)
A

AR 4 c

donde A se considera como A & A-médulo via la igualdad A =
c
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=A®A|A. Asi pues se tiene una sucesién exacta de A Q A-mo-
(& [
dulos:

02y . MIN) > MIN -MLIN -0
C w A
con esto podemos pasar al problema de topologias.

I. 1. 2. DEFINICION. Dada un a. 1. c¢. 4, llamaremos A-mdédulo to-
poldgico a todo A-médulo M dotado de una topologia de e. 1. c.
separado tal que la aplicacién bilineal natural A X M — M sea con-
tinua.

I. 1. 3. Dados dos A-médulos topolégicos M, N es facil comprobar
que M §<) N dotado de la estructura de 4 @{) A-médulo que hemos

definido antes es un médulo topolégico. Por con51gu1ente Aa- (M ® N),
clausura topolégica de A, . (M 'X) N) en M ®N es un submodulo
y el cociente M ® Nipa. (M% §§) N ) es un A- modulo topolégico que

llamaremos producto tensorial topolog1c0 de M y N y denotaremos
M & N. Asi pues este médulo estd definido algebraica y topolédgica-
A

mente por la sucesién exacta

02 MIN) > MQIN ~MRIN -0
T B4 4

El producto tensorial topolégico es, evidentemente un cociente
del producto tensorial algebraico y coincide con él si y sélo si
Ag-(MQN) es cerrado en M Q N.

C T

I. 1. 4. TEOrREMA. Dada un a. 1. ¢. 4 y dos A-médulos topoldgicos
M, N existe un A-médulo topolégico M @ N univocamente carac-
4

terizado por la propiedad universal siguiente:

Existe una aplicacién A-bilineal continua 7: M X N - M QN
A

tal que para todo A-médulo topolégico P, dada una aplicacién A-
bilineal continua ¢ : M X N -+ P existe un tnico morfismo continuo
o MQYN - P tal que p =9 . 1.

ad

DEMOSTRACION. Empecemos demostrando que el producto ten-

sorial topoldgico tiene la propiedad umiversal enunciada tomando
como 7 la aplicacién bilineal obvia.
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La aplicacién A-bilineal continua ¢ : M X N — P da una aplica-
cién C-lineal continua M @ N — P (teor. 0.1.1.).

Pero ademés, por la propiedad universal del producto tensorial

algebraico, ¢ define un tinico morfismo M @ N — P, lo cual prueba
A

que en la aplicacion M @ N — P los elementos de A, . (M ® N)
1 C

van al cero, luego también los de su adherencia, por continuidad.

Asi por paso al cociente obtenemos ¢ : M @ N — P continua; que
4

¢ v ¢ se determinan una a otra univocamente es inmediato.
Que el producto tensorial queda caracterizado por la propiedad
universal se demuestra como en 4lgebra.

I. 1. 5. EjEmproO. Si I es un ideal cerrado de 4 y M un A-médulo
topolégico, .
AIQM = M| . M
A

como se demuestra facilmente usando la propiedad universal: dado
un A-médulo topolégico P y una aplicacién A-bilineal continua
Al X M — P, restringida esta aplicacién a 14, ® M es un mor-
fismo continuo de M en P nulo en .M, evidentemente luego tam-
bién en /. M y por tanto es un morfismo M/I . M — P.

Reciprocamente todo morfismo continuo de M/I . M en P da una
aplicacién A-bilineal continua A/l X M — P que determina uni-
vocamente al morfismo dado.

Asi pues M|I . M tiene la propiedad universal del producto ten-
sorial topolégico, luego coincide con él.

I. 1. 6. Una gran diferencia entre el producto tensorial topolégico
y el algebraico es que aquél no es exacto a la derecha, como prueba

el siguiente ejemplo: tomemos un dlgebra de FrRECHET A y dos idea-
les cerrados I . J. Tensorialicemos topolégicamente por I la sucesién

exacta

0] A ~A|] -0

obtendremos, desde luego, una sucesién de morfismos continuos

3 Al]
I.] Al - ——22—— 0
T / d+JI

Ahora bien, por argumentos elementales se ve que el cierrede I + J/J

en A/J es (I + J)/].
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La sucesién anterior es, pues al menos algebraicamente:
JII '] —~A|I ~A]I+] -0

La imagen del primer morfismo es [ 4 J/I, mientras que el nticleo
del segundo es (I 4 J)/I, que no coincide a menos que I 4 ] sea
cerrado, cosa que en general no ocurre.

I.o més aproximado a la exactitud a la derecha que podemos

afirmar en general es:

I. 1. 7. ProrosicioN. Sea M’ -%. M . M — 0 una sucesién exac-
ta de A-moédulos topoldgicos y morfismos continuos. Suponemos
ademas que yp es abierta. Sea N un A-médulo topolégico. Entonces
en la sucesién

MONEL N2 L yreoN——o
ad A

A
p @ 1 es un epimorfismo topolégico y la imagen de ¢ @ 1 es densa
en el niicleo de pQ 1.
DEMOSTRACION. En virtud del teorema (0.1.1.) al tensorializar

sobre C se obtiene un epimorfismo topolégico: M @ N -~ M" Q N.

De aqui se deduce ficilmente que si en la sucesién exacta
0~>¢(M)QN >gM)IN+ 1. (MON) >4 . (M"QN)->0
C

dotamos al primer y segundo espacio de la topologia inducida por
M @ N y al tercero de la inducida por M" @ N, la pendltima flecha

es un epimorfismo topolégico, por lo que al tomar el cierre de estos
subespacios en M Q N y M"”" @ N se obtiene una sucesién exacta
T T

0 _>¢(M’)QC©AI —>q7(M’)€§)N+A.(1WQCON) —>A.(M"QCZ)N) -0

de la que se deduce ficilmente esta otra:

0. __,(p(M’)QE)N—l— A MON)A. (MON) ——
< Cc C
—  MONEEL M QN ——0
tAd 24

donde ¢ & 1 es un epimorfismo topoldgico como se deduce facilmen-
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te de que M QN - M" QN lo sea. Para terminar la demostra-
T 14

cién, observemos que en la aplicacién natural

MQN=M®®N|ar. M IN) -
A4 A

Cc

~ & (M&N) +¢ (M)ON|& . (MIN)

la imagen de M’ @ N es densa en el segundo espacio, espacio cuya to-
nA

pologia es, evidentemente la inducida por M ® N.

ad

I. 1. 8. El completado de M ® N se denotara M @ N. En el caso

A4 4
en que M y N sean de Fri:cHET se deduce facilmente de las defini-

ciones y de la proposicién 0.1.6. que M X N es el cociente de M & N
por el cierre de A . (M QN) en M X N.
c

1. 2. HAZ ASOCIADO A UN A-MODULO DE FRECHET.

InTRODUCCION. En todo este apartado, A serd una F*-algebra de
espectro localmente compacto. El teorema 0.2.6. dado para tales
algebras admite un enunciado completamente general para médulos
de Fréchet, que damos en el teorema 1.2.2. Es preciso observar que
este teorema no vale para médulos cualesquiera si no son FRECHET;
un contraejemplo lo encontraremos en I.3. al estudiar el haz aso-
ciado al dual de 4.

I. 2. 1. Sea M un A-médulo. Para cada abierto U de X denotaremos
M el Ay-médulo Ay @ M; My es el conjunto de las clases de equi-
A

. . mo,_ . .
valencia de las fracciones — (m e M, a ¢ A sin ceros en U) donde
a
—

m . L . . —
~ sty solo si existe b e A sin ceros en U tal que b. (am' —

SN

—a'm) =0.

Para cada par de abiertos U 5 V el morfismo natural 4y — 4;-
da un morfismo oY : My — My. Los morfismos ¥’ satisfacen las con-
diciones de transitividad necesarias para que podamos hablar del
prehaz M de los médulos locales de M; M es un prehaz sobre el haz
A de los anillos locales de A.

El teorema fundamental es el siguiente:
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1. 2. 2. TEOREMA. Si A es una F*-ilgebra de espectro topoldgico

localmente compacto X y M es un A-médulo de FrRECHET, el prehaz

definido asignado a cada abierto U de X el A, -médulo 4y Q M es
A

un haz sobre X.

DEMOSTRACION. La primera condicién de haz es facil de demostrar:
Sea U un abierto de X, U; una familia de abiertos de reunién U,
(%?)U = ¥y ¢ My. Supongamos que Qgi my = m¢, = 0 para todo 7.
Hemos de demostrar que gy = 0.

Puesto que Ay es una [F*-dlgebra de espectro U, localmente com-
pacto (teor. 0.2.6.), podemos extraer un subrecubrimiento numera-
ble de U.

Supongamos entonces que {U;} es una familia numerable. La
hipétesis significa que para cada 7 existe a; € 4 sin ceros en U; de
modo que a;.m = 0. Sea a = § ~—.——aiL»-~— donde {p;} es

T2 (1 + pi (a;a™)) Z
una familia fundamental creciente de seminormas de A4; ae A y a
no tiene ceros en U. Por la continuidad respecto de 4 de la multi-

plicacién A x M -> M se deduce que a.m = 0 luego <%> = 0.
U

La segunda condicién de haz, de «acoplamiento de secciones» es
menos facil de probar. Necesitaremos el siguiente.

LEMA. Sea U = U, u U,; sean #iy,, My, elementos de My,, My,
respectivamente, tales que sus restricciones a U; n U, coincidan.
Existe entonces un elemento de M, cuyas restricciones a Uy, U,
coinciden con my,, My,.

DEMOSTRACION DEL LEMA. Sea My, = (7&) donde «; € 4 no tie-
il
ne ceros en U;; podemos suponer ademds que a; es no negativa; la
coincidencia en U, n U, significa que existe b sin ceros en U; n Us
tal que b. (ay my — ap m;) = 0.

Podemos suponer ademdas que b es no negativa multiplicando por
b*. Sean Iy = CU,, F, = ¢ U, en U; F; y F, son cerrados disjuntos
en el espacio normal U; por tanto existen cerrados de U, Gy, G
tales que F; c Go,; y que Gy n G, =¢.

Como A, es una F*-dlgebra, luego verifica (0.2.2.2.), podemos
encontrar funciones de Ay, @y, p, tales que ¢; sea cero en G; y que

P12 = 1



40 Jestis Mufioz Diaz

85}

1 =20

La funcién Z—l de A, prolongada por cero en F; coincide local-
1

mente con funciones de Ay, luego pertenece a A4, (0.2.4.4.). Anélo-
gamente, Z—Z prolongada por cero en F, pertenece a A,. Por consi-
2

guiente podemos definir 7y € My poniendo:

_ 2o R
my =g my + Z‘ my e My

a) 2
Demostremos que 7y coincide en U; con my,. Tomemos por ejem-
plo my,. Tenemos
|
— — — g — @y _._ —
My — Wy, = ffl _|_ ?72 [1__2__ P2 Wiy — P2 P2 —

My — “Zmy
1 as @i

donde ZQ se toma prolongada por cero como dijimos antes y res-
2

tringida a U;. Teniendo en cuenta que el soporte de ¢, esta conte-
nido en Uy, y por tanto que en los puntos de este soporte a, es posi-
tiva y teniendo en cuenta que en el espectro de una F*-dlgebra to-
do cerrado coincide con el conjunto de los ceros de una funcién del
dlgebra no negativa (téngase en cuenta que el ideal de nulidades
del cerrado debe ser numerablemente generado por la separabilidad del
dlgebra y férmese una serie conveniente con los generadores), pode-
mos sumarle a 4, una funcién no negativa »’ de A, cuyos ceros sean
el soporte de ¢, obteniendo de este modo una funcién a’, de Ay sin
ceros en U y que coincida con a, en el soporte de g.
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Entonces tendremos la siguiente igualdad en My, :

_ —

- _ R iy __ 0y A1 My — a,m

my — '”/LL.'l —= q;—,z my — q% my == P21 = ,(pz 2 1
an a, a)yasn

Sea C = b - b’; C no tiene ceros en U; porque los puntos de U,
en que b’ es cero son del soporte de ¢, luego de U; n U, donde b
toma valores positivos.

Entonces

@s.C(aymy —a'ym) = @2.b. (aymy — a'ymy) =
= (7)2b (611 _1772 - ﬂz:h’_ll) =0

Y por tanto my — my, = 0 en My,. Esto acaba la demostracién
del lema.

Terminemos la demostracién del teorema.

Sea {U;} una familia de abiertos de reunién U. Supongamos que
en cada U, se da my, e M;;, de modo que en U, n U, coincidan
My, Y My, Hemos de probar que existe #y cuyas restricciones a los
U, son los my, dados.

Podemos extraer un subrecubrimiento y restringirnos a conside-
rar el caso en que la familia de abiertos es numerable, {U,}.

El lema anterior nos permite sustituir cada U, por U; U ... U U,
de modo que podemos considerar que U; ¢ U; € ...

Como U es localmente compacto y o-compacto, podemos tomar una
sucesion de abiertos relativamente compactos, {V,} tal que el cierre
de cada uno esté contenido en el siguiente. A continuacién podemos
definir 7y, como la restriccién a V, de cualquiera de los iy, con
Uk oV,

En definitiva, podemos suponer dados abiertos V' € V..., tales
que el cierre de cada uno esté en el siguiente, y secciones my, my,, ...
tales que la restriccién de my, a V,_; sea my

n—=1"

LV,

q¢n=0

Pn=1
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A continuacién, por (0.2.2.2.) y por ser el anillo simétrico, pode-
mos encontrar funciones ¢, de 4 no negativas, ¢, = 1 sobre V,_; y
¢, = 0 en un entorno de ¢ V,,.

_ m . [
Sea my, = — con a, sin ceros en V,; podemos ademés suponer
"

que a, es cero fuera de V.

n pertenece localmente a 4, luego es de 4, luego m’, = Z—” m, €M

n "

y la restriccién de m’, a V,_; coincide con my-,_, . en efecto,
ﬂ? m. — 7_?1_';;—1 _ Pa Ay mn —a, 171‘»;—1 _ Ay 1 ;ﬁn — a, Wn—l
n - -
a, An—1 a, An—1 a, An—1

que es cero en My, .

Podemos, pues, sustituir las m, por las 7', y suponer que las my,
son restricciones a cada V, de elementos de M, que llamaremos 7,
(ahora m,_; es lo que hemos llamado antes #i’,).

Sea p; < p, < ... una familia fundamental de seminormas para
A4; g1 < g, < ... una familia fundamental de seminormas para M.
Definamos

_ < Py
=R T ple) U T 0 i)’
W — OZ? @, My,

n=1 2" (1 ‘I_ Pn ((pn)) (1 _I_ 9n ((pn WLn))

m .
Veamos que — es la seccién buscada.
»

. 7 X P mn — P ﬁl\’
Tenemos m — ¢ . my = Y, =t — _tr K

n=1 ?L( ) . ( )

— — P W”n — @, Mg Pr n_ln — Pk WI’K
W — @ W) = - -
PRl =2 0 ) LA )

puesto que para ¢ <<j es ¢;.@; = ¢; Ahora bien, para n < K
es @, (m, —mg) = 0 pues existe b > 0 sin ceros en V, tal que
b. (m, —myg) =0 y como puede encontrarse b’ invertible en 4 y
coincidente con & en el soporte de ¢, serd ¢,b= p,b’; luego
b @, (m, — my) = 0, luego ¢, . (1, — mg) =0 en M.

El mismo argumento prueba que ¢y (i, — 7g) = 0 para # > K.

. _ _ mo ..
De aqui que % — ¢@#ig =0 en Vig_y, luego — coincide en Vi
4
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con #y y por tanto con mg_.;. Entonces — es la seccion de M, que

@

buscabamos.

1. 2. 3. COROLARIO. (TEOREMA DE LOCALIZACION GLNERALIZADO)

Sea @ una F*-algebra conteniendo a A como subdlgebra (de modo
puramente algebraico).

Sea Y el espectro de &, z:Y — X el morfismo asociado a la
inyecciéon A4 — @. Sea U un abierto de X, V = z~1 (U) su antiimagen
en Y. Se tiene &, = A, ¥ &.

4

DEMOSTRACION. Es suficiente ver que toda funcién de & coincide
en un entorno z—1 W de cada fibra =1 X (x ¢ W c U) con una fun-
cién de A, a: en efecto, basta tomar W fuertemente contenido

4

en U, una funcién a € 4 que valga 1 en Wy 0 en un entornodeC U y
multiplicar por ella la funcién de &, correspondiente.

En particular podemos considerar el caso en que 4 y & tengan el
mismo espectro. Sea entonces ¢ € €, U el abierto en que ¢ es distin-

ta de O;—1 € &, luego existen ye &, a € A tales queé = g, luego

¢

¢.y=aen Uy como podemos tomar a nula en todo punto fuera
de U, esta igualdad valdrd en todo punto.

Por ejemplo, si X es una variedad C°, para toda funcién con-
tinua ¢ sobre X existe otra y con los mismos ceros que ¢ y tal que
¢ . v sea infinitamente diferenciable.

1. 2. 4. TEOREMA. Para todo A-médulo de Frcurr M y todo abier-
to U del espectro de A, el A;-médulo My = A ® M admite una
topologia de A,-médulo de FRECHET tal que el functor M — M de
la categoria de los A-médulos de FRECHET a la categorfa de los A -
médulos de FRECHET es exacto en sentido algebraico y topolégico
(que el functor es exacto en sentido algebraico es una propiedad
puramente algebraica de la localizacién que significa que Ay es un
A-médulo plano, cosa facil de probar y que ya damos por supuesta).

DEMOSTRACION. Recordemos antes de nada cual es la topologia
(o, si se quiere, la definicién) de A;. Se demuestra fdcilmente a par-
tir de las propiedades de 4 que U es reunién de una familia numera-
ble de cerrados Q; € Q, C ... cada uno contenido en el interior del si-
guiente. Ilamemos I, al ideal de las funciones de A que son nulas
en (), y comprobaremos facilmente que 1121 A|[I, es el anillo de todas
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las funciones en U que coinciden localmente con funciones de A en

U, es decir, es 4, (ver (3), teor, 19), con lo que podemos tomar para

Ay esta topologia limite proyectivo, topologia que es independiente

de la familia de cerrados que tomemos como demuestra (0.2.5.3.).
Dicho esto demostraremos el siguiente:

LeEMA. Sean F, G dos cerrados de X tales que F c &; sean I = Ker F,
J = Ker G sus ideales respectivos. Se verifica que /.M cI.M.
Demostracién del lema

Tomemos un entorno cerrado de IF conteniendo en G y un entor-
no cerrado de ¢ G como se esquematiza en el grafico.

Sean a, b dos func1ones de A4 tales que a + b =1y que a sea
cero en el entorno de ¢ G y b sea cero en el entorno de F que hemos
considerado. Sea 7 ¢ J. M; dado ¢ > 0 y una seminorma gen M
existird m’ ¢ J . M tal que g (s — m') < e como a.7’ — 0 tendremos

g(a.m)=q(a@m—m)) <pa).qm—m)<pa).e

para una cierta seminorma p de A dependiente solo de g. Como e
es arbitrario serd g (a.7) =0, luego M = (a +b). W =0b.m y
puesto que b es cero en F, m el .M, como queriamos demostrar.
Tomemos una cadena de cerrados (, como hemos dicho antes v
sus ideales correspondientes I,.
Sea M, = M|I,. M; para n > K se tiene un morfismo canénico

M, - My lo que permite definir el A-médulo M v, = lim M,, que es
FRECHET. Vamos a ver que algebraicamente se verifican las igualdades
My = =lim M|I, M = 11m M|I,M = M v

El morfismo _
My —lim M|T, M = lim (4/I, ® M)
— — A
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es el definido de modo natural por los morfismos A, — A/I,. Este
morfismo es inyectivo, pues si ;ﬁ € M tiene imagen nula en el li-

mite proyectivo es que para cada n es # ¢ I,. M, es decir existen

b;el,, m;eM tales que m = 3 b, . 7;, de donde se deduce tomando

pn€d igual a 1 en Q, ;| y a O fuera de Q, que ¢, = 0. Podemos

suponer ademds que ¢, es no negativa usando la involucién. Enton-

ces la funcién ¢ = S P anula 7 y no tiene ceros en U,
S T R £ ) y

luego %ﬂ =0en M.

Que el morfismo es exhaustivo se deduce de la segunda condicién
de haz, verificada por M en virtud del teorema anterior.
Falta ver que lim M /I, M = lim M[I,. M y esto se deduce del

lema anterior que demuestra las inclusiones I, M c I, M c I

n—1 M
y por tanto nos permite definir los morfismos del diagrama:
M
; _ M
“““ — " 44 7 T —>e-----
4
rd g l rd - ” l
e e
rd - ‘<

v M M —_— e ee-a

——— e / —_— /_. —_— —_—

I M {1, 1, M

que dan morfismos inversos uno del otro entre los dos limites proyec-
tivos, lo que demuestra el isomorfismo.

Dotado M de la topologia limite proyectivo de los M, es un A-
médulo de FRECHET y es facil ver que, por la definicién de la topo-
logia de A, es también un A;-médulo de FRECHET.

La exactitud algebraica del functor M — M est4 asegurada por
la platitud de 4, como A-médulo. Por otra parte, si M — N es un
morfismo continuo de A-médulos de FrRECHET, la continuidad de los
morfismos M/[I, M — N|I,. N asegura la continuidad de M, — Ny.
Entonces, si 0 =M’ - M — M" -0 es una sucesién exacta de
A-médulos de FrEcHET, la sucesién

0O -My—->My; -M"', -0

es algebraicamente exacta y de morfismos continuos. Se aplica el teo-

rema del gréfico cerrado y se ve trivialmente que es topolégicamente
exacta.
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1. 2. 5. CororLarIO. Para todo A-médulo de Freécurr M, A, X M
zd

coincide algebraicamente con My y el morfismo A, @ M - My es
A
continuo.

DrMOSTRACION. Por ser M, un A, -médulo de FRECHET, el mor-
fismo C-lineal A, @ M — M es continuo, luego de niicleo cerrado.
T

De aqui que A; ¥ M = Ay ® M algebraicamente. I.a continuidad
A 4
de Ay ® M — My estd garantizada por la propiedad universal I.1.4.
d

Salvo casos muy sencillos como por ejemplo cuando A, es
finito, no sabemos en que condiciones coinciden las dos topologias
sobre M ;.

1. 3. HAZ ASOCIADO AIL DUAIL DE A . DISTRIBUCIONES.

1. 3. 1. INTRODUCCION Y DEFINICIOXNES.

Sea A una F*-dlgebra de espectro localmente compacto y sea I
el ideal de las funciones de A con soporte compacto en Spec Top
A=X.

El ideal I se dota de topologia limite inductivo de sus subespa-
cios I, donde I es el ideal de las funciones de A con soporte conte-
nido en el compacto K. Como podemos tomar una cadena exhaus-
tiva de compactos Q; € Q, c ... en X, I es un espacio L F estricto
y su topologia no depende de la cadena de compactos elegida.

El dual de I, I’ se llamard espacio de distribuciones asociado a
A; debido a la propiedad de las partes acotadas en un limite induc-
tivo estricto de e. 1. c. resulta que I’ con su topologia fuerte coincide
con lim I’y dotados los I'y de sus topologias fuertes.

I" ests dotado de modo natural de una estructura de A-médulo,
pero en general no es un 4-médulo topolégico. Lo tinico que pode-
mos decir en general es que la aplicacién bilineal 4 X I' — I’
es separadamente continua, pero por ejemplo en el caso en que
A = C° (R), I’ son las distribuciones de SCHWARTZ sobre la recta y
la multiplicacién 4 X I’ —I' no es continua simultaneamente en
las dos variables. Sin embargo, cuando los Iy son espacios de Ba-
nach (caso por ejemplo, de las funciones m veces diferenciables, con
m < ©), I'y es un espacio de Banach y I’ es un FRECHET, en cuyo
caso por ser separadamente continua la multiplicacién ya es auto-
méiticamente continua.
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Si Ues un abierto de X y A4, es la localizacién de 4 en U, tenemos
un morfismo natural 4 — Ay y una inyeccién continua I; — I (don-
de Iy es el ideal de las funciones a soporte compacto de 4y, no la
localizacién algebraica de I en U), que pasando al dual nos da un
morfismo I’ — I’y; del mismo sentido que el morfismo 4 — A,. Esto
que se hace con 4 y A puede hacerse con A, y 4 siempre que V 5 U
y nos permite definir de modo evidente un prehaz, que llamaremos
prehaz de distribuciones asociado a A. La localizacién utilizada en
la definicién de este prehaz es «topolégicar. Veremos en que casos
coincide con la localizacién algebraica y un caso en que no coincide.

En general demostraremos que el prehaz de distribuciones es un

haz. Tista es una razén para tomar las distribuciones en lugar del
dual de 4.

1. 3. 2. HAz DE DISTRIBUCIONES.

1. 3. 2. 1. OBSERvACION. Dado un compacto Q de X y dos abiertos
U, V, que contienen a Q, la topologia de I, inducida por 4, la in-
ducida por I; y la inducida por I, coinciden (propiedad de los L F
estrictos). Una distribucién en U serd un elemento de I’;, es decir
una funcional lineal sobre I, cuyas restricciones a todo I,, Q ¢ U
son continuas.

I. 3. 2. 2. TeorEMA. El prehaz 7] de distribuciones es un haz.

DrMOSTRACION. Para ver que es haz hay que demostrar que dado
un recubrimiento abierto {U,} de U y dados w, € I'y, tales que en
los morfismos I'y, ~I'y vy L'y, > 1y, o vp We Y g tengan la mis-
ma imagen, entonces existe una tnica w €I’y que restringida a U,
coincide con w,.

Como Ay y A tienen las mismas propiedades supondremos que
U = X. Tomemos un recubrimiento numerable {V,} localmente fi-
nito y mas fino que {U,}. Por morfismos de restriccién tendremos
una distribucién w, en cada V,. Tomemos una particién de la unidad
2 a, subordinada al recubrimiento {V,}. Para cada compacto Q solo
hay un ntmero finito de funciones 4, no nulas en Q. Definamos w
en [, poniendo w (¢) = X o, (¢ . a,). El morfismo I, — Iy,

" ¢ —>9.a,
es continuo, luego w es una forma lineal continua sobre I, para cada
Q luego w e I'. IL,a demostracién de que o coincide en cada V, con
w, y de que es dnica es facil.
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I. 3. 3. COMPARACION CON LA LOCALIZACION ALGEBRAICA.

El problema es saber en que condiciones el haz 7] de las distri-
buciones coincide con el haz asociado al A-mdédulo I’ por el procedi-
miento algebraico de asignar a cada abierto U el 4 -médulo A, Q I'.

A

I. 3. 3. 1. DEFINICION. Diremos que A es localmente Banach si para
cada compacto Q de X el anillo 4 /ker Q es de BanacH. En las con-
diciones en que estamos, esto equivale a decir que A es limite pro-
yectivo estricto de 4lgebras de BANACH y también que los ideales I,
con la topologia inducida por A son espacios de BANACH.

1. 3. 3. 2. TeorEMA. Si A es localmente BANACH, entonces [’ =
=A;91T.
A

DEMOSTRACION. Como hemos dicho en la introduccién, si toma-
mos para cada abierto U una sucesién exhaustiva de compactos
Q1 cQyc .. c U yllamamos I, = Iy, se tiene I, =lim I,, I'y =
— lim I',, igualdad algebraica y topolégica tomando topologias fuer-
tes; como los I, son BaxacH, también son los I’,, por lo que I’y es
FRECHET para todo abierto U, por lo que coincide con el A y-médulo
de las secciones globales del haz de sus localizaciones algebraicas
(teor. 1.2.2.). Lsto mismo ocurre con Ay & I’ (teor. 1.2.4.) y como

4

los haces de que tratamos son haces «mou» sobre U, para ver que
tienen las mismas secciones globales es suficiente ver que tienen la
misma fibra en cada punto, cosa muy facil.

Si se quiere evitar hacer referencia a teoremas generales ante-
riores también puede hacerse una demostracién directa; demostra-
remos que las distribuciones sobre U son cociente de distribuciones
sobre X por funciones sin ceros en U: tomemos una sucesién de com-
pactos Q; € Q, c ... de reunién U, cada uno contenido en el interior
del siguiente; tomemos sendas funciones de A no negativas, a, igual
alen(,y a0 fuera de Q,,1. Sea entonces wy €I’y y definamos
a, . wy como elemento de I' de modo natural. En estas condiciones
la series

a, Oy

©= XS TF b (@) (LT 4, @ w0))

ay,

[ 2 (@) (1 F 40 (@n 00)

azzl:Z"(
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(p» seminormas en A, g, seminormas en I’ como siempre) son ab-

. . . )
solutamente sumables, a es invertible en A, y se tiene wy = 2
sobre Iy.

1. 3. 3. 3. CoNnTRAEJEMPLO. Cuando A no es localmente BANACH el teo-
rema no es en general cierto. Por ejemplo, sea 4 el anillo de las fun-
ciones de clase C*® sobre la circunferencia, I’ consiste en este caso
en las distribuciones de ScEHWARTZ sobre la circunferencia, que son
de orden finito por ser la circunferencia compacta. Sin embargo con-
siderada la recta como abierto de la circunferencia, hay distribuciones
de orden no finito, que no pueden aparecer por localizacién alge-
braica de distribuciones de orden finito (observese que al localizar el
orden de una distribucién no aumenta).

1. 3. 4. Finalicemos este apartado de las distribuciones asociadas
a A enunciando algunas propiedades generales que son completa-
mente andlogas a las verificadas por las «verdaderas distribuciones»
de ScuwARTZ; las demostraciones son casi copia y las damos en forma
de telegrama.

1. 3. 4. 1. Es obvio que dada w cI’, para cada compacto Q de X
existe una seminorma p, de A y una constante C, tales que
[w(p)| <Cq.po(p) para toda ¢ €1,

1. 3. 4. 2. DEFINICION. Soporte de una distribucién w € I’ es su so-
porte como seccién del haz 7.

Asi, un punto de X estd fuera del soporte de w si existe un en-
torno de ese punto en el que la restriccién de w es cero.

1. 3. 4. 3. TEOREMA. Si {U,} es un recubrimiento abierto del soporte
F de una distribucién o, o puede descomponerse en suma localmente
finita y convergente w = 3 w, donde w, tiene su soporte en U, n F.

DEMOSTRACION. Por una particién de la unidad.

1. 3. 4. 4. TEOREMA. A’, espacio dual de A coincide con el espacio
de las distribuciones € I’ que tienen soporte compacto.

4 — Collectanca Mathematica
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DEeMOSTRACION. Como la inyeccién I - A es continua (dotado [
de su topologia limite inductivo), da por trasposicién un morfismo
I' «— A’, que es inyectivo por ser I denso en 4.

Por otra parte, tomemos la sucesién de compactos @, como siem-
pre y pongamos 4 = lixllA/ker Q, como siempre. Por tanto, alge-
braicamente serd 4’ = lirr} (A ker Q,) = lim (ker Q,)0, donde (ker Q,)0
es el ortogonal a ker Q, en A'. Entonces, dada w € 4’ existe un com-
pacto Q, tal que si ¢ es nula en Q, es w (p) = 0. Pero esto quiere de-
cir que w tiene su soporte c Q,.

Reciprocamente, sea w € I' de soporte compacto Q; tomemos a € I
que valga 1 en un entorno de QQ y observaremos que w = a . o, con
lo que para cada ¢ ¢ A podemos definir w (¢) = w (@ . ¢) donde a . ¢
va es de I.

CAPITUIO II

SINTESIS ESPECTRAL PARA MODULOS DE FRECHET
DE TIPO FINITO SOBRE C*(X) (0 < m < o).

II. 1. NATURALEZA DEI, PROBLEMA.

Sea A una F*-dlgebra de espectro localmente compacto X y para
cada x € X sea A, el anillo de gérmenes de funciones de 4 en x. A,
coincide con el cociente de A por el ideal de nulidades #, del punto x.

Para cada ideal cerrado I de A se verifica que toda funcién a € 4
cuyo germen en cada punto x coincide con el de una funcién de I,
es una funcién de I.

En consecuencia se verifica, para todo ideal cerrado I, que

=n (I +n,), con lo que todo ideal cerrado es interseccién de
r€X

ideales primarios (en el sentido de GUELrAND ideal primario es el
que estd contenido a lo més en un solo ideal maximal). El problema
de la sintesis espectral para un anillo 4 puede enunciarse asi:

¢Se verifica que para todo ideal cerrado I de AesI = n (I 4 I7,)?
xCcX
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donde I, es el cierre del ideal de nulidades de x. No existen condi-
ciones generales sobre A para que valga la sintesis espectral y desde
luego no vale siempre (ver apéndice [5]). El teorema de WHITNEY
(0.2.7.) es el teorema de sintesis espectral para los anillos C” (X) (con
el suplemento de que I + I, es cerrado para cada x y sea el ideal
I cerrado o no).

Periodisticamente hablando, el problema de la sintesis espectral
es el de caracterizar los ideales cerrados en términos del fibrado de
fibras A4 /I',, mientras que la caracterizacién por gérmenes estd hecho
en lenguaje del haz de fibras A,.

Naturalmente, el problema puede plantearse para A-mddulos.
En el capitulo I hemos visto que el prehaz de las localizaciones de un
A-médulo de Fréchet M es un haz. De ahi se deduce inmediatamente
que si N es un submédulo cerrado de M, todo elemento de M cuyo
germen en cada punto x € X provenga de N estd en N.

La fibra en x del haz asociado a M es M, =M [n, M = 4, Q M.

A

I.o mismo que para el anillo podemos considerar los A/F;—mé—
dulos topoldgicos M|, M = A|l',® M y preguntarnos si un sub-
4

mdédulo cerrado N de M estd caracterizado por sus imdgenes en las
fibras M [I', M en el sentido de que N = n (N + [, M). Esto es lo

rCX
que llamamos problema de sintesis espectral para A-médulos.

Cuando M es un médulo libre sobre C™ (X), sus submédulos cerra-
dos verifican la sintesis espectral como demostré WHITNEY ([8] cap.
II).

Nosotros utilizamos aqui este teorema para dar el teorema general
de sintesis espectral para médulos de FriccHir de tipo finito sobre
c™ (X).

II. 2. Caso m << oo.

Las notaciones y resultados que usemos sin referencia estdn en
[8]. X Serd una variedad de clase m < oo y dimensién #; 4 = C" (X).
Para cada punto x, I, es el ideal de las funciones de 4 que tienen
nulas sus derivadas hasta el orden m en x; I', coincide con el cie-
rre en A del ideal de nulidades de x.

II. 2. 1. LEMA. Sea L un A-médulo libre finito, N un submédulo
cerrado de L. Para todo x € X se verifica

I''N=I,LnN
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DEMOSTRACION. El lema puede deducirse inmediatamente del teo-
rema de WHITNEY sobre los submédulos cerrados de un médulo
libre. Pero hay una demostracién directa muy simple:

Trivialmente, I, N ¢ I, L n N. Sea é=(p1..@)el, L nN.
Las funciones g; tienen nulas todas sus derivadas hasta el orden 7 en
el punto x. Por tanto, fijado ¢ < 0 existe un entorno U (), que po-
demos suponer identificado a un disco de radio 4 en R*, en el que
| D*@; (y) | < &.dm=*I paratodoy € U (x) y todo n-entero & = (B1... k)
con | k| < m.

Podemos encontrar una funcién ¢ ¢ C° (X) que sea igual a 1 en
un entorno de x, nula fuera de U (x) y cuyas derivadas satisfagan

C
|1 D'¢ ()| < g para [ k| <m

(C, constante que depende solo de ).

Sea ¢ = ¢ . ¢.
Para y e U (x) se tiene

D p @) ()| S S oo e dnm1HE1 <7
h<k
donde C’ depende solo de m
De lo anterior se deduce inmediatamente que (1 — ¢) . ¢ puede
tomarse tan préximo como se quiera a ¢ en la topologia de L, y como
1 — @ el’,, hemos terminado.

II. 2. 2. LEMA. Sea 0 -+ N - L - M — 0 una sucesién exacta de
A-médulos de FRECHET y morfismos continuos, donde L es libre
finito. Entonces para cada x ¢ X las sucesiones

0 >IN >I"L ~T.M -0
0 -N/I''N - L|[,L -~M|T,M —0
son exactas.

DEMOSIRACION. Se tiene ker (I, L - I',M)=1.L n N =1,N,
de donde se deduce la exactitud de la sucesién

0TI N~>I.L>I.M -0

Veamos que I, M = I', M. Para ello observemos que I', M puede do-
tarse de la topologia cociente I', L/T, N, que es de FRECHET y més
fina que la inducida por M.
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La sucesién
0 -N/I[LN - L|I'"L ~M|I'M -0

esexactaporser 'N=1,L n N ycomo L/I', L esun espacio vec-
torial de dimensién finita sobre C, también lo seri M|, M luego
I'' M es de codimensién finita en M. Podemos aplicar entonces el
siguiente lema sobre espacios de FRECHET: si F es un subespacio de
codimension finita del espacio de FrREcHET E y si F admite una to-
pologia de FRECHET m4s fina que la inducida por E, entonces F es
cerrado en E (basta, en efecto, tomar un subespacio G de dimensién
finita tal que I’ ® G = E algebraicamente, observar que la aplica-
cién F @ G — E es continua dotado F de la topologia de FRECHET
dada en él, y aplicar el teorema del grifico cerrado). Asi pues
I'M =T,M y hemos terminado.

II. 2. 3. LEMA. Sea 0 - N - L' - M’ - 0 una sucesién exacta
de A-médulos de FrRECHET y morfismos continuos, donde L’ es un
submédulo cerrado de un moédulo libre finito L. Entonces las suce-
siones

O—-I.N-~>I,L'-TI,M -0

O~-N/I''N-L|I'L -M'|[,M' -0

son exactas..

DEMOSTRACION. Tenemos ' N =1, LnN=I,LnL nN =

T
L' n N segtin el lema (II.2.1.). Por tanto si llamamos I', M’ =
I1,I', L' tendremos una sucesién exacta

y teniendo en cuenta que L'/, L' ¢ L/I', L es un espacio vectorial
finito podemos argumentar del mismo modo que en lema anterior

para ver que I, M’ = ', M’ y con ello lo dem4s es trivial.

II. 2. 4. TEOREMA. Para todo A-médulo de FriicHET de tipo finito M
y todo xe¢ X, I'y M es cerrado en M. Ademads, si

0-M -M —-M"-0
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es una sucesién exacta de A-médulos de FrECHET y morfismos conti-
nuos y M es de tipo finito, las sucesiones

0O—-I' "M ~I'.M —~I',M" -0
0 >M|I,M —~M[I'M —~M"|I'M" -0
son exactas.

DEMOSTRACION. Sea 0 - N - L — M — 0 con L libre finito, N
cerrado en L. Sea L' la antiimagen de M’ en L. Es evidente que el
niicleo del morfismo compuesto L — M’ es L’ y por tanto tenemos
una sucesién exacta 0 — L' — L — M — 0. Aplicando los lemas
anteriores obtendremos las sucesiones exactas

>IN >T,L -T,M -0 (I1.2.2.)
~I,L" >, L ~I'M" -0 (I1.2.2.)
0O->I'N->I.L' -I'M -0 (I1.2.3.)

de donde se deduce la exactitud de
0 >T,M >I.M~I,M" -0
por procedimientos algebraicos elementales. Por ejemplo.
ker I'yM -T'M"Y=IT,ManM =TI,L+ N/NnlL|N=
= L+N)nL/N={,LnL)+N|N =I,L + N|N =
=I,L[IL'anN=T,L|,N=1I,M

A partir de aqui es trivial la exactitud de la segunda sucesién
del enunciado.

II. 2. 5. Para cada A-médulo de FriicHEr M definiremos
M, = A|Tl, ®M = M|, M.
Cuando M es finito hemos visto que M,=A|l, ® M.

A M, le llamaremos mobdulo de los desarrollos de TAvYLOR de
M en x.

II. 2. 6. CororARrIO. (Teor. 3. 1. de Roth en [9] pag. 217). Si X es
una variedad conexa, el anillo C” (X) (0 < m << o) no tiene ideales
propios finito - generados cerrados.
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DEMOSTRACION. Sea I un ideal finito generado cerrado de A; de-
mostremos que I =0 6 I = 4.
Sea 0 = N -~ L — I --0 exacta con L libre de base tantos ele-
mentos como generadores tenga I. Tendremos sucesiones exactas:
0
00— N, — L, —1I,— 0

v

4,

1

(A4/1).
1
0

Como N, = N|I',N==N + I L| I, L es de dimensién compleja
localmente no-decreciente (por ser N un espacio de funciones vec-
toriales y ser N, el espacio de los desarrollos de TAVYLOR ordinarios
de N en x), resulta que dim I, es localmente no-creciente, por la
exactitud de la fila.

Pero por ser I un ideal, dim I, es localmente no-decreciente.
Luego dim I, es localmente constante, luego constante por ser X
conexa.

Si existe un punto x y una funcién fel con f(x) # 0, en ese
punto es dim 7, = dim A, y por lo que hemos dicho antes, para todo
punto y € X deberd ser dim I, = dim A4,, luego el ideal I no tiene
ceros en X y por tanto es denso en A, luego coincide con 4.

II. 2. 7. TEOREMA DE SINTESIS ESPECTRAIL PARA A-MODULOS FINITOS.

Sea M un A-médulo de I'rE:cHET de tipo finito, M’ un submédulo
cerrado de M, m e M. La condicién necesaria y suficiente para que
meM' es que en todo punto x € X la clase 7, ¢ M, esté en M’,. '

DEMOSTRACION. Ya hemos visto que M, es un submédulo de M,
con lo que la necesidad es trivial.

Reciprocamente, tomemos una antiimagen ¢ de #, usemos las
notaciones de la demostracién del teorema (II.2.4.) y tendremos su-
cesiones exactas

0+N,—-L,—~M,—~0

0N, >L, M, =0
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de las que se deduce que ¢, ¢ L', para todo punto x y por el teorema
de WHITNEY, ¢ € L', luego m e M'.

II. 2. 8. OBSERVACION. Todos los enunciados anteriores dependen
exclusivamente de dos puntos: que para cada x, A /I, sea de dimen-
sién compleja finita constante y que valga la sintesis espectral para
A-médulos libres.

Asi, puede asegurarse que una I"*-dlgebra que tenga estas propie-
dades y sea de espectro conexo no tiene ideales propios finito - ge-
nerados cerrados.

II. 3. Mépuros soBre C (X)

En este apartado 4 es el anillo de todas las funciones continuas
sobre la variedad X. M4s generalmente, X puede ser un espacio lo-
calmente compacto metrizable cualquiera.

Para cada cerrado F, I'y es el ideal de todas las funciones corn:
tinuas nulas en F.

IT. 3. 1. TEOREMA. [y es un A-médulo plano.
DrMOSTRACION

LemA 1. Para cada cerrado F de X existe una funcién ¢el'z
no negativa y nula solo en F.

En efecto, ¢ puede tomarse por ejemplo la distancia a F. En
realidad el lema vale para toda F*-4lgebra de espectro X.

LEMA 2. Sean ¢ ... ¢, e['y. Existen funciones ¢ elI';, positiva
fuera de F y ;... ¢, €'y tales que ¢; = 9. q; (i = 1, ... n).
Tomemos y e [y positiva fuera de F. Definamos

1 ) _
q) = ((pl(pl* + o + "pn(pn* + 1/)2)3’ ¢i = % (¢1’ (x) == O S1 fo)

Es trivial que ¢ y las @; son de I
Para demostrar el teorema hay que probar que para cualquier
ideal I de 4 la aplicacién canénica I @ I'y — I'y es inyectiva. Su-
A

pongamos que X ;. f; = 0 con ¢; e I's. f;el. Pongamos ¢; = ¢ . g
i=1

n _—
como en el lema 2 y tendremos ¢ . <2 P .f,) = 0. Como V¢ eIy
i=1
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tendremos
Sw®fi=e®E G i=Ve Ve ($5.4) =0
i= = i=
porque evidentemente, si ¢ anula a Y, ¢;.f; también lo anula \/(_}f:
i=1

II. 3. 2. TeorEMA. Para todo A-médulo topoldgico M se verifica

YOM=Ir. M
A

DrmostrACION. Hay que probar que el morfismo canénico
n

I'n@®M ->1I'y . M es inyectivo. Ahora bien, si 3 ¢; ® m; —
A i=1

n

- ¥ @;.m; = 0, repetimos un argumento como el del teorema an-
i==1
n

terior y encontramos que Y ¢; @ m; = ¢ Q m con ¢ el'y positiva
' i=1
fuera de F.
Por tanto 3 ¢;®@m; = ¢ ®@m = Vo @ Ve.m, donde g . m =0
i=1

y basta demostrar que si ¢ anula a m, también \/ ¢ anula a m; pero
como M es un A-médulo topoldgico, el anulador de un elemento
m de M es un ideal I cerrado en A; por hipétesis ¢ € I; pero como ¢
es cero solo en I el ideal 4 . ¢ debe contener a I'y, luego coincide con
I'z y por tanto I o I'y luego V¢ eI, con lo que el teorema que-
da demostrado.

II. 3. 3. TEOREMA. Si 0 - M' -~ M — M" — 0 es una sucesién exac-
ta de A-médulos topolégicos y morfismos no necesariamente conti-
nuos, la sucesién

U A/]1F® M — /1/‘1F®ﬂ/f — 44/.[71:® M =0
4 4 )
es exacta.
DEMOSTRACION. En virtud de los dos teoremas anteriores, la suce-
sién
0 ——>]-'Fl’u" _>1"Fﬂl ”’PFM” =0

es exacta. A partir de aqui la demostracién es trivial.

II. 3. 4. CoroLaRrIO. Si M’ es un submdédulo cerrado de M, I'r M’
es cerrado en Iz . M. En particular, si I'y M es cerrado en M, I'y M’
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es cerrado en M'. Si M es de tipo finito o submédulo cerrado de un
médulo de tipo finito, I', M es cerrado para todo x € X.

DEMostRACION. Todo es trivial salvo el dltimo punto, que se de-
muestra teniendo en cuenta que /", M es de codimensién finita en M
por un argumento analogo al de (I1.2.2.)

II. 3. 5. TEOREMA. Sea M un A-médulo de FrizcHrT de tipo finito,
M’ un submédulo cerrado de M, la condicién necesaria y suficiente
para que un m e M esté en M’ es que para todo punto x € X la ima-
gen de m en M, = M{I',M esté en M', = M'|I", M.

DEMOSTRACION. En un caso particular de II.2.7. Pero la demos-
tracién puede hacerse sin emplear el teorema de WHITNEY en su
forma general probando directamente que la sintesis espectral vale
en este caso para moédulos libres, cosa facil.

II. 4. M6pULOS SOBRE 4 = (C*° (X)

I1. 4. 1. OBSERVACIONES PRELIMINARES

El problema de la sintesis espectral para médulos sobre el anillo
A = C* (X) no es tratable por los mismos métodos que hemos uti-
lizado en el caso de los anillos C” (X) debido a que no son aplica-
bles los argumentos basados en el hecho de que los anillos locales
A|[I'; son de dimensién compleja finita. Como dijimos en II.2.8. esta
finitud no es sélo algo que facilita ciertas demostraciones, sino una
propiedad tan esencial del anillo que impide la existencia de idea-
les finito generados cerrados.

La pauta para el tratamiento del problema en este caso la da el
caso en que el anillo es el de todas las funciones continuas sobre X,
de tal modo que la cadena de enunciados es practicamente la misma.
Las demostraciones son las mismas desde el punto en que se haya
demostrado que para el anillo C*° (X) los ideales Iy son médulos
planos sobre el anillo y este punto fundamental es de demostracién
nada fécil. Nosotros habfamos hecho una demostracién falsa de esta
propiedad siguiendo el mismo método que para las funciones con-
tinuas; antes de caer en la cuenta de la falsedad de esta demostra-
cién encontramos en [10] un lema del que la citada platitud es con-
secuencia inmediata, y en él nos apoyaremos.

II. 4. 2. CONTRAEJEMPLO A UNA «EVIDENCIA».

La demostracién falsa a que hemos aludido se basaba en la «evi-
denciay de que una funcién de clase C>° positiva en todos los puntos



Caracterizacién de las algebras diferenciables 59

salvo en los del cerrado F, en los que se anulaba ella con todas sus
derivadas de todos los 6rdenes, debia tener raiz cuadrada infinita-
mente diferenciable. Después de intentar la demostracién de varia-
dos modos, cuando empezé la duda el contraejemplo no fue dificil
de construir: 1a idea es construir una sucesién de series formales que
no esté acotada, pero cuyos cuadrados tiendan a cero y luego cons-
truir una funcién cuyos desarrollos de Taylor en una sucesién con-
vergente de puntos sean esos cuadrados. En el punto-limite de la
sucesién de puntos dicha funcién serd nula con todas sus derivadas,
pero su raiz cuadrada no serd diferenciable. Estamos en C*° (R); vamos
a construir una funcién positiva en todos los puntos salvo el origen
en que se anula ella y todas sus derivadas cuya raiz cuadrada tenga
derivada segunda no acotada en el entorno del origen. Fijemos una
funcién ¢ €C>° (R) igual a 1 en un entorno del origen, estrictamente
positiva en el segmento (— 1, + 1) y nula fuera de este segmento.
Para cada ntimero natural # > 3 definamos

b=l B el a1

La funcién ¢, es estrictamente positiva en el segmento

y en un en-

1 1
( ) nula fuera del segmento (m m) \

n+1"n—1
| U 1\2
torno del punto - coincide con la funcién e=" (e "4 n(x - )
Al recorrer » la familia los ntimeros naturales > 3 obtenemos una
sucesién de funciones {¢,} que tiene la propiedad de que para todo
. 1 . ..
ntmero real x con 0 < x < 3 existe al menos una funcién ¢, tal que

@, () > 0 y a lo més para tres valores de # se verifica esta relacién,

o] 1 .
a saber, si | <x< 52 PATA Putts Pu Y Put: Por tanto la serie

p = 020 @, representa una funcién de clase C°° definida en el eje real

n=3
positivo y estrictamente positiva para todos los x < % Es fécil

demostrar que para cada orden de derivacién % existe una cons-
tante C, que depende solo de las k primeras derivadas de ¢ en

(— 1, 4 1) tal que para todo x entre P -li— R 1—IL se verifica | ¢ (x) | <

< C,(n+ 1)2k+1 e==11]o cual permite ampliar el dominio de defi-
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nicién de ¢ a toda la recta poniendo ¢ (¥) = ¢ (— %), ¢ (0) = ¢’ 0) =
= .. = 0. Sumando una funcién conveniente podemos también
hacer que ¢ sea positiva en todos los puntos fuera del origen sin
alterar su valor en un entorno de este punto.

No hay inconveniente en suponer que para2 todas las x positivas

suficientemente pequefias es ¢ (— 1 + %) = ¢~ 5, con lo cual, hechos
los calculos se encuentra que para todo # a partir de uno dado se
cumple:

1 —am o e
<p<1—¢>=e 2 <l+62.6 +n2—)

(n — 1)
o) mem (-2 2 N0 )
<p"(%>=e*”[2n—2@%(%—l) (n —2) e +
tee =120 —22( - )+

+

Sl R BRSNS

En la identidad

ST ]
Y VAT

y teniendo en cuenta las expresiones anteriores se ve que el primer
sumando tiende a cero como e~”. #n2 mientras que el segundo tiende
a oo como #. Con ésto terminamos.

II. 4. 3. LemA. (Ver [10] pag. 183). Sea {¢;} una sucesién de fun-
ciones de I'z. Entonces existen ¢ eI’z estrictamente positiva fuera
de F y funciones g; € I'; tales que ¢, = ¢ . g;.

II. 4. 4. TEOREMA. Para cada cerrado F c X, I'r es un A-médulo
plano.

DEMOSTRACION. Teniendo en cuenta el lema anterior se adapta
obviamente la demostracién de II.3.1.
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I1. 4. 5. TEOREMA.

Para todo A-médulo topolégico M se verifica

FF®M=FF.J‘/[
A

DEMOSTRACION. Adaptacién de II.3.2.

II. 4. 6. TEOREMA. Si 0 — M’ - M — M" — 0 es una sucesién exacta
de A-médulos topoldgicos y morfismos no necesariamente continuos,
la sucesién

0 Ay QM - AlTe @M - ATz @M -0
4 a A

es exacta.
DEMOSTRACION. Se copia la de II.3.3.

II. 4. 7. CororariO. (Ver [9]). Para que el ideal finito generado
I =(fy..f,) sea cerrado en (> (X) es necesario que fi...f, no
tengan ningtn cero comtn de orden infinito.

DEMOSTRACION. Supongamos que I es cerrado. Tendriamos su-
cesiones exactas de A-médulos topolégicos

0

1

0—N—L—-I—0

|

A

1

(4/1)

|

0

con L libre finito.
Supongamos que I tiene algin cero de orden infinito. Tomemos
un punto x en el borde del conjunto C de los ceros de orden infinito
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de I y apliquemos el teorema anterior. Tendremos sucesiones exactas
0

l

0—N,—L,—1,—0

|

A,

l
(4/1),
|
0

por lo que N, = L,. Se deduce que existen elementos y; el L y

elementos ¢; e N tales que ¢; = (0 ... 1... 0) + v; y tomando coor-
denadas ¢ = 6 + y;* conlo que det (¢ (x)) = 1 luego det (¢ (v)) = 0
para todo v de un entorno U (x) conveniente. De aqui se deduce
facilmente que Ay A)® L = Au(z)x N luego que L, = N, para

todo v e U (x) con lo que I, =0, en contrad1c1on con ser x del borde
del conjunto de ceros de orden infinito de I.

II. 4. 8. TEOREMA DE SINTESIS ESPECTRAL PARA A-MODULOS DE TIPO-
FINITO.

Sea M un A-médulo de FrOcHET de tipo finito, M’ un sub-
médulo cerrado de M. La condicién necesaria y suficiente para que
meM esté en M’ es que para cada punto xeX la clase de m en
A/]1 QM esté en AT, Q@ M.

DrEMOSTRACION. Via el teorema I11.4.6. se reduce el problema al
caso en que M es libre del mismo modo que en II.2.7. y se aplica
para este caso el teorema de WHITNEY.

CAPITULO III
CARACTERIZACION DE LAS ALGEBRAS DIFERENCIABLES

IntrRODUCCION. En este capitulo damos las condiciones necesarias y
suficientes para que un 4lgebra de FROCHET sea un élgebra de fun-
ciones diferenciables en sentido de Whitney. Tales 4dlgebras WHITNEY
son los cocientes de dlgebras C° (R*) por ideales que son cierres topo-



Caracterizacién de las dlgebras diferenciables 63

logicos de ideales de nulidades de cerrados de R*. FEn particular el
teorema que damos sirve para caracterizar las dlgebras de funciones
diferenciables sobre una variedad, que son limites proyectivos de
dlgebras de WHITNEY sin radical.

Més generales que las dlgebras de WHITNEY son los cocientes de
C~(R”) por ideales cerrados cualesquiera. Tales algebras, que lla-
maremos 4lgebras diferenciables, se obtienen de las 4lgebras de
WHITNEY por paso al cociente con ideales contenidos en el radical
y conservan todas las propiedades de las 4lgebras de WHITNEY salvo
una: que el graduado o la diagonal para un 4lgebra de WHITNEY
es un médulo libre sobre tal dlgebra, mientras que para un 4lgebra
diferenciable no es asi en general.

Creemos que la caracterizacién que damos para las algebras de
WHITNEY quitando la condicién mencionada caracteriza las 4lgebras
diferenciables en el sentido general que hemos dicho, pero hasta
ahora no hemos sabido demostrarlo.

En un primer apartado tratamos de las generalidades sobre di-
ferenciales y derivaciones continuas de un 4lgebra dé¢ FRECHET.

En el segundo apartado caracterizamos las 4lgebras diferencia-
blemente completas.

En el tercer apartado caracterizamos las 4lgebras de WHITNEY.

III. 1. DIFERENCIALES Y DERIVACIONES CONTINUAS EN UN ALGEBRA
DE FRIECHET

III. 1. 1. DEFINICIONES Y GENERALIDADES. En todo lo que sigue 4

ser una C-dlgebra de FrECHET conmutativa. El producto tensorial

A A se supondrd siempre dotado de la topologia z (0.1.1.), con
p

lo cual el morfismo canénico A4 ®A - A es un epimorfismo topolé-
gico, cuyo nticleo A, llamaremos diagonal algebraica de 4.
Asimismo se tiene un morfismo 4 X A4 - A cuyo ntcleo D, lla-
maremos diagonal de 4 (en élgebra pura se llama diagonal a lo que
nosotros hemos llamado diagonal algebraica). Si no hay confusién
posible pondremos D en lugar de D,.
Consideremos repetidas veces los morfismos naturales

i1 A >A% A A >ARA
a—- a®l a-=> 1Qa

que son continuos.



64 Jestis Mufioz Diaz

Cuando tratemos 4 como 4 & A-médulo se entendera siempre que
A=A4&AD.

El espacio de las diferenciales de A4 es, por definicién Q, = D /D2
2, es un A-médulo de FRECHET. Si ponemos d¥a =a® 1 — 1Q a,
la clase de d*a en Q, se escribird da y se llamari diferencial de a.

Es inmediato ver que la aplicacién a — da es continua v que es
una derivacién de A con valores en el A-médulo Q.

Para cada A-médulo topolégico M denotaremos Der (4, M) el
A-médulo de todas las derivaciones continuas de A con valores en M.

Para cada par de A-médulos topolégicos M . N denotaremos
Hom, (M, N) el A-médulo de todos los morfismos continuos de M
en N.

Finalmente, dado un A-mdédulo topolégico M definiremos una
A-algebra topoldgica A + M llamada extensién trivial de 4 por M
poniendo A+ M = A ® M como estructura aditiva y como multi-
plicacién (a, m) . (@', m') = (aa’, am’ + a’m), es decir la natural po-
niendo M2 = 0.

II1. 1. 2. PrOPOSICION. Para toda édlgebra de FROCHET A, la diagonal
D de A es el cierre de la diagonal algebraica A de 4 en A Y A.

DEMOSTRACION. No hay més que considerar las sucesiones exactas

0-A—-484 -4 -0
0—-D —>A®A - A =0

y aplicar la proposicién 0.1.6.

III. 1. 3. TEorREMA. Para todo 4-mdédulo topolégico completo M se
tiene un isomorfismo canénico Der (4, M) = Hom, (24, M).

DEMOSTRACION, Cada morfismo continuo ¢ : &2 — M define una
derivacién 6: A —~ M sin més que poner & = ¢ d.

A la inversa, sea 6 € Der (A, M). Definamos un morfismo de 4-al-
gebras ¢:A®A — A« M poniendo ¢ (a®b) = (a.b,a.d6b) y ex-
tendiendo a 4 ® 4 por linealidad y continuidad (observemos que
siendo continua la aplicacién bilineal 4 X A — M : (a, b) - a.3db
define una aplicacién lineal continua 4 A M por la propiedad
universal de la topologia 7).
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Como ¢ (D) € M y M2 = 0 tenemos ¢ (D2) = 0 y por continui-
dad, ¢ (D2) =0, con lo cual ¢ induce un morfismo continuo

¢:Q=D|D2 - M

que aplica da en ¢ (d*a) =d (@R 1 — 1R a) = (0, da).

Asi pues 6 == @od. Ademads, dada 8, ¢ es tinico, puesto que la
imagen de A por d engendra una parte densa en Q2 en virtud de la
proposicién anterior.

III. 1. 4. La sucesién I/I2 ~BXQ, —Q, — 0.
=4

Sea A un 4lgebra de FrizcHET, I un ideal cerrado de A, B = A/I.
Se trata de ver que relacién hay entre 2, y Q.
Si llamamos | = A X1 + 11X A es facil ver que el diagrama
conmutativo
0 0 0
.l | |
0O—anynj-— J —I1-—0

l | l

(1) 00— Ay —A®A—A4—0

| | |

0-— 4, —B®B-—B

| | ,

0 0 0

es de filas y columnas exactas. Si llamamos & al cierre de J en 4 R4
obtenemos otro diagrama

| l

0 0

0 0 0
v | l
0—D,nd— & —— T .0
| 1 l
(2) 0— D, —ARA—A——0
l N l
0— Dy ——B&®B-—B——0
l
0

que es de filas y columnas exactas: la exactitud de la columna central
se deduce de 0.1.6. y lo demés es trivial.

5 — Collectanea Mathematica
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Adema3s comparando el diagrama que resulta de completar el (1)
con el (2) resulta que deben ser iguales, de donde se deduce en par-
ticular que D, n § = /., n J, completado de Ai nJ.

Del diagrama (2) se deduce ademéds que Q; = D, + /D2 + &

algebraica y topolégicamente y por tanto se tiene una sucesion exacta:

(3) 0>(D2+3)nDy D202, 05 >0

Ahora bien, se tiene (D2~ ) n D, = (D42 - 3)n D, en efec-
to, es claro quc el segundo espacio estd contenido en el primero; to-
memos % ¢ (D2 + 3) n D, v pongamos # = lim #, con u, €D 2+ &
como ueDA, por la continuidad del morfismo = : 4 RA >4 se
tendrd lim 7 #, = 0 luego lim (wu, ¥ 1) = 0 y por tanto podemos
poner % = lim (u, — 7w %, ¥ 1) donde u, — 71, D 1e(Dy2+3) n Dy,
lo cual prueba nuestra afirmacién. Por consiguiente (D2 +3) n D, =
=D2+3nD,;=D,2+(3n D, ycomo dijimos antesFnD, =
=7 n Ay por lo que en definitiva (D2 4-3)n Dy, =D2+(Jn AL
y la sucesién (3) puede escribirse.

(4) ~(JnAy)+ D2 D2 Q4 2y >0

Hagamos el producto tensorial topoldgico de esta sucesién por B
sobre A y tendremos morfismos continuos.

(5) Bé@(]nA/l)_!_DZ/DAZ —‘B,&QA >"(2B -0
271
siendo la imagen del primer morfismo densa en el nicleo del segundo,
que es un epimorfismo (1.1.7.) o
Definamos un morfismo de A-médulos I — B X} (JnAay,) -+Dy2D 42

asignando a zc/ el elemento 1;,&d z (obsérvese que dz eslaclaseen Q,
de 2®1 —1&zeJ n Ay). Este morfismo es continuo por serlo la
diferencial. Ademads es nulo en I2, luego en 12 y por tanto induce un
morfismo continuo 7/12 — B 3@ (Jn 24 +D.2]D,2

Veamos que la imagen de ‘este morfismo es densa, para lo
cual basta ver que los clementos que proceden de JnAy en

(Jn A4) + D42/D,2 son de la forma dz + Zx dt; con ch x;el.

En efecto, ne A n J, es expresable en la fonna u = 2 a; Q2+
i=1

+ Qb con Y a;z + t;0;, =0, por lo que puede ponerse 2 =
=3 —a,R91 (X1 —1¥z) —6R1(H:;:¥1 —1¥0b,) cuya clase
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es _Zﬂidzi - ztldblzd(z —aiz,-) —‘I" Zzidai —_— Et,{db, queeS
de la forma indicada. Con ello hemos demostrado:

IIT. 1. 4. 1. TEOREMA. Dada un 4lgebra de FRECHET 4, un ideal I ce-
rrado en 4 y B = A/I se tiene una sucesién de morfismos continuos

II2 s>BRQ, >0y >0
nA

donde la imagen del primer morfismo es densa en el ntcleo del se-
gundo, que es un epimorfismo.

III. 1. 4. 2. CoroLARIO. Si A es una F*-dlgebra y I = I'x es el cie-
rre del ideal de nulidades del cerrado F del espectro de A, es

QB=B®QA
24

DEMOSTRACION. Basta observar que por ser I, minimo entre
los ideales cerrados de ceros F es 72 = I'.

III. 1. 4. 3. CororarIO. Si I/I2 es de dimensién compleja finita, la
. sucesion del teorema es exacta.

DEMOSTRACION. La imagen de I/I2 en BR 2, es de dimensién
nAd
finita, luego cerrada.

III. 1. 4. CoroLARIO. Si x es un punto del espectro topolégico de 4
y m es el ideal maximal de x se tiene m/m2 = A|/m ® Q.
4

DEMOSTRACION. En este caso B = A/m = C, con lo que Q5 = 0,
por lo que el morfismo m [m2 — A |m ® £, es de imagen densa. Pero por

otra parte podemos definir una der1vac1on 0: A4 —m|m2 asignando
a cada aeA la clase da de a — a(x) en m/m2. Esta derivacién es
continua, luego proviene de un morfismo continuo ¢:Q, — m /w2
(teor. 1I1.1.3.) tal que ¢ (da) = da; como ¢ es morfismo de A-mé-
dulos, para zem serd g (z.da) =z.0a =0 ya que z opera como
cero en m[m2. Por consiguiente m .2, € ker ¢ y por tanto se tiene
un morfismo continuo: g : A/m@%)4 Q4 —m[m?; como ¢ era exhaus-

tivo, trivialmente, también lo es p. Ademis por su propia defini-
cién es claro que al aplicar ¢ y luego m|m2 — A |m ® £, se obtie-

ne la identidad, luego terminamos.

5* — Collectanea Mathematica
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III. 1. 4. 5. COrROLARIO. Sea B un &lgebra de FRECHET, 4 una B-
algebra y m: A — B un morfismo continuo de ndcleo I y que deje
estable la subalgebra B ¢ A. Entonces se tiene una sucesién exacta

0112 >BRQ, >0y -0 y ademés BRQ, ~I[I2® 2y
E% A
(donde B se considera como A-médulo via el morfismo 4 — B).

DEMOSTRACION. Definamos una derivacién 6 : 4 — I/I2 asignan-
do a cada elemento @ € 4 la clase de @ — ma en I[I2. Esta derivacién
da un morfismo de A-médulos ¢ : 2, — I/I2 que aplica da en da y
que evidentemente es nulo en I .£2,, luego define un morfismo:

p:BRQ, - I|I2, p (1,%da) = da
74

p es exhaustivo ya que todo elemento del ideal I es de la forma
a — ma; ademas la aplicacién I[I2 -~ B 2, compuesta con p da,
A

trivialmente, la identidad.
Por consiguiente I/I2 es sumando directo topolégico en B & Q,
7d

siendo el otro sumando el niicleo de p. Pero esto implica que I/I2
es cerrado en B® Q, v de aqui que el ndcleo de p sea isomorfo a Q5.
A

III. 1. 5. TEOREMA. Si A es una F*-dlgebra de espectro X y U es
un abierto de X, entonces Q,, = 4, 2,.
A

DEMOSTRACION. Tomemos una sucesién de compactos Q) c @, C ...
cada uno contenido en el interior del siguiente y de reunién U.
Sean Iy o I', o ... sus respectivos ideales de nulidades cerrados.
Sabemos que por ser 2,4, un A,-médulo de FRECHET es 04, =
= @QA“/I_”,: Q4. (teor. 1.2.4.). Ahora bien, en virtud del corolario
111.1.4.2. se tiene

Q4.1 24, = 25,

donde B, = A,|I, = A|T,.
Ahora bien en virtud del mismo teorema 1.2.4. las secciones de 2,
sobre U, es decir 4,Q 2, son también
A

A“®.QA :—lim.QA/FnQA
A —

y por el mismo corolario 1I1.1.4.2. es Q,/I', 2, = Qp, con lo que
hemos terminado.
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III. 2. CARACTERIZACION DE LAS ALGEBRAS DIFERENCIABLEMENTE
COMPLETAS.

ITI. 2. 1. DEFINICIONES Y GENERALIDADES.

Un a. 1. c. 4 dotada de una involucién simétrica diremos que
es diferenciablemente completa cuando para cada elemento auto-
conjugado @ ¢4 exista un morfismo continuo C* (R) - A que apli-
que la funcién identidad #: R — R en el elemento ac 4.

Si A es un algebra sin radical, el morfismo C*° (R) — A consistira,
evidentemente, en la composicién de cada funcién diferenciable f
con la funcién ae4.

En el caso de que A sea una *-dlgebra de FRECHET simétrica
sin radical, todo morfismo C>° (R) -» 4 es autométicamente conti-
nuo (0.2.5.4.); y teniendo en cuenta que los polinomios en ¢ forman
una subalgebra densa en C*°(R) es evidente que todo morfismo
C>*(R) - A que aplique ¢ en a es la composicién f — foa.

III. 2. 1. CARACTERIZACION DE LAS *-ALGEBRAS DE FRYACHET SIME-
TRICAS, SEMISIMPLES, DIFERENCIABLEMENTE COMPLETAS.

Sea A una *-dlgebra de FRECHET simétrica semisimple. Sea H
el subconjunto de los elementos autoconjugados de A. Se tiene,
evidentemente 4 = H @ 7H. De la simetria de 4 se deduce que
los elementos de H son precisamente las funciones reales e A4, de
donde es trivial ver que H es una parte cerrada de 4 y de aqui, por
el teorema del grifico cerrado que A es topolégicamente la suma
directa de H con 7 H, de donde resulta que la involucién de A es
un operador continuo. Por ello si p es una seminorma de A la semi-
norma Sup {p (a), p (a*)} es continua y podemos suponer que la fa-
milia de seminormas definidora de la topologia de A estd consti-
tuida por seminormas con la propiedad p (a) = p (a*). En lo que si-
gue supondremos que las seminormas a que hagamos alusién tienen
esta propiedad.

III. 2. 1. 1. TEOREMA. Sea A una *-dlgebra de FRECHET semisimple
simétrica. La condicién necesaria y suficiente para que A sea dife-
renciablemente completa es la siguiente:

(D). Para cada elemento autoconjugado aeA y cada seminorma
P de A existen ntumeros «, § tales que para todo niimero real ¢:

Pl <p(lol+1)
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DEMOSTRACION. Sea p; < p, < ... una familia fundamental de
seminormas de A; sea A, = A/ker p, el anillo normado asociado a
$ A, su completado. Como p, (@) = p, (a*) podemos definir en 4,
una involucién, que serd continua y podrd extenderse al 4lgebra de
Banacu 4,. Con ello 4, serd una *-algebra de BANACH simétrica
(aunque quizd no sea semisimple). Demostraremos la necesidad de la
condicién (D). Pongamos A =lim4,. Sea acH, ¢:C®(R) ~ 4 el
morfismo f — fya. Componiendo ¢ con el morfismo canénico 4 — 4,
tendremos g, : C*° (R) - 4, que por ser g, continuo y ser 4, de Ba-
NACH factorizard en C° (R) - C*(R) — A,. La imagen de la funcién
e ¢ C" (R) en A, es ¢ (donde a, es la imagen de a en 4,), lue-
go || gl || = P, (€°%) estard mayorado salvo un factor numérico
por || e || o donde Q es un cierto compacto de R, y serd por
tanto p, (¢°%) < B (|o|™ + 1) para todo o.

Para demostrar el reciproco empecemos por considerar el caso en
que X = Spec Top A es compacto. Podemos suponer entonces que
las seminormas p, son normas mds finas que la norma de la conver-
gencia uniforme sobre X. Entonces 4, es el completado de 4 para
la norma p, y Spec Top A4, = Spec Top A = X.

Sea a €A autoconjugado; consideremos a como elemento de 4,;
como X es compacto, a (X) estd contenido en el interior de un seg-

mento (— g, -+ g) para un cierto ¢ > 0. Sea T la circunferencia
de longitud %; toda funcién de C°(7) se expresa como f=

+oo ;. . . . ;.
= 3 4, ¢”" donde 1, es una sucesién de decrecimiento rapido.

m=—w

+ o . _
La serie Y A, €™ es absolutamente sumable en A,, pues

m=—x

+2 _ te
Zldnl el <BZidnl(Imal* 4 1) < 0

+w ;. 7 . .
por la condicién (D). Asi pues b, = X, 4, ¢™* ¢4, vy es inmediato

ver que en el morfismo 4, - 4,_1, b, se aplica en b,_;, por lo que
b={(..b,0b,_1,..,01) €d.

Es también inmediato comprobar que para cada x e X es b (x) =
= f(a (x)) con lo que tenemos un morfismo ¢ : C>® (T) -~ A4 tal que
f({) = f(a). SiS es un segmento cerrado conteniendo a a (X) y conte-

nido en (— g , + g) y I =kerS en C°(T), es inmediato ver, ha-
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bida cuenta de que A es semisimple, que I c ker ¢, por lo que te-
nemos un morfismo C* (7)/I — A. Pero hay un morfismo evidente
de restriccién de C°°(R) en C*(7)/I, con lo que tendremos en defi-
nitiva un morfismo C*(R) ~ 4, ¢ — a.

Con esto hemos terminado si el espectro de A es compacto.

Supongamos ahora que el espectro de 4 es cualquiera y tomemos
la subalgebra B de los elementos acotados de A. Dotando a B de
la topologia reunién de la inducida por 4 y de la convergencia uni-
forme sobre el espectro de 4, B es una *-algebra de FRECHET, simé-
trica, semisimple y de espectro compacto (apartado 0.2.3.) v es in-
mediato ver que si A satisface la condicién (D), también B con su
topologia satisface esta condicién. Segtin acabamos de demostrar,
B sera diferenciablemente completa; y es facil ver que el ser diferen-
ciablemente completa supone que es regular.

Por el teorema 0.2.3.2., 4 también serd regular, y toda funcién
sobre el espectro de 4 que coincida localmente con funciones de A
serd una funcién de A4 ((0.2.4.4.) es un caso particular del teorema
general que estd en [7]).

Sea entonces a una funcién real € A, x un punto del espectro de
A y feC=(R). Existe, por la regularidad de 4, un entorno U de x
y una funcién b ¢ B tal que b = a en U, luego fyb = fya en U, lue-
go fpa coincide localmente con funciones de 4 y segtn hemos di-
cho fopa €A4.

Esto acaba la demostracién del teorema.

III. 2. 1. 2. CororARrIO. (Todas las 4lgebras son simétricas, etc.).
Toda subdlgebra cerrada, todo cociente y todo limite proyectivo
numerable de 4lgebras diferenciablemente completas es diferencia-
blemente completa.

DEMOSTRACION. La condicién (D) es una condicién sobre las semi-
normas.

III. 2. 1. 3. PROPOSICION (célculo operacional con un ndmero finito
de variables).

Sea A una [F*-4lgebra diferenciablemente completa, a; ... a,
elementos reales de 4. Existe un morfismo C*°(R*) -~ 4 que asig-
na a f; (coordenada s-esima) el elemento a;e¢ A.

DEMOSTRACION. Los morfismos ¢; : C°(R;) — 4
t,; - a;
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existen y son continuos. Como C*(R") = C*(R;) ®..Qc (R,)
tendremos un morfismo continuo

CoR) >AR .. B4
que se compondrd con AR AR .. QDA A, etc.

III. 2. 2. TEOREMA. Sea 4 una *-4lgebra de FRECHET simétrica (con
o sin radical), de espectro compacto X y tal que n (Rad 4)* = 0.

. n
La condicién necesaria y suficiente para que A sea diferenciable-
mente completa es que para cada seminorma (simétrica) p de 4 y
cada aed existan constantes «, 8 tales que

P () < B(loj*+ 1) para todo oeR.

DEMOSTRACION. I.a necesidad de la condicién se demuestra lo mis-
mo que cuando el dlgebra no tiene radical.
Para demostrar la suficiencia tomemos un elemento a e A4 real;

a (X) estd contenido en un cierto segmento (— ;—Z, + g)

Igual que para el caso sin radical se demuestra que existe un
morfismo continuo C°(T) — 4 tal que f(¢) — f(a), donde C°(7) es

el anillo de las funciones diferenciables periédicas de periodo ?.
Tomemos un segmento cerrado S que contenga a a(X) y esté
contenido en (—— g, + g) El ideal I'y de las funciones de C°°(7)

nulas en S se aplica en Rad 4.

Pero como I'y* = I, para todo » (II. 4. 3.), las funciones la I
se aplican en n (Rad 4)" = 0. Como C>(R)/I; = C>(T)/I tene-
mos un morfismo C*(R) - 4.

Asi pues existe un morfismo ¢ :C®°(R) - A que aplica ¢ en
e’ pero de aqui no se deduce inmediatamente que la imagen de ¢
sea a.

Hay que demostrar este punto. Supongamos que ¢ (f) = be A.
Entonces &% = g (¢) = ¢°%. Compongamos ¢ con el paso al co-
ciente A > A/Rad A = A y sean a, b las imégenes de a, b en este
paso al cociente. Tendremos asi un morfismo ¢ : C° (R) - 4 tal que
@ () =0 por lo que g consiste en la composicién de cada funcién
feC>®(R) con la funcién beA. Pero tal como hemos construido @,
es claro que ¢ (f) (x) = f (a (x)) para todo x del espectro de A, con
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lo que b = a. Entonces ¢“¢-% = | donde b — a € Rad A y bastard
que demostremos la siguiente

PROPOSICION. Si 4 es un a. 1. c. completa y ze Rad A es tal que
e’ = 1, entonces z = 0.

DEMOSTRACION. De ser ¢ = 1 se deduce que
242 =0
2 + z—i + ﬁ + ...) =

2
y por ser z del radical, <1 + % + % + ) toma valor 1 en todo
punto del espectro, luego es invertible (teorema 0.2.1.) por lo que
serd z = 0.

ITII. 3. CARACTERIZACION DL LAS ALGEBRAS DE WHITNEY.

III. 3. 1. EL «'EOREMA DE EXTENSION» DE WHITNEY (ver [8] cap. 1).

Sabemos que el cociente del anillo C*° (R"”) por el cierre del ideal
de nulidades de un punto x es el anillo C[[&; ... £,]] = C[[£]] de series
formales en # variables (0.2.7.1.) Asi pues, asignando a cada funcién
feC> (R*) su desarrollo de TAYLOR en los puntos de R” se puede pensar
f como una seccién continua del fibrado R* x C[[£]]. El problema
resuelto por el teorema de extensién de WHITNEY es el siguiente:
¢Qué condiciones tiene que cumplir una funcién continua de un ce-
rrado Q ¢ R* en C[[&]] para provenir de una funcién eC> (R")?

Una funcién continua F de Q en C [[£]] es lo que llaman los libros
un et de funciones» sobre Q : F es un conjunto de funciones con-
tinuas F = {f®} donde %k = (k; ... &,) (k; eN) se corresponde con
todos los 6rdenes de derivacién posibles; cuando F proviene de una
funcién feC (R*), f® es la derivada de orden % de f restringida a Q.

Denotaremos con &, el espacio de todos los jet sobre Q.

Se definen las «derivaciones formalesy en &, como aplicaciones

Dt: 8, > &,, (D" F) = f(+h
El desarrollo de Tavror de F hasta el orden m en un punto a €Q,

T,* F se define como el polinomio (o su jet asociado)

T F =3 f_(")(_a) (z — a)k

Bl < m k

con k! =kl .. k), (z —a) = (2; —a))k ... (2, — a,)".
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El resto m-ésimo de TAYLOR en el punto a es el jet
R"F=F —-T™F
Dicho esto el teorema de WHITNEY puede enunciarse asi:

TEOREMA. La condicién necesaria y suficiente para que una fun-
cién continua de un compacto Q ¢ R” en el anillo de las series for-
males en # variables, C[[£]] provenga de una funcién C° de R” es
que para todo ndmero natural m y todo n-entero k con |k| < m se
verifique:

(R F)® (y) = O (|x — y M) para x,y €Q

(O significa «nfinitésimo de orden mayor quey)
Es cémodo usar la identidad

(R, F)®) = f&) _ T m—Ikl Dk F

con lo que el teorema de WHrrNEY dice que F = { f93y proviene de
una funcién diferenciable si y solo si

(k+h
)= 5 L (gm0 (1x =y ey
k+hl <m :

OBSERVACION. El teorema de WHITNEY es, evidentemente una
caracterizacién del anillo C*° (R*)/I, como subanillo de todas las fun-
ciones continuas de Q en C [[£]]. Pero no es menos evidente que esta
caracterizacién no viene directamente dada por propiedades del ani-
llo, sino por propiedades de cada uno de sus elementos.

Nosotros daremos una caracterizacién en términos de propieda-
des del anillo.

III. 3. 2. PRELIMINARES AL TEOREMA DE CARACTERIZACION,

III. 3. 2. 1. Comencemos recordando la definicién del anillo graduado
de un anillo por un ideal.

Sea & un anillo, ¥ un ideal de & y 4 = a /3.

Se define el A-médulo gg llamado graduado de @ por & como

g =ADINS .. .@Ien+t1 @ ..

y se define en gg una multiplicacién a base de las aplicaciones bili-

neales
gm/gm+1 X 3”/3}”"‘1 _>3m+n/3m+n+1
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definidas canonicamente por la multiplicacién " x 3 — F»+n,
Con esta multiplicacién g4 deviene una A-algebra. Si 3/32 es finito,

generado por & ... &, es evidente que gy es un cociente del anillo

de polinomios A4 [¢;...%] y que si coincide con este anillo los A-
médulos d"/37+1 son libres de base el conjunto de todas las clases

Err &% (g + ... + o = m).

II1. 3. 2. 2. DEFINICION. Se llama (Q-dlgebra a toda a. 1. c. que tiene
un entorno de la unidad formado por elementos invertibles.

III. 3. 2. 3. PROPOSICION. Si 4 es una Q-dlgebra, Spec Top A es com-
pacto en la topologia de GUELFAND.

DEMOSTRACION. Sea p una seminorma de 4 tal que todo elemento
aed con p(l — a) <1 seainvertible. Es un ejercicio demostrar que
toda funcional multiplicativa de 4 estd mayorada por la seminor-
ma p, luego Spec Top A estd contenido en la polar en 4’ de la bola
unidad de la seminorma p, luego es una parte equicontinua de A4’
y por ser débilmente cerrada es débilmente compacta.

III. 3. 2. 4. PROPOSICION. Sea A una (-dlgebra completa, L un A-
médulo libre finito; con su topologia suma directa, L no contiene
submédulos propios densos.

DEMOSTRACION. Supongamos que M es denso en L. Sea {I;...1,}
una base de L. Por hipétesis, dada una seminorma pen 4 y un ¢ > 0
podemos encontrar elementos m; e M, m; = §; z! I; tales que p (z7 —

i=1

— 0/) < e. En particular tomemos como seminorma p la de la con-
vergencia uniforme sobre el espectro de 4, que es compacto, como
hemos demostrado, y como ¢ un ntmero tal que para cualquiera
ndumeros complejos «;/ con |of| << & se verifique que det (7 + «f) + 0.
Sea entonces ¢ = z/ — ;. Para todo x del espectrode 4 es | &/ (x) | < ¢
luego det (z/ (x)) = det (67 + &/ (x)) + 0 lo cual prueba en virtud del
teorema de representacién espectral 0.2.1. que det (z7) € A es inverti-
ble con lo que el resto de la demostracién es trivial.

III. 3. 3. TEOREMA DE CARACTERIZACION DE ILAS ALGEBRAS DIFEREN-
CIABLES.

Sea A una Q-dlgebra de FRECHET dotada de involucién simétri-
ca, generada topoldégicamente por # elementos autoconjugados y de
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espectro X (identificable, evidentemente, a una parte de R*). La con-
dicién necesaria y suficiente para que 4 = C*° (R")/I'x es que tenga
las siguientes propiedades:

1) D, es finito generada y para cada ndimero natural m, D,™ es
cerrada en A @ A y el graduado de 4 ® A4 por D, es el anillo de
polinomios en # variables con coeficientes en A.

2) nm} =0 (m, = ideal maximal de x e X).

Fen

3) A es diferenciablemente completa (la caracterizacién de las
(Q-*-algebras de FrEcHET diferenciablemente completas en términos
de la topologia estd dada en III.2.2.).

DEMOSTRACION

a) Necesidad de las condiciones.

Sea &= C"(R"),4 = &[I'x. Consideremos la sucesién exacta
01y - A —-0.Sea & = ]“X@E -+ E@]’X. Teniendo en cuen-
ta que &, I'y y A son espacios de FRECHET nucleares (teorema 0.1.8.
y 0.1.9.) se ve facilmente que el diagrama

0 0 0

| 1 |

0—3nD,— & —ly—00

l | l

0— D, — ERE — € —0

| l |

0— Dy —ARA— A4 —0

l l l

0 0 0

es de filas y columnas exactas.

Por otra parte, es sabido que £& & = C°(R* x R*) (ver [2])
de donde es facil deducir que & es precisamente el ideal de todas
las funciones de C* (R” X R”) nulas ellas y sus derivadas de todo
orden en el compacto X X X: basta observar que las funciones de
& tienen esta propiedad, que & es cerrado y que sus ceros son pre-
cisamente X X X.

Por abreviar, llamamos E = £ ® E a=4 RA.

De lo que hemos dicho de & y de los teoremas II.4.4. y II1.4.6.
se deduce que ¥ es un E-médulo plano y que & se comporta como un
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E-médulo plano para las sucesiones exactas de E-médulos topolés-
gicos.

Tomemos coordenadas (yg ... ¥,, %1 ... %,) en R2*. Del desarrollo
de Taylor a lo largo de la diagonal de R2?" se deduce trivialmente
que D,” consiste en las funciones de E cuyas derivadas de todos
los 6rdenes << m respecto de las variables y; se anulan sobre la dia-
gonal de R2"; luego D,” es un ideal cerrado en E, por lo que
D*[D./»+1 es un E-médulo de FRECHET.

Tensorialicemos por & sobre E la sucesién exacta

0 — Dsm 1 Dem N DEm/Dsm~:~1 -~ 0

v obtendremos por la platitud topolégica de & antes indicada una
sucesién exacta

0 -4 ® Dsm-y’—l - g ® Dsm = 8 ® Deml/Dsm 150
E E E

Teniendo en cuenta que & es E-médulo plano y (II.4.5.) sera
a %QDB" =D} 3.D}=D}r3nDf=D}F+ 8|3 =D,
y de aqui y de la sucesién anterior se deduce
DDl =& QEQ D»|D 1
Ahora bien, de la sucesién exacta
0-D;, -a -4 -0
se deduce tensorializando por D,”/D,/"*1 la sucesién exacta
D, (? D7D 1 > g ? DDm»+1 - 4 61? D»D»1 -0

pero evidentemente, la imagen del primer mdédulo en el segundo
es cero debido a que D, es cociente de D, y que D, anula a
D*|D+1. Asi pues:

(1) DAm/DAnH-l — A ® Dem/Dsm+1 — A ® Dem/Dsm»g—l
E I3

Usando el desarrollo de TAYLOR ordinario a lo largo de la diago-
nal de R2" es facil ver que D,*/D,/*+1 es un £-mébdulo libre engendra-
do por las clases de los

(y1 — 2k o (Y — %) con ky + ... 4- k, = m.
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Por tanto, si llamamos ¥; a la imagen de x,¢£ en 4 y d%; a la
clase de %, ® 1 — 1 @ %; en D,/D,2, de (1) se deduce que D "D, m+1
es el A-médulo libre engendrado por los productos dx ... ax,t (ky +
+ ... + &k, =m), y por tanto el graduado de & por D, es el anillo
de polinomios A [dx; ... d%,]. Con ello queda verificada la condicién 1
salvo el hecho de que D 4™ sea cerrado en &, que luego demostraremos.

La condicién 2) se deduce de que la interseccién de todas las po-
tencias del ideal maximal de x € X en el anillo € es [, y la interseccién
de los I', para todos los xe X es I'y, nicleo del morfismo & — A.

La condicién 3) es trivial.

Finalmente hay que comprobar que D,” es cerrada para todo .

Para ello consideremos el desarrollo de TAYLOR a lo largo de la
diagonal para las funciones de E.

@ S =Z 060 -0+ 2 ) (-2
donde f® es salvo %! la derivada k-ésima de f respecto de las varia-
bles y; restringida a la diagonal de R2*.

Llamemos ¢* a la aplicacién lineal continua E — £ que asigna a
JeE, ¢*(f) = f®. Como ¢® aplica el ideal & en el ideal Iy es claro
que ¢* baja a una aplicacién lineal continua ¢*: & — A haciendo
conmutativo el diagrama

E 4 £
J — J
a 7" A

luego la aplicacién lineal & — @ dada por

fF=3 (G -2
k|l<m
es continua, y su niicleo es precisamente D ™. en efecto, si la ima-
gen de f por esta aplicacién es cero, como el desarrollo de TAYLOR
(2) para funciones ordinarias da un desarrollo para elementos de &:

-2+ 3 F.(y —xp

k| <m \hl=m

si todas las ¢* (f) son cero, f es expresable como

> F,.(y —%)*eDy”

lhl=m
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Con esto queda demostrada la necesidad de las condiciones.

b) Suficiencia de las condiciones.

Sea A un 4lgebra satisfaciendo las condiciones del enunciado.
Por la primera condicién 2, = D /D 2 es un A-médulo libre de ran-
go 7. Sea & ... £, una base de Q4. En virtud de la proposicién III.1.2.
que asegura que A, es densa en D, es claro que el submédulo de 2,
generado por las diferenciales de elementos del anillo 4 es denso en
£, (este submédulo es la imagen de A4 en Q) y por la proposicién
I11.3.2.4. resulta que este submédulo coincide con £2, de modo que
las &; son combinaciones lineales de diferenciales de elementos del
anillo.

Por hipétesis podemos encontrar # elementos autoconjugados del
anillo x; ... x, que generen (topolégicamente) el anillo. Por la con-
tinuidad de la aplicacién 4 — Q,, a —~ da resulta nuevamente que
el submédulo de 2, generado por dx, ... dx, es denso en 2, y apli-
cado otra vez III.3.2.4. resulta que este submédulo es exactamente
Q,. Luego dx; ... dx, es una base para 2, y por tanto &p, es el ani-
llo de polinomios A [dx; ... dx,).

Por comodidad en las notaciones en lo que sigue pondremos
a@l=a(y) 1®a=a(r) y denotaremos F (, y) los elementos de
AR A.

Como 2, es libre de base dx; ... dx,, para cada acd, da se ex-
presa en forma tnica como da = a;dx; + ... + a,dx,. Llamemos

a; = d; (a). Entonces a(y) —a(x)y i d; (@) (y; — x;) (donde x; =
i=1
=1Qx%;, y; = %;&® 1) tienen la misma clase en Q, luego a(y) —

— a(x) — i 0; (@) (¥; — x;) eD2. Su clase en D2/D3 serad por tanto
i=1

univocamente expresable en la forma % 2 a;; (x) dx; dx;. Llame-
Yid=1

mos a;; (x) = 0;; (4). Entonces

JE

a(y) —al) —
- % i 8i; (@) (v — %) (y; — %) e D3
s i.g=1

o; (a) (3; — %) —

I
—

y asf sucesivamente obtenemos que para ¢ada n-entero & = (k; ... k,)
se puede encontrar un elemento d, (2) e 4 tal que:

(1) a(y) =3 2@ pepme

kl<m kl
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y que J; (2) estd univocamente determinado para cada & por esta
condicién.

Demostremos que se verifica (2) d, 0 6, = Op4s.

Para ello tengamos en cuenta que D”/D™+! es un médulo libre de
FrECHET y que cada aplicacién 6,: A — A consiste en componer
una aplicacién continua 4 — D™[D™+! (si m = |k|) con tomar la coor-
denada k-ésima en la base {dx;® ..dx,/»} de D™/D™+1; con ello
0,1 A - A es continua y para demostrar la relacion d; 0 05 = Op1s
basta comprobar que se verifica en una parte densa del anillo 4: pero
los polinomios en xi...%, forman una subédlgebra densa de A y
para ellos la relacién (2) es puramente algebraica, formal.

El mismo argumento prueba la «regla de LEIBNITZ».

3) 5ot 8) =3 (1)@ 00 n O

h<k

sea A [[&1 ... £,]] = A [[£]] (por abreviar) el anillo de las series forma-
les de # variables con coeficientes en 4. Definamos una aplicacién

p: A — A[[£] poniendo ¢ (a) = % % S, (a) . &~

Las relaciones (3) prueban que ¢ es un morfismo de anillos. Sea
A el cociente de A por el radical. 4 es un anillo de funciones conti-
nuas sobre X. El morfismo A > A da canonicamente un morfismo

A[E] ~ A ]

que compuesto con ¢ da un morfismo ¢ : 4 — A [[EN.

Pues bien, las relaciones (2) demuestran que la imagen de a4
es un jet de WHITNEY sobre X (salvo los k!): en efecto, llamando
T al morfismo que resulta de componer ¢ con el paso al cociente
por el ideal de las series formales de grado > m se tiene

Tm g — 2 ak (a) . fk

ki=m B!

(64 (@) es la imagen de J, (a) en A4).
En virtud de las relaciones (2)

“ % (@) () _lhlem—Ik! %_h%(x) (y —2)* e Dymei=H
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luego tomando dos puntos «g, «; ¢ X y aplicando a (4) el morfismo
A&®A — C definido por este par de puntos tendremos

5@ (@) — 3 Or11 (4) (%)

o — & L
[h|=<m— k| h! (o1 0)
= E Fp (ao al) (d,l — al)? (*)
Ipl=m+1—1h|

lo que implica la condicién de WHITNEY dada en II1.3.1. Por consi-
guiente tendremos un morfismo

g4 > W (X)

siendo W (X) el anillo de WHITNEY de X en R*

@ es inyectivo; en efecto, tomemos a e A y consideremos la rela-
cién (1); tomemos « € X y consideremos el morfismo a ® b —a.b («)
de AR A - A®C=A4. Aplicando este morfismo a (1) tendremos

O (a) ()

a —
Rl<m k'

(x — o)* + 7t

con 7,4y €m,”*t1 (Obsérvese que el morfismo a @b —a.b («) Dy se
aplica en m,). Por consiguiente, si ¢ (@) = 0, debera ser d, (a) (¢) = 0,
luego a € m,™ para todo « ¢ X y todo m ¢N.

Pero por la condicién (2) esto implica que @ = 0. Luego ¢ es
inyectivo.

Finalmente, demostraremos que el morfismo es exhaustivo usando
para ello la condicién 3).

Tomemos fe W (X) y sea f un representante de f en £. Utilizando
una proposicién andloga a (III.2.1.3.) para anillos con radical dife-
renciablemente cerrados, se demuestra que existe un morfismo con-
tinuo £ = C° (R*) — 4 que transforma las coordenadas ¢; ... ¢, de R”
en los generadores x;...x, de A. Este morfismo da un morfismo
ERE-ARA. Pongamos

fo=3 126 g1 5 R @ —op

|kl < m k ' |Bl=m

(*) «Deberiamos haber demostrado que D estd generada sobre 4 @A
por las potencias (y — x)? con | p | = 7»; ver la demostracién al final del texton.
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En el morfismo EQE -~ AR A esta igualdad se transforma en

6 ap=3 290 _nt 3 o) -

Ki<m k! ti=m
donde 4 es la imagen de fy a; la de f®). Por la unicidad del desarro-
llo de a en A. necesariamente debe ser a; = 6, ().

Pero tal como hemos definido el morfismo, evidentemente la fun-
ci6én g, en X coincide con f® | X, que es desde luego la k-ésima compo-
nente del jet de WHITNEY f, luego en el morfismo A — W (X) a se
aplica en 7.

Esto termina la demostracién.

Aclaracion a la pdgina 67

Hemos usado sin justificarlo el hecho de que D,” estd generada
por las «potenciasy (y — x)? con |p | = 7. Por hipétesis D,” es un
a-médulo de FRECHET finito generado. De la proposicién III.1.2 y de
estar A generada como algebra topoldgica por %y, ..., x, se deduce sin
dificultad que los elementos y; — x; generan un submdédulo denso de
D,. Luego las mencionadas «potenciasy de la forma (y — x)? =
= (y1 — %1)" ... (¥, — %,)#» generan un ideal denso en D,’. Basta en-
tonces que un médulo de FrECHET de tipo finito sobre un algebra de
FRECHET de espectro compacto (tal como &) no contenga submé-
dulos propios densos. Y ésto se deduce ficilmente de la proposicién
I11.3.2.3.
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