SUCESION DE HOMOLOGIA
EN UNA CATEGORIA HOFMANIANA

por

A. R-GRANDJEAN L-VALCARCEL

F. HorMANN (2] ha definido axiomAaticamente una categoria que
contiene a la de grupos. Estas categorias, llamadas hofmanianas, han
sido estudiadas por Lecouturier [3].

El objeto de este trabajo es dar una construccién directa del
morfismo de conexién del teorema de homologia, generalizando asi
la construccién dada en [4] para categorias exactas.

Se utiliza la notacién y algunos teoremas de esa memoria [4].

Este trabajo ha sido realizado, bajo la direccién del Dr. Garcia-
Rodeja, en el Departamento de Algebra y Fundamentos de la Uni-
versidad de Santiago de Compostela.

1. AXIOMAS DE UNA CATEGORIA HOFMANIANA

Una categoria hofmaniana, es una categoria que verifica los si-
guientes axiomas:
A.l. Todo morfismo f admite una factorizacién:

« _ >, f=fIfC

(f¢ coimagen de f, f! imagen de f).

'A.2. Existe objeto cero.

A.3. Para toda familia de objetos existe producto y coproducto.

A 4. Es localmente y colocalmente pequefia.

Es inmediato demostrar que una categoria con los axiomas A.1,
A2, A.3, A.4 tiene uniones, imigenes inversas (por tanto intersec-
ciones finitas y ndcleos).
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Dualmente tiene cointersecciones finitas y conticleos.
A.5. Todo epimorfismo es conormal.

A.6. Sea ¢ un epimorfismo de A en B y m un monomotfismo de
A’ en A, entonces

a) Si m es normal = (em)’ normal.
b) Si (em)! es normal y ¢* < m - m es normal.

2. CUADRADOS CARTESIANOS Y COCARTESIANOS
2.1. Una sucesién vu de dos morfismos

u v

se llama exacta si #! = v*.

Si una sucesién vu es exacta se verifica que #® = v (v* es la
coimagen de v).

20 exacta <= v ménica
ou exacta <= u épica
ouo exacta <= u = 1.

Una sucesién

U;_1 U, Uigy

se llama exacta si para todo 7, #; ; u#; es exacta.
Utilizaremos las siguientes notaciones:

u ’ v ! <= vy exacta <=0 |u

u ] v tesu = vk AR

u [ v e U =19 e=>:v ] u

" ] v tes>u=v v=u <= :0[]u

“u ] v se llama sucesién exacta corta.
2.2. Proposicién 1.
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Demostracién:

a) (hu)! = hu!, por ser h moénica.

ul, pues vhu! = oysivhj =o0=hj =vts =huls =

A
v
[

¥

(k 6nica) 7 = uls. (s es dnico por ser »! ménico).

b) u! = (vj)* > u® = (vj)* = v° 4, por ser j épica.
= v, pues v* ju = 0 y si ju = 0 » hj = su = sv%*j >

’\
\_/

(j pica) A = sv** (s es tinico por ser v épico).

Asi (ju)* = v*. Teniendo en cuenta que (ju)! = (ju!)! y que u!
es normal, se deduce por A. 6 a) que (ju)! = (ju)*, con lo que queda
probada la proposicién.

2.3. PROPOSICION 2.

Si fi v f» son dos flechas del mismo rango; f; épica y f, normal,
existe cuadrado cartesiano f,g, = f1g;, siendo g; normal y g, épica.

h j §2 i &= (f° fi)f

g2 = [f1 (f2° f1)F]*

44— ° -*ﬂ .
fr=h* fa
Demostracion:

La existencia de cuadrado cartesiano y el valor de la flecha g4
es consecuencia de [4. (2.4.1) p. 32].

[ f1lg1 = (2.2. Proposicién 1 b)]
& f1|\f2‘___ & N lfz‘

es decir, (f,82)7 = fo* = fo, por tanto g, = [f1 (fo°f1)*1°

ProrosicioN 3. Si un cuadrado f; g7 = f>g, es cartesiano, con f,
normal (por tanto g; normal) su paralela media lo divide en dos
cuadrados cartesianos.
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L .

Es consecuencia de la Proposicién 2 y de [4. (2.2.3) p. 23).

ProrosicioN 4.

a)  —_—eee ’ — e
m
—
[ ]
b)

[ J j
g2 v i normales
€———>

Es consecuencia de [4. (2.2.8) p. 28 y (2.4.1) p. 32].

3. HOMOLOGIA
3.1. LEMA DE LA CRUZ.

Si vu es el producto de dos flechas # normal y v épica, la cruz
construida con »* y #¢, puede encerrarse en un cuadrado de suce-
siones exactas cortas.

El cuadrado de la cruz estd formado por el cuadrado cartesiano
de u y 9%, el cuadrado cocartesiano de v y u° y la factorizacién en
épica y monica de los productos vu y ue ¥,
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(vu)® (ru)ck

(e o) (eu)te

(206 vh)ck (ru)e

(€ wh)ke (e vh)e
} como consecuencia de A. 6 a).

Reciprocamente si en el cuadrado de la cruz todas las sucesiones
son exactas cortas, entonces 1 es cartesiano, 4 es cocartesiano y los
cuadrados 2 y 3 son respectivamente las factorizaciones de vu y u°v®
en épica y ménica.

3.2. CrRUZ DE UNION.

Dadas dos flechas normales # y v* del mismo rango, su unién
es normal como consecuencia del axioma A.6 b)

¢« —_————— - — e — — — — — — ;.
I /"‘ -
l / -7
/ ~
| / w”
] }é/’
I - f
SV .
I /"
| /
| /
P/
1/
t/

X

Asi, a toda cruz construida a partir de # y v*, se le puede aso-
ciar una cruz que llamaremos de unién, cuyo centro es la unién de
u 'y v* y que se dibuja a trazos en el diagrama anterior.
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3.3. HoMOLOGIA DE UN COMPLEJO.

Un complejo 4 = (4,,d,) es una sucesién infinita

— An+1 d"+1 An d” An—l

tal que para todo #,d,d,.; = o.
Dividimos los morfismos d, por su punto medio

F . k. An a . ) al

Anss,
“ee

e - -

Yh\‘ s s/ \; /

. @
FaN X7, 04) ZLid)

W'nye \ R ’

/ M ( l:l
. &
Jul4)

dyp1 dy =0 = 3°8[0dypy = d.
A& =0 = 3o b di 0 = d¥,,.

. E .k .
Construimos la cruz de d, d,’,, = o0, obteniendo que el cuadrado

3 (cuadrado de homologia) es bicartesiano. La homologia H, (4) es
el punto medio de la flecha 4, dr.

d:+1 di+1 =0 = 3° h/dfwl = dffﬂ h.

. - . I %
Debido a ser d° moénica, la tinica flecha x tal que dyy1 = dy, %
es x = h'h.

=0 = 3k = k(WY

4. TEOREMA DE HOMOLOGIA

Si0 A_J . B_T . C 0 es una sucesién exacta
corta de complejos, induce las siguientes sucesiones:
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(1) .. . H,(A) I H, (B) "o H, (C) O B, (4) __ ...
(2) ... H,(A) Ime H, (B) Tox H, (C) ¥2=10% 7. (A4) =1 Z,_, (B) Y=L Z, ,(C) .0

(3) 0. Z,(4) 7. Z,(B) 5. Z,(C) SPr 1, | (4) Ir=te H, ,(B) ..

que son de orden dos.
Las sucesiones:

H,(A) _Iws_ H, (B) _Tnx_ H, (C)

Zy(4) M Zy(B) P Z,(C) .0
0 . Z,(4)_" . Z,(B)_%_ Z,(C)

son exactas.
Si los complejos A y B son normales, es decir (d5,)" = (dﬁH)k’
(2 )" = (d2.1)" para todo #, entonces las sucesiones (1), (2) y

(3) son exactas.

Demostracién:
Se construyen las homologias de los complejos.

H'Pn / (df)nk jn = Pn (dﬁ)pk
37, [4a (@) = (@)
3°9x / (dg)pk Ty = qu (df)Ck
3° s, [ 7, (dn)" = (d5)' s

@)* g @) = o0 =

(@) 7, (@) =0 =

Las flechas p son moénicas y las ¢ épicas.
El cuadrado j, (d))" = (42)*7, es cartesiano, y de la construccién

por 7, = 7', se obtiene 7, = st, es decir la exactitud de la sucesién:
0 . Z,(A)_" ,z,(B_»_Z,(C)

n+1

dy 1)’

) o

)kc 4

q", +1

(@s1) u nga) =0 = 32w, [ (1) J = 4, (dn
@ort) m (@) =0 = 30,/ (di1) m, = v,
(dn+1) Jul i) =0 = 3" purr[jndis) = (@
@) 7 (@da) =0 = 3 gupr|m (@) = (d

Las flechas p’ son moénicas y las ¢’ épicas.
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El cuadrado v, (d))° = (d5)° @, es cocartesiano, y de la construc-
cién por m, = 7,, se obtiene v, = u;,.

Ahora bien, por el axioma A. 6 a), utilizado sobre el cuadrado
(@2)°j, = u, (dh+1)°, teniendo en cuenta que j, es normal (4, = k)
se deduce que u, = uke,

Asi obtenemos v* = 4 = ul, es decir la exactitud de la suce-
sién:

’

Zy(A) Y Z,(B) Y Z,(C)

[(WREF 7, (WA =0 = 31, [[(AR)PPr, = 1, [(Wh)4].
(AR s, (Wh)P =0 = 3= &, [ [(WH)]*s, = &, [(W'R)F)°

(65) Un (7";1) =0 = 3'.7'n* /“n (}’ﬁ) = (75) jn*
(62) Un ('}’f) =20 > 3 My [ Vs (Vf) = (V(;t) T
Para demostrar que la sucesién . Jns Tk, . es exacta,

consideramos el cuadrado cartesiano u, (v4) = (y») j4 Por la Pro-
posicién 3 al dividirlo por su paralela media se obtienen dos cua-
drados cartesianos:

KN

-k ck
In, iy

1 ke
Hy == Uy

LBy

Xy

La construccién del cuadrado cartesiano inferior por la flecha

I k I k
normal %, = u,’, nos da j,, = 7,,.
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CONSTRUCCION DEI MORFISMO DE CONEXION 6,: H, (C)
——H,_1 (4).

Se construye el cuadrado cartesiano de las flechas (4}) y j,_1 =
= 7h_, y se obtiene: (d2) u = j,_1v. La flecha opuesta a j, ; es
u = [(d5)%* =,]*. El dominio del niicleo de v es el mismo que el de
(@2) (4. (2.2.8) p. 28].

Se construye el cuadrado cartesiano de =z, y (df,)k y se obtiene:
7, u = (d5)* 2. La flecha 2 es épica por la proposicién 2.

Construimos el cuadrado cocartesiano de v y A épica. El niicleo
de 1 tiene el mismo dominio que el de =, [4. (2.2.8) p. 28]. Asi obtene-
mos fA = (d5)°v.

(05—1) f =0, pues p,_1 (Bs—1) fA =Py 181 (d2) 0 = (A1) fpo1 v =
= (ds)" (d5) p = o, (A épica, p,_, ménica) = 3°¢[f = (ya-1) &
g (%) = o, pues (yu_1) g (%) gus1 = (yu—1) g5, (W'®) = (ya—1) g20* (W'®) =
= fivk (W'B) = (d2)° vv* (WB) = 0 (¢n4+1 épica, yj_, moénica) =

= a'enlg = on (ﬂi)

El morfismo 6, es tinico, pues: (yi_) 0, (8%) = f vy (B%) es épica
y (yi_;) moénica.

Demostraremos ahora que las tres sucesiones (1), (2) y (3) son
de orden dos.

(1) 0uuse = 0, PUES (V1) O (B) = (va—1) Ou (B7) 50 =
— (yia_1) On (BS) 0t = fav* = (d1)°vv* = o ((yi_:) monica, (B7) épica).
Juets On = 0, DUES (Vu 1) Jurs On (B2) 2 = 1ty (yu—1) 6, (B2) A =
=ty fA =ty () 0 = (@) Jue1 v = (@) (@) pp = 0 ((va-1)
ménica, A y (B%) épicas).
(2) (a_1)0, T, = 0, pues 0, m,, = o.
Uy_1 (Yu-1) 0, =0, DUES J, 1,6, =0y 1 (ys_1) 6, =
= (u—1) J_14 0s = 0.
(3) 6. (B) s, = o, pues 0, (8%) s, = 0, (B2) 40" = o.

jn—l* en (ﬂg) = 0, pues jn—l* 6n = 0.
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(@* T (a*)ck A
. n+1) h n . - ! .
BN dii,'% \d;ﬂ/a/ \\_% \/ i
™ | n™ 7
3N Y /
é/{,vH (1) %/7 Hn_1(A
P! " / ) Y )/ / P4
Popa| (™| K In P, . w,
"n . j / In-1 A
J /
ln Dy ' { (dB)ck ZL Jn~ 1
\Y n ' ! .
P NN S
\\. L B///B/n/f J\/r'
. ”./' H_(3) . / . ,ﬁ i (B) 9,
n+ i ; /i
\ sn ,/ { H vn—1
" '//ivn a Tn-l,
A 7 / :
il ' ' ' !
= AN N = N
i/ e JA
/\Y/// \/
.
Jn(c)'/ Hn(C) Jn—1(C)'/r Hn_1(G)

En el caso que los complejos A4 y B sean normales, entonces por
el axioma A. 6a) el complejo C también lo es:

{ABVL (B ke
) =1d]

" e — A

c.I
dn y

En éste caso, h=1, J,(4) = H, (4), p; = Dur Gn = > 1n = 7,
t, = s,, y el diagrama se reduce al dado en [4. p. 101].

La demostracién de la exactitud de la sucesién (1) es la dada en
[4. 5.3. p. 92].

Las exactitudes de las sucesiones (2) y (3) son una inmediata
consecuencia de la manera de demostrar en [4], la exactitud de (1).



(1]
(2]

(3]

(4]
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