DIE ORDNUNGSTOPOLOGIE UND ORDNUNGSTONNELIERTE
TOPOLOGIEN AUF VEKTORVERBANDEN
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DiegTer KEIM

In einem Vektorverband E ist ein nicht topologischer Beschriankt-
heitsbegriff erklart. Eine Teilmenge von E heiit ordnungsbeschriankt,
falls sie in einem Ordnungsintervall [— x, x] von E enthalten ist.
Wandelt man in topologischen Vektorverbianden E (T) bekannte Be-
griffe aus der Theorie der linearen Rédume, in denen die T-beschrink-
ten Mengen wesentlich sind, dadurch ab, indem man die T-besch-
rinkten durch die ordnungsbeschrinkten Mengen ersetzt, so kann
dies zu neuen Raumklassen fithren.

Gehen wir auf diese Weise von den bornologischen Raumen aus,
so haben wir in dem Vektorverband E alle absolutkonvexen Mengen
zu betrachten, die jedes Ordnungsintervall von E absorbieren. Sie
bilden eine Nullumgebungsbasis fiir eine Topologie auf E, die also
allein durch die Verbandsstruktur des Raumes bestimmt ist. Diese
lokalkonvexe Ordnungstopologie T'© wurde zuerst von I. NAMIOKA
(1] sowie H. SCHAEFER [1], [2] untersucht. TO ist die feinste lokalkon-
vexe Verbandstopologie auf E. Fiir E (T™°) 148t sich eine Theorie
entwickeln, die der bornologischer Raume sehr dhnlich ist. Dies gilt
sowohl fiir Permanenzeigenschaften als auch innere und duBere Cha-
rakterisierungen dieser Topologie.

Die quasitonnelierten Riume fithren uns zu lokalkonvexen Vek-
torverbianden E (T), in denen jede T-abgeschlossene, absolutkonvexe
Menge, die jedes Intervall von E absorbiert, eine Nullumgebung ist.
Diese Riume wurden von Y.-C. WoxG [1] eingefiihrt. Fr nennt sie
ordnungsquasitonneliert. Wir nennen sie ordnungstonneliert, da sie
enger mit der Klasse der tonnelierten als der der quasitonnelierten
Riume verwandt sind, wie sich zeigen wird. Die ordnungstonnelier-
ten Riume nehmen in der Kategorie der Vektorverbinde den Platz
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ein, den die tonnelierten Riume unter den linearen RAumen inne-
haben. So 14Bt sich eine dem Satz von Banach-Steinhaus entspre-
chende Aussage beweisen, ebenso Graphensitze und Sitze iiber
offene Abbildungen.

Von W. RoBrrtsoN [1j und S. O. IvaHeN i1] wurden topolo-
gische lineare Raume eingefiihrt, die den tonnelierten und borno-
logischen lokalkonvexen Ré&umen entsprechen. Dies fithrt uns zu
linear ordnungstonnelierten Vektorverbinden sowie der linearen
Ordnungstopologie.

Herrn Prof. G. Kéthe und Herrn Dr. N. Adasch danke ich viel-
mals fiir ihre Unterstiitzung.

BEGRII'FE UND BEZEICHNUNGEN

Wir nennen einen Vektorverband E einen (R)-Rawm. Ein Teil-
raum F c E heiBt (R)-Teilraum, falls I' mit x und y auch sup (x, y)
enthilt. Eine Teilmenge N c FE ist normal (solid in H. SCHAEFER (17),
falls N die leere Menge ist, oder falls mit einem Element x auch das
Intervall [— | x|, |%|] aus E in N liegt. Der normale Kern K(M)
einer Menge M ist die grofte normale Menge von E, die in .M enthal-
ten ist. Die absolutkonvexe Hiille einer normalen Menge in I ist
wieder normal und ebenso die Summe zweier normaler Mengen. Ein
normaler Teilraum von E heiBt Ideal.

Eine lineare Abbildung A: E - F von E in einen (R)-Raum I
LeiBt ordnungsbeschrinkt, falls 4 jedes Intervall von E in ein Inter-
vall von F abbildet. Die Menge der ordnungsbeschrinkten I‘unk-
tionale auf E bildet den Ordnungsdual EP.

In den weiteren Bezeichnungen aus der Verbandstheorie, soweit sie
im folgenden nicht erklart werden, halten wir uns an H. SCHAEFER {17

Ist F (T) ein topologischer linearer Raum, so existiert eine fein-
ste lokalkonvexe Topologie T* unter allen lokalkonvexen Topologien
auf F, die grober als T sind. [/ (T) und der assoziierte lokalkonvexe
Raum F (T*) besitzen denselben topologischen Dualraum.

Die A.: F,(T,) — I seien lineare Abbildungen der Vektorraume
F,in den Vektorraum F, so da F von U 4, (F,) aufgespannt wird.
T sei die feinste lineare Topologie auf I, unter der alle A, stetig sind.
Wir nennen I’ (T) dann die topologische (lineare) Hiille von (F, (T,),
A.). (F (T) heiBt *-induktiver Limes in S. O. IvaueN [1}, induktiver
Limes in J. K6uxN [1]. In diesen Arbeiten werden die im folgenden
gebrauchten Eigenschaften topologischer Hiillen gezeigt.)



Die Ordnungstopologie und ordnungstonnelierte Topologien 119

Ein System (U, U;) in einem Vektorraum F ist eine Folge von
Teilmengen U; von F, i >0, so daB U, + U,., ¢ U, fiir alle ;
gilt. Dabei setzen wir U = U,. Wir sagen, ein System (U, U;) be-
sitzt eine bestimmte Eigenschaft, falls jedes U,, 7 > 0, sie besitzt.
So nehmen wir im weiteren immer an, daB die benutzten Systeme
kreisformig sind.

Ein topologischer Raum I (T) heiBt lincar tonnelieri, falls jedes
abgeschlossene, absorbierende System (U, U;) in I (T) ein Nullumge-
bungssystem ist. F (T) heiBt linear bornologisch, wenn jedes System
(U, U,), das jede beschriankte Menge von F (T) absorbiert, ein Nullum-
gebungssystem ist. Derartige Rdume werden in S. O. IvaHEN (1]
untersucht. Sie heiBlen dort ultratonneliert und ultrabornologisch.

Hinsichtlich der Theorie der topologischen Vektorriume folgen
wir im {ibrigen G. K&1HE [1]. Nur machen wir bei den Begriffen der
lokalkonvexen Riaume den Zusatz «lokalkonvex» zur Unterscheidung
von den analogen Begriffen der linearen topologischen Riume. Wei-
terhin werden die betrachteten Topologien meistens nicht als not-
wendig Hausdorffsch vorausgesetzt.

I. TOPOLOGISCHE (R)-RAUMI

Ist E ein (R)-Raum, so heifit eine lineare Topologie T auf E eine
(R)-Topologie, falls T eine Nullumgebungsbasis aus normalen Men-
gen besitzt. E (T) nennen wir dann einen fopologischen (R)-Raun.
Ist T insbesondere eine lokalkonvexe Topologie, so heiit E (T) ein
lokalkonvexer (R)-Raum. Ein derartiger Raum [ (T) besitzt eine
Nullumgebungsbasis aus normalen absolutkonvexen Mengen.

Der Abschluf} einer normalen Menge in einem topologischen (R)-
Raum E (T) ist normal. Damit besitzt T eine Nullumgebungsbasis
aus abgeschlossenen normalen Mengen. Die beschrinkten Mengen
in E(T) besitzen ein Fundamentalsystem aus normalen Mengen.
Jedes Intervall [— |x|,|«x |} mit xe€E ist beschriankt. -

Die Verbandsoperationen des (R)-Raumes E sind gleichmiBig
stetig auf E (T) bzw. L (T) € E (T), falls T eine (R)-Topologie ist.

Ein topologischer (R)-Raum E (T) ist Hausdorffsch genau dann,
wenn sein positiver Kegel abgeschlossen ist. Die Ordnungsintervalle
von E sind dann auch abgeschlossen. Gibt es auf dem (R)-Raum E
eine Hausdorffsche (R)-Topologie, so ist E Archimedisch geordnet.

Die reellen Folgenrdume 17, versehen mit der iiblichen Metrik,
sind Beispiele fiir Hausdorffsche (R)-Rédume. Fiir p mit 0 < p < |
sind sie nicht lokalkonvex.
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Es sollen nun Permanenzeigenschaften topologischer (R)-Riume
untersucht werden. Da die absolutkonvexe Hiille einer normalen
Menge normal ist, folgt sofort:

(1.1) Ist E(T) ein topologischer (R)-Rawm, so ist der assoziierte lo-
kalkonvexe Raum ein lokalkonvexer (R)-Raitm.

(1.2) E ser ein (R)-Raum, und die E,(T,), ycl’, seien topologische
(R)-Rdume. Weiterhin seien Verbandshomomorphismen .1, mit
A E —~E, gegeben. Dann st der topologische Kern E (T) von
(E,(T,), A,) ein topologischer (R)-Raum.

Beweis. Wir wihlen fiir jedes y eine normale Nullumgebungsbasis
{U,} zu T,. Dann sind die Mengen A;1(U.) normal in E. Sie und ihre
endlichen Durchschnitte bilden cine Nullumgebungsbasis aus nor-
malen Mengen fiir E(T).

(1.3) Ein (R)-Teilraum I eines topologischen (R)-Raumes E(T) ist in
der induzierten Topologie ein topologischer (R)-Rawm. Jedes
Produkt topologischer (R)-Rdume ist ein topologischer (R)-Raun.

Die grobste Topologie auf einem (R)-Raum E ist eine lineare (R)-
Topologie. Wegen (1.2) gibt es auf E eine feinste (R)-Topologie.

Es soll eine dhnliche Aussage wie (1.2) fiir lineare topologische
Hiillen gezeigt werden. Zuvor geben wir eine niitzliche Beschreibung
einer Nullumgebungsbasis einer Hiille topologischer Vektorraume.

(1.4) Sei F(T) die lineare topologische Hiille von (I, (T,), A.). Dicje-
nigen U c F bilden cine Nullumgebungsbasis fiir T, zu denen
ein System (U, U,) existiert, so daf fiir alle y die (A;1 (U), A;!
(U)) Nullumgebungssysteme von T, sind.

Wir nennen einen Verbandshomomorphismus 4: E -~ I der (R)-
Raume E und F einen starken Verbandshomomorphismus, falls 4 (F)
ein Ideal in I© ist. Dann gilt 4] — &, 27 = | — Ax, Ax} fiir jedes po-
sitive ¥ € E, und 4 bildet jede normale Menge von E auf eine normale
Menge von [° ab.

(1.5) E sei ein (R)-Rauwm. Ist E(T) lineare topologische Hiille von
(E,(T,), A,), wobei die E. (T,) topologische (R)-Rdume und die
A, starke Verbandshomomorphismen sind, so ist T eine lineare
(R)-Topologie.
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Beweis. Zu zeigen ist, daB mit U auch der normale Kern K (U)
eine Nullumgebung von T ist. Dies folgt aus (1.4), wenn man K (4!
(U)) = A, 1 (K (U)) benutzt.

(1.6) Die topologische direkie Summe DE, (T,) beliebig wvieler topolo-
gischer (R)-Rdume E. (T,)) ist ein topologischer (R)-Raum. Ist
I ein Ideal in dem topologischen (R)-Raum E (T), dann ist die
Quotiententopologie von E (T)[1 eine (R)-Topologie.

(1.5) und (1.6) entsprechende Ergebnisse gelten fiir lokalkonvexe
Hiillen lokalkonvexer (R)-Riume.

F(T) sei ein vollstindiger linearer Hausdorffscher Raum. Der
(R)-Raum E mit positivem Kegel C sei ein dichter Teilraum von F,
und T induziere auf E eine (R)-Topologie T'. {U,} sei eine normale
Nullumgebungsbasis in E (T’). Die Abschliisse U, in F (T) bilden dann
eine Nullumgebungsbasis fiir T. Der AbschluB C von C in F (T) ist ein
konvexer Kegel in F mit € (— C) == {0}.

Zu jedem x € F existiert nun sup (¢, 0) = v - in F (bzgl. C). Denn
zu x gibt es ein System (x,) in £ mit x, — x. Da die Verbandsope-
rationen in E (T') nach Voraussetzung gleichmiBig stetig sind, ist
(%4) ein Cauchy-System in E (T'). Also konvergiert (x}) gegen ein
Element x* € F. Es folgt leicht x* = x+.

C macht also I zu einem (R)-Raum. (U, bildet eine normale
Nullumgebungsbasis fiir T, I'(T) ist ein topologischer (R)-Raum.
E ist ein (R)-Teilraum von I. Diese Ausdehnung der Verbandsstruk-
tur von E auf I' ist eindeutig bestimmt, wenn die Stetigkeit der Ver-
bandsoperationen verlangt wird. In diesem Sinne gilt:

(1.7) Die Vervollstindigung eines Hausdorffschen (R)-Raumes E (T)
ist wicder ein Hausdorffscher (R)-Raum.

Ist E (T) ein topologischer (R)-Raum, so ist der assoziierte linear
bornologische Raum E (T¥) (vgl. S. O. IvagEX [1]) auch ein topo-
logischer (R)-Raum. Dies folgt, weil die beschrankten Mengen in E (T)
ein Fundamentalsystem aus normalen Mengen besitzen. E (T) ist
genau dann linear bornologisch, wenn jede positive lokalbeschrankte
Abbildung von E (T) in einen beliebigen topologischen (R)-Raum
I (T*) stetig ist. Wie bei lokalkonvexen (R)-Rdumen (vgl. I. Kawal
i1, 1.2) gilt:

(1.8) I set ein Ideal des (R)-Raumes E.
a) Ist E(T) ein linear quasitonnelierter (R)-Raum, so ist I (T')
linear quasitonneliert in der induzierten Topologie T'.

9 — Collectanea Mathematica
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b) Ist E(T) ein linear bornologischer (R)-Rawm, so ist I (T')
linear bornologisch.

Beweis. a) Sei (U, U;) ein T'-abgeschlossenes System in I (T’), das
jede T'-beschriankte Menge absorbiert. Zu zeigen ist, daB U eine Null-
umgebung in I (T’) ist. Da I (T’) ein topologischer (R)-Raum ist,
konnen wir annehmen, daB (U, U';) ein normales System ist.

a;) Wir bilden in E die Mengen

U;=U(—aa:0<aeEmitl ni-a,a c U,).

~ ~

Die U, sind normal, und es gilt T, | -+ Uiy c U, (C, T,) bildet
also ein normales System in E.

a,) Sei B eine normale beschriankte Menge in E (T). Daun ist
Bal=U(®{—5"b nl:0<beB) beschrinkt in I (T'). Jedes U,
absorbiert somit nach Voraussetzung B n [. Nach Definition von
U, wird dann aber auch B von & ; absorbiert.

a;) Wegen a,) und a,) ist U eine Nullumgebung in E (T) nach Vor-
aussetzung. Wir betrachten Cnil Seixel nl Dam ist lxle
U n I, und es existiert (x) U mit x, -+ x!. Wegen der Stetigkeit
der Verbandsoperationen konv erglert auch 7, = 111f (1 “5 , X .) gegen

| x i Da % € Unl gt x'el nl, also el n] l)annt haben

wir aber U nlc Unl c U, da U abgeschlossen in [ (T') ist.
Also ist U eine Nullumgebung in I (T').

b) Sei (U, U;) ecin System in I, das jede beschrankte Menge von
1 (T’) absorbiert. Wir nehmen (U, U";) wieder als normal an. Wie in
a) bilden wir die Mengen U, in E. Nach a;) und a,) ist (U, T,) ein nor-
males System in E (T), das jede beschrinkte Menge absorbiert. Also
ist U eine Nullumgebung in E(T). Wegen U n I — U ist U Nu-
llumgebung in [ (T’).

Fiir linear tonnelierte (R)-Riume wird (1.8) unter starkeren Vor-
aussetzungen im 3. Abschnitt gezeigt.

2. DIE LINEARE ORDNUNGSTOPOILOGIX

Wir hatten in (1.2) bereits bemerkt, daBl es auf jedem (R)-Raum
E cine feinste lineare (R)-Topologie gibt. Wir bezeichunen sie mit To.

(2.1) L ser ein (R)-Rawm. Die Menge derjenigen Tetlinengen U von E,
die ein normales, absorbierendes System (U, U,) besitzen, bil-
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det cine Nullimgebungsbasis fiir die feinste lineare (R)-Topo-
logic TO auf .

Da eine Menge .}/ in E genau dann jedes Ordnungsintervall absor-
biert, wenn der normale Kern K (1) absorbierend ist, ergibt sich:

(2.2) Fiir jeden (R)-Raum E ist TO die feinste lineare Topologie, unter
der jedes Ordnungsintervall beschvinkt ist.

I'iir geordnete Vektorraume haben I. Namioga {17 und H. ScHAE-
FER {17, [2] eine lokalkonvexe Topologie untersucht, die allein durch
die Ordnungsstruktur des Raumes bestimmt ist. Diese Ordnungsto-
pologie (H. SCHAEFER) ist die feinste lokalkonvexe Topologie, unter
der die Ordnungsintervalle beschrinkt sind. Fiir (R)-Riume ist sie
auch die feinste lokalkonvexe (R)-Topologie. Sie soll hier lokalkon-
vexe Ordnungstopologic heiBen und mit T bezeichnet werden. To
nennen wir die lineare Ordnungstopologie. T° hat dhnliche Eigens-
chaften wie TI, wie im folgenden gezeigt wird.

(2.3) Die zuw TO assoziierte lokalkonvexe Topologic auf E ist die lokal-
konvexe Ordnungstopologie TLO.

Wegen E (TW)" = E* folgt aus (2.3) E(T9)" = Eb Aus (2.1) folgt,
daB E (T°) linear bornologisch ist.

Die Norm jedes Banach-Verbandes erzeugt dessen lokalkonvexe
Ordnungstopologie. Entsprechend gilt (vgl. I. Namioka [1}, 5.4):

(2.4) Jeder vollstandige metrisierbare (R)-Rawm E(T) trdgt die lineare
Ordnungstopologie.

Beweis. (U} sei eine abzdhlbare normale Nullumgebungsbasis von
Tmit U, | + U; | ©¢ U, V sei eine normale, absorbierende Teilmen-
ge von E. Wir nehmen an, V' ist keine T-Nullumgebung. Dann exis-
tiert eine Folge (x;) mit x; > 0 sowie x; € U, aber x; ¢ iV, Die Folge

k

(vy) mit y, == 3 x; ist eine Cauchy-Folge, sie konvergiert also gegen
ein Element z e }L . Da v, > 0 und der positive Kegel in E (T) abgesch-
lossen ist, gilt 0 < v, <z, also 0 < x; <z fiir alle ¢. Die Folge (x;)
ist damit ordnungsbeschrinkt, und es gilt (x;) ¢ nV {fiir ein natiir-
liches #, insbesondere x,€nV. Das widerspricht der Wahl von x,.
Wir haben gezeigt, daBl jede normale, absorbierende Menge in E eine
T-Nullumgebung ist. Wegen (2.1) gilt T = To.

Beispiele 2.1. Jeder Banach-Verband trigt die lineare Ordnungs-
topologie T¢, und wir haben ‘To = T™©. Das Produkt « aller reellen
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Folgen hat To = TX© als Topologie. Die iibliche Metrik von I’ mit
0 < p < werzeugt To.

(2.5) E(T) sei ein topologischer (R)-Rawm. Dann sind dquivalent:
(i) Es gt T = To.
(i) Jede ordnumgsbeschrinkte lineare Abbildung A: E(T) -- F
(Ty) in einen topologischen (R)-Raum F (T,) st stetig.
(iii) Jede ordnungsbeschrinkte lineare Abbildung A: E(T) — F(T,)
in einen vollstindigen metrisierbarven (R)-Rawm F(T,) ist
stetig.

Beweis. (i) = (ii): V sel eine Nullumgebung in F (T|) mit einem
kreisformigen Nullumgebungssystem (V, V). Das System (41 (V),
A-1(V})) ist kreisformig in E und absorbiert dort jedes Intervall
{—x, x], da die V; die Menge A[— x, x] absorbieren. Damit ist A4-1
(V) eine Nullumgebung in E (T°), A ist also stetig.

if) - (iii) ist klar. (iii) = (i): Die Behauptung folgt aus (2.1),
wenn fiir jedes normale, absorbierende (U, U,) in E die Menge U
eine T-Nullumgebung ist. Sei (U, U,;) gegeben und N = U;. N

ist ein Ideal in E. Die Familie {U;} definiert eine lineare (R)'-Topolo-
gie T’ auf E mit abzdhlbarer Nullumgebungsbasis. E (T') /N ist also
ein metrisierbarer (R)-Raum. EW/N sei seine Vervollstandigung.
ETT’)_/:N"' ist nach (1.7) auch ein topologischer (R)-Raum. («C 1 sei
diejenige Nullumgebungsbasis von Emli\, die von {U; induziert
wird. K sei die kanonische Abbildung K: E —E (T') /N. K ist positiv,
also wegen (iii) stetig. Damit ist K—1(U,) = U, -+ N eine T-Nullum-
gebung, also auch U o Uy 4+ U, o U; + N.

(2.5) bleibt richtig, wenn statt ordnungsbeschrankter Abbildun-
gen positive betrachtet werden. Der Satz gilt in gleicher Form fiir

Tw0, wenn T und T, als lokalkonvex vorausgesetzt werden.

(2.6) Dre Abbildungen A.: E, —E seien starke Verbandshomomorphis-
men zwischen den (R)-Rdiumen E, und E, so daf E von U A, (E,)
erzeugt wird. Dann trigt die topologische Hiille E (T) v(my(E.,, (T9),
A,) die lineare Ordnungstopologie T° von E.

Bewers. Nach (1.5) ist E(T) ein topologischer (R)-Raum, also
T c Te. Die Verbandshomomorphismen A., sind ordnungsbeschrinkt,
also nach (2.5) fiir E,(T?) und E (T°) stetig. Damit gilt T = Te.
(2.7) Die topologische direkte Summe < E, (T9) beliebig vieler (R)-
7
Réume E. (T9) tragt die lineare Ordnungstopologie.
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Ist I ein Ideal in E, dann ist die Quotiententopologie von I (T°) [I
die lineare Ordnungstopologie des (R)-Raumes E|I.

(2.6) und (2.7) gelten entsprechend im lokalkonvexen Fall fiir die
lokalkonvexe Ordnungstopologie.

Beispiele 2.2. Die lokalkonvexe Summentopologie auf ¢, dem
Raum aller finiten Vektoren mit d reellen Koordinaten, ist dessen
feinste lokalkonvexe Topologie. Sie ist die lokalkonvexe Ordnungs-
topologie T'© von ¢, Die lineare Summentopologie ist entsprechend
die feinste lineare Topologie auf ¢, Nach (2.7) stimmt sie mit der
linearen Ordnungstopologie T° iiberein.

d ist abzahlbar: Da die topologische direkte Summe abzihlbar vie-
ler lokalkonvexer Raume mit der lokalkonvexen direkten Summe
tibereinstimmt, gilt T® = T auf dem Raum g¢.

d ist iiberabzdhlbar: In diesem Fall sind die feinste lokalkonvexe
und die feinste lineare Topologie auf ¢, verschieden (vgl. J. KOHN
f1], Beispiel 1). Die lineare Ordnungstopologie T° ist also echt feiner
als die lokalkonvexe TLO,

Das abzdhlbare Produkt o trigt wegen (2.4) die lineare Ordnungs-
topologie. Auf dem Ideal ¢ € w wird von o eine Topologie induziert,
die echt grober ist als die lineare Summentopologie und damit die
lineare Ordnungstopologie von ¢.

Eine direkte Zerlegung E = E{ @ E, eines (R)-Raumes E heilt
geordnet, falls fiir jedes positive Element aus E die Komponenten in
E, und E, auch positiv sind.

(2.8) Der (R)-Raum E sei mit E = E| ® E, geordnet zerlegt. Dann
induziert die lineare Ordnungstopologie T° von E auf Ey und E,
deren lineare Ordnungstopologie.

Beweis. Ist die angegebene Zerlegung moglich, so sind E; und E,
Ideale in E. Ist nun (U, U,) ein normales, absorbierendes System in
E,, so bildet (U + E,, U; + E,) ein normales, absorbierendes System
in E. U + E, ist also eine To-Nullumgebung in £ und U damit eine
Nullumgebung der von T° auf E,; induzierten Topologie T;. Damit
haben wir fiir die Ordnungstopologie T9 von E; wegen (2.1) T) c T,.
Da aber T, eine (R)-Topologie ist, muBl T; = T9 gelten.

Wegen des Satzes von Riesz folgt aus (2.8), daB die Ordnungsto-
pologie eines ordnungsvollstindigen (R)-Raumes E auf jedem Band
in E dessen Ordnungstopologie induziert. Diese Aussage 148t sich noch
verallgemeinern. Ein (R)-Raum E heiBt abzdhlbar ordnumgsvollstin-
dig, wenn jede nach oben beschrinkte Folge in E ein Supremum
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besitzt. \Weiter heit ein Ideal B eines (R)-Raumes E ¢-Band, falls
B vorhandene Suprema (in E) abzihlbarer Mengen aus B enthilt.

(2.9) Die lineare Ordnungstopologie TO eines abzihlbar ordnungsvoll-
stdndigen (R)-Raumes E induziert auf jedem o-Band B in E
dessen Ordnungstopologie.

Beweis. Sei (U, [7;) ein normales, absorbierendes System in B.
Wie im Beweis von (1.8) bilden wir zu (U7, U,) das System (U, 7))
in E. U, absorbiert jedes Intervall in E. Denn sonst hitten wir
— ) o nU, fiir ein x € E und alle n € N, also auch B 0 " — x, x]
c #U;. Dann gibt es eine positive Folge (x,) in B n ' — x, 2" mit x,
¢ nl7;. In B existiert nach Voraussetzung sup x,. Da sup x,e kU,

fiir ein ke N, gilt auch x; € RU; im Widerspruch zur Wahl von x,.
(U, U,) absorbiert also jedes Intervall in E, und [ ist somit eine
To-Nullumgebung. Dann ist aber {” == {7 n B Nullumgebung der von
Te auf B induzierten Topologie.

(2.8) und (2.9) gelten entsprechend fiir die lokalkonvexe Ord-
nungstopologie.

k
Das topologische Produkt Il E, (T2) endlich vieler (R)-Riume
1
E,(Ts) tragt wegen (2.7) die Ordnungstopologie T¢ des (R)-Raumes
k
[1 E,. Aligemeiner gilt fiir Produkte mit d Faktoren (fiir endliches
1

oder unendliches d bezeichnet m, den Raum aller Vektoren mit 4
reellen Koordinaten):

(2.10) Es sind dquivalent:
(i) Jedes Produkt H E, (T9) won d Hausdorffschen (R)-Rdu-

4
men E.,(T9) trigt die lineare Ordnungstopologie von I1 E..

14
(i) Die Produkttopologie von o, ist die lineare Ordnungstopo-
logie T® von o,
(iii) Die Produkttopologie von o, ist linear bormologisch.

Bewess. (i) = (ii) ist klar. (i) = (i) zeigt man entsprechend wie
(5), (iii) > (iv) in D. Kem [1], indem man die dortigen Uberlegun-
gen fiir (R)-Halbnormen auf normale, absorbierende Systeme iiber-
tragt. (i) = (iif) ist klar. (iii) = (ii): Die Produkttopologie T von w,
ist lokalkonvex bornologisch wegen (iii). Da w, T-vollstandig ist,ist T



Die Ordnungstopologic und ordnungstonnelierte Topologien 127

die lokalkonvexe Ordnungstopologie wegen H. SCHARFER [, V. 5.5,

(iii). To ist dann nach dem noch zu zeigenden Satz (2.14) die zu T

assoziierte linear bornologische T'opologie. Wegen (iii) gilt Te — T.
Da o linear bornologisch ist, folgt aus (2.10):

(2.11) Das Produkt 11 E (T9) trigt fiir Hausdorffsche (R)-Rdiume
1 20
E (TQ) die lineare Ordnungstopologie von I1E,
i

Es ist unbekannt, ob m, fiir jede Kardinalzahl d lincar bornolo-
gisch ist. Genau dann ist m, linear bornologisch, wenn jedes Produkt
von d linear bornologischen Raumen linear bornologisch ist. Wei-
terhin ist es eine offene Iirage, ob m; genau dann linear bornologisch
ist, wenn es lokalkonvex bornologisch ist, bzw. ob m, genau dann
die lineare Ordnungstopologie trigt, wenn es die lokalkonvexe Ord-
nungstopologie tragt.

H. Scuarrier {11, [2] hat gezeigt, daB sich jeder Hausdorffsche
(R)-Raum E (T'©) als lokalkonvexe Hiille normierter Riume, die von
den Intervallen von E erzeugt werden, darstellen 14B8t. Eine dhnliche
Beschreibung ist fiir die lineare Ordnungstopologie méglich.

(2.12) E sei ein (R)-Raum mit einer Orvdnungseinheit e. Dann ist
die lineare Ordnungstopologie T° auf E eine lokalkonvexe To-
pologie, die von einer Halbnorm q, erzeugt wird.

Genau dann ist g, eine Novm, wenn E Archimedisch geovdnet ist.

Beweis. Die Halbnorm g¢,(x) = inf {{Al: xe A[— ¢, ]} definiert
eine lokalkonvexe Topologie T auf E, fiir die {U,} mit U, = 1; [—e el
eine Nullumgebungsbasis bildet. Jede Topologie, in der die Ord-
nungsintervalle beschrinkt sind, ist gréber als T, insbesondere also
To. Da aber T eine (R)-Topologie auf E ist, gilt T = T°. Die letzte

Behauptung folgt aus der Definition von g¢,.
E sei ein (R)-Raum und « ein Element aus dem positiven Kegel C

von E. Wir setzen E, = U n[—a, a]. E, ist ein Ideal in E, und es
n€ N
gilt £E= U E, In E, ist a eine Ordnungseinheit, E, versehen mit
a€cC

der linearen Ordnungstopologie ist also nach (2.12) ein halbnormierter
Raum, Wir schreiben E,(¢,) fiir ihn, Aus (2.6) folgt nun;
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(2.13) E(To) ist die topologische Hiille der lokalkonvexen (R)-Rdunie
E.(q.), aeC, unter den Einbettungen I, E, -~ E.

Da die lokalkonvexe Hiille von lokalkonvexen Riumen der zur
topologischen Hiille assoziierte lokalkonvexe Raum ist, folgt aus
(2.13), daB E(T'?) die lokalkonvexe Hiille der E,(q,) ist (H. SCHAEFER).

E(T°) und E (T%C) sind linear bzw. lokalkonvex bornologische (R)-
Réume. Die Vermutung, daB E (T°) der zu E (T%©) assoziierte linear
bornologische Raum ist, ist im allgemeinen falsch, wie das folgende
Beispiel zeigt. Die Menge der beschrinkten Mengen kann sich also
beim Ubergang von T zu Te verkleinern.

Beisprel 2.3. 1t (T,) sei der (R)-Raum [, versehen mit der {ibli-
chen Metrik. 1! (T;) sei I} ¢ I! mit der von der I'-Norm induzierten
Topologie. 14 (T,) tragt nach (2.4) die lineare Ordnungstopologie.
I} (T)) ist der zu b (T,) assoziierte lokalkonvexe Raum (W. ROBERT-
soN [1]). Nach (2.3) haben wir I: (T;) = I} (T™?). Aber 1:(T,) ist als
metrisierbarer Raum bereits linear bornologisch.

(2.14) Ist E(T™°) Hausdorffsch, und besitzen die beschrinkten Mengen
ein Fundamentalsystem B in sich vollstindiger, normaler, ab-
solutkonvexer Mengen, so ist E(TO) der zu E(T') assoziierte
linear bornologische Raum.

Dies gilt insbesondere, wenn E(T'©) Hausdorffsch und folgen-
vollstdndig 1st.

Beweis. Jedes E; = UnB, BeB, ist ein Ideal in E. Die E,(T),)

n€N
mit B als Einheitskugel sind Banach-Riume. Der lokalkonvex bor-

nologische Raum E (T%) ist lokalkonvexe Hiille der E(Tp), der as-
sozilerte linear bornologische Raum E ((T™°)#) dann topologische
Hiille der E5(Tg). Die E;(Tg) tragen nach (2.4) die lineare Ordnungs-
topologie von Ej. Damit gilt (T%°)f = T° wegen (2.6).

(2.15) Es sei E(TLO) ein folgenvollstindiger Hausdorffscher (R)-Raum.
Dann induziert TWO(bzw. TO) auf jedem TLO-abgeschlossenen
Ideal dessen lokalkonvexe (bzw. lineare) Ordnungstopologie.

N
Beweis. Sei I (TL°) ein abgeschlossenes Ideal mit der von T in-
P
duzierten Topologie. I(T%0) ist folgenvollstandig und nach (1.8) lo-
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7N\
kalkonvex bornologisch. Nach H. ScHAEFER (1], V. 5.5 muB damit T

die zu I gehorende lokalkonvexe Ordnungstopologie sein.

i a
I(T°) ist nach (1.8) ein linear bornologischer (R)-Raum mit T° o

N . o N\ N N . .
T!O, also gilt Tt o T° o (T°)# 5 TLO, wenn T; die Ordnungstopologie

N

von I bezeichnet. Da I(T9) folgenvollstindig ist, haben wir Ty =
A~

— To — (T™©)# wegen (2.14).

(2.16) a) Jeder folgemvollstindige Hausdorffsche (R)-Raum E (T°) ist
linear tomneliert.
b) Ist E ein abzihlbar ordnungsvollstindiger (R)-Raum, so
ist E(T9) linear tommeliert.

Beweis. a) Die Ordnungsintervalle in E(T°¢) sind abgeschlossen,
die Rdume E,(q,), a€C, sind also Banach-Ridume. E (T©) ist als to-
pologische Hiille der linear tonnelierten Riume E,(g,) wieder linear
tonneliert. b) Da E abzidhlbar ordnungsvollstandig ist, ist E Archi-
medisch geordnet, die E,(g,) sind also normierte Riume. Sie sind
sogar Banach-Riume wegen H. SCHAEFER [1], V. 6.2.

Eine Teilmenge M von C heiit erschipfend in einem (R)-Raum
E, falls fiir jedes x € E ein n € N sowie ein ¢ € M existieren mit x €
n[ — e, e]. Es ist klar, daB fiir ein derartiges M der Raum E (T°) be-
reits topologische Hiille aller E,(g,) mit a € M ist.

(2.17) Besitzt der (R)-Rauwm E eine abzihlbare erschipfende Menge
M, so ist E(T9) ein lokalkonvexer (R)-Raumn. Es gilt also To =
TLo,

Beweis. Dies folgt aus (2.13), weil die topologische Hiille abzdhlbar
vieler lokalkonvexer Riume wieder lokalkonvex ist.

(2.18) E besitze eine abzdihlbare erschopfende Menge {e,} und E (TO)
set Hausdorffsch. Dann ist in E(T°) jede beschrinkte Menge
ovdnungsbeschrinkt.

Beweis. E (T°) ist lokalkonvexe Hiille der Folge E,,(qg,,) normier-
ter Rdume. Nach G. KOTHE [1], 29.5. (4) liegt jede beschrinkte Menge
B von E(T°) in der abgeschlossenen, absolutkonvexen Hiille endlich
vieler Intervalle [— A, 4,¢,], 4, > 0. Ist s das Supremum dieser
endlich vielen A, so gilt B c [—s,s], da [— s, s] absolutkonvex
und abgeschlossen in E (T9) ist.
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3. LINEAR ORDNUNGSTONNELIERTE (R)-RAUME

Beispiel 3.1. Sei D der (R)-Raum aller auf dem Intervall [0,1]
stetigen reellen Funktionen, die in jedem Punkt von rechts diffe-
renzierbar sind. Hinsichtlich der starken Topologie T,(D?) auf D
gilt D (T,)" == Db (vgl. G. T. RoBERTS [ 1], Beispiel 7). Die lokalkon-
vexe Ordnungstopologie T, (D) auf D ist also nicht lokalkonvex ton-
neliert. Damit kann wegen (2.3) auch die lineare Ordnungstopologie
nicht linear tonneliert sein.

Fir einen (R)-Raum E ist also im allgemeinen in E (T°) nicht jedes
abgeschlossene, absorbierende System (U, U,) ein Nullumgebungs-
system. Verlangen wir aber von (U, U,), daB es zusitzlich noch nor-
mal ist, so bildet (U, U;) wegen (2.1) ein Nullumgebungssystem fiir To.

Wir nennen einen topologischen (R)-Raum E(T) linear ordnungs-
tonneliert, wenn jede Menge U, zu der ein abgeschlossenes, absorbie-
rendes normales System (U, U;) existiert, eine Nullumgebung von T
ist.

(3.1) Fiir einen topologischen (R)-Raum E (T) sind dquivalent:
(1) E(T) ist linear ordnungstonneliert.
(i) Jedes U mit einem abgeschlossenen System (U, U;), das je-
des Ordnungsintervall von E absorbiert, ist Nullumgebung.
(iii) Jede lineare (R)-Topologie auf E, die eine Nullumgebungs-
basis aus T-abgeschlossenen Mengen besitzt, ist grober als T.

Ist E(T) ein lokalkonvexer (R)-Raum, so heiBe E (T) lokalkonvex
ordnungstonneliert, falls jede normale Tonne in E (T) eine Nullum-
gebung ist. Derartige Raume sind von Y.-C. Woxc [1} untersucht wor-
den. Der zu einem linear ordnungstonnelierten (R)-Raum assoziierte
lokalkonvexe Raum ist lokalkonvex ordnungstonneliert, jedoch
braucht ein lokalkonvex ordnungstonnelierter (R)-Raum nicht li-
near ordnungstonneliert zu sein, wie spiter ein Beispiel zeigen wird.

Fiir jeden (R)-Raum E ist E (T°) linear ordnungstonneliert, E (T10)
lokalkonvex ordnungstonneliert. Jeder linear tonnelierte (R)-Raum
ist linear ordnungstonneliert, die Umkehrung gilt nicht, wie das.
einleitende Beispiel zeigt.

Der Dualraum eines lokalkonvex ordnungstonnelierten, also auch
eines linear ordnungstonnelierten (R)-Raumes E (T) ist ein Band in
E* (Y.-C, Woxe [1], 3.1).
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Beispiel 3.2. Jeder linear (lokalkonvex) ordnungstonnelierte (R)-
Raum ist linear (lokalkonvex) quasitonneliert. Y.-C. Wox¢ (1], Bei-
spiel 2.1 gibt einen lokalkonvex quasitonnelierten (R)-Raum an, der
nicht ordnungstonneliert ist. Das folgende Beispiel ist einfacher:

@ ¢ o trage die vom Produkt o induzierte Topologie T,. Der me-
trisierbare Raum ¢ (T,) ist lokalkonvex quasitonneliert, aber nicht
ordnungstonneliert, denn ¢(T,) == ¢ ist kein Band in ¢*® = o.

¢ (T,) ist auch linear quasitonneliert, jedoch nicht linear ord-
nungstonneliert.

¢ (T,) ist ein linear bornologischer Raum, der nicht linear ord-
nungstonneliert ist.

@ (T,) zeigt auch, daB ein Ideal eines ordnungstonnelierten (R)-
Raumes in der induzierten Topologie nicht ordnungstonneliert zu
sein braucht.

(3.2) Der (R)-Rawm E besitze eine geordnete Zerlegung E = E| D I,.
Ist E(T) linear ordnungstonneliert, so sind E| und E, linear
ordnungstonneliert in der von T induzierten Topologie.

Beweis. Die von T auf E induzierte Topologie T, ist eine lineare
(R)-Topologie. Ist (U, U;) ein abgeschlossenes, normales absorbie-
rendes System in E;(T,), so ist (U + E,, U; - E,) ein gleichartiges
System in E (T). U + E, ist also nach Voraussetzung eine T-Nullumge-
bung und U + E, n E, eine T;-Nullumgebung. DaB U + E, n E;
c U gilt, iiberlegt man sich dhnlich wie im Teil a;) des Beweises von
1.8).

( z’Vie (2.9) 14Bt sich der folgende Satz zeigen, indem man wieder
a3) aus dem Beweis von (1.8) zu Hilfe nimmt.

(3.3) E sei ein abzdhlbar ovdnungsvollstindiger (R)-Raum. Ist E(T)
linear ordnungstonneliert, so ist jedes o-Band in E linear ordnungs-
tonneliert in der von T induzierten Topologie.

(3.4) Die Abbildungen A,. E, — E seien starke Verbandshomomorphis-
men zwischen den (R)-Raumen E, und E. Sind dann die E, (T,)
linear ordnungstonnelierte (R)-Rdaume und ist E(T) die topolo-
gische Hiille von (E,(T,), A,), so ist E(T) ein linear ordnungs-
tonnelierter (R)-Raum.

Beweis. Nach (1.5) ist E(T) ein topologischer (R)-Raum. Die
Menge U besitze ein T-abgeschlossenes, absorbierendes normales
System (U, U;) in E(T). Dann ist fiir jedes y das System (4;-1(U),
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A;1(U;)) abgeschlossen, absorbierend und normal in E,(T,), also ein
T -Nullumgebungssystem nach Voraussetzung. Wegen (1.4) ist so-
mit U eine Nullumgebung in E (T).

(3.5) Die topologische dirvekte Summe E?E./(T;,) von limear ordnungs-
tonnelierten (R)-Rdumen EV(T_/)I ist linear ovdnungstonneliert.
E(T) sei linear ordnungstonneliert. Ist I ein Ideal in E, so ist
der Quotientenvaum E (T)|I linear ordnungstonneliert.

(3.6) Das topologische Produkt 1l E.(T,) beliebig vieler linear ord-

7
nungstonnelierter (R)-Riaume E, (T,), ye I, ist linear ordnungs-
tonneliert.

Bewers. Fiir endlich viele Faktoren E, (T,) folgt die Behauptung
aus (3.5). Wir nehmen im folgenden I" als unendliche Menge an.

Nach (1.3) ist [I E,(T,) ein topologischer (R)-Raum. Sei (U, U,)
y v
ein abgeschlossenes, absorbierendes normales System in I1 E(T,).
v d

Wir zeigen, daB U eine Nullumgebung ist. Zunichst iiberlegt man sich
analog zum ersten Teil des Beweises von (6) in D. Kem [1], daB

U, De%rE‘/ fiir eine endliche Teilmenge I, von I' gilt. Wegen der
b4 °

Abgeschlossenheit von U, haben wir auch U; o [l E..

7

v€eTI|T,

Das System (U n Il E, U, n IT E,) ist abgeschlossen, absor-

v€T, y€eTl,

bierend und normal in JI E,(T,). Da dieser Raum linear ordnungs-
v€Tl,

tonneliert ist, ist U; n II E. eine Nullumgebung in ihm. Damit ist
vels

dann die Menge (U, n II E) + 11 E, cine Nullumgebung von
y€T, Y€,
IME,T,).

ver

Wegen (U; n 1 E) + 11 E,c U+ U, c U ist somit auch U

v€l, ' yerlll,
eine Nullumgebung von gEV (T,).
v

Den Sitzen (3.2) bis (3.6) entsprechende Aussagen gelten fiir lo-
kalkonvex ordnungstonnelierte (R)-Raume.

Beispiel 3.1 gibt einen (R)-Raum mit einer linear ordnungstonne-
lierten Topologie an, die nicht linear tonneliert ist. Andererseits gibt
es (R)-Riume, bei denen die Klasse der linear ordnungstonnelierten
(R)-Topologien mit der der linear tonnelierten iibereinstimmt,
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(3.7) E sei ein (R)-Raum. Der Raum E (T°) ist genaw dann linear ton-
neliert, wenn jede linear ordnungstonnelierte (R)-Topologie T
auf E auch linear tonneliert ist.

Beweis. Ist jede linear ordnungstonnelierte Topologie auf E ton-
neliert, dann ist insbesondere die Ordnungstopologie T° linear ton-
neliert. Sei umgekehrt E (T°) linear tonneliert und T eine linear ord-
nungstonnelierte Topologie auf E. Ist (U, U,) ein T-abgeschlossenes,
absorbierendes System in E(T), so ist wegen T ¢ T° das System
(U, U;) auch To-abgeschlossen. (U, U,) ist also nach Voraussetzung
ein To-Nullumgebungssystem und absorbiert somit jedes Ordnung-
sintervall von E. Damit ist (U, U,) nach (3.1) ein T-Nullumgebungs-
system. E(T) ist also linear tonneliert.

Als Korollar erhalten wir wegen (2.16):

(3.8) E sei abzdhlbar ordnungsvollstindig. Dann ist jeder linear ord-
nungstonnelierte Raum E(T) auch linear tonnelier!.

(3.8) zeigt, daB (3.3) eine Aussage iiber tonnelierte Topologien ist:

(3.9) E sei abzdhlbar ovdnungsvollstindig und T eime linear tomme-
lierte (R)-Topologie auf E. Jedes o-Band in E ist in der von T
mduzierten. Topologie Linear tomneliert.

Beispiel 3.3. Es gibt linear ordnungstonnelierte (R)-Riume E (T)
mit T # T°, die nicht linear tonneliert sind. Sei etwa E, ein (R)-
Raum, dessen Ordnungstopologie T{ nicht linear tonneliert ist.
E,(T,) sei ein linear tonnelierter (R)-Raum, so daB T, von der Ord-
nungstopologie von E, verschieden ist. Dann ist E(T) = E(T9) ©
@ E, (T,) linear ordnungstonneliert, aber T ist nicht linear tonneliert
und wegen (2.8) nicht die Ordnungstopologie von E.

Eines der wichtigsten Ergebnisse der Theorie der tonnelierten
Riume ist der Satz von Banach-Steinhaus. Fiir ordnungstonnelierte
(R)-Riume 14Bt sich eine entsprechende Aussage beweisen.

(3.10) Fiir cinen topologischen (R)-Rauwm E(T) sind dquivalent:
(i) E(T) ist linear ordnungstonneliert.
(i) Jede Familie {A.} von stetigen positiven Abbildungen A.:
E(T) -~ F(T,) von E(T) in einen topologischen (R)-Raum
F(T,), die punktweise beschrdnkt ist, st gleichgradig stetig.

Bewets. (i) = (ii): Sei V eine normale Nullumgebung in F (T,;) mit
einem normalen Nullumgebungssystem (V, V;). In E(T) ist dann das
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System (n A-Y(V), n A-1(V;)) abgeschlossen, und es absorbiert
v v

dort jedes Intervall. Wegen (i) ist damit U = n A~ !(V) eine T-Nul-
lumgebung, und es gilt 4,(U) ¢ V fiir alle y.

(i) - ({i): (U, U;) sei ein abgeschlossenes, absorbierendes mnor-
males System in E (T). Es ist zu zeigen, daB} U eine Nullumgebung ist.
Sei {UP; eine normale Nullumgebungsbasis von E (T) und (U#, U#) je-
weils ein normales Nullumgebungssystem zu U'f. Wir betrachten die
direkte Summe %a E,, wobei E; = E fiir jedes § sei. Die normalen

Mengen ? (U;4+ U8B, :=0,1,..., bilden eine Nullumgebungsbasis
fiir eine lineare (R)- Topologie T’ auf ? E;. Seien I; die Einbettun-
gen von E in %’E E; die E die Komponente E; zuordnen. Die I,

sind T'-stetige Abbildungen auf E(T). Sie sind positiv und wegen
der Absorbanz der U; auch punktweise beschriankt. {I,} ist also
wegen (ii) gleichgradig stetig. Damit ist n 1 it (%9 (U 4 U?)) eine

Nullumgebung in E (T). Da U abgeschlossen ist, gilt aber weiter [ ==
= I";l (U + UP) = ? Iﬁ“ t (% (U 4 UB)), also ist U eine T-Nullum-

gebung, was zu zeigen war.

(3.11) Sei (A.) ein gerichtetes Svstein von stetigen positiven Abbil-
dungen A.: E(T) — F(T,), wobei E(T) linear ordnungstonne-
liert set und F(T) ein Hausdorffscher (R)-Raum. Ist (A.)
punktweise beschrinkt, und konvergiert (A.) punktweisc gegen
eine Abbildung A, so ist A stetig und positiv.

Sind die A, Verbandshomomorphismen, dann gilt dies auch von

4.

Beweis. Die Stetigkeit von A4 folgt in der iiblichen Weise aus
(3.10). A ist positiv wegen der Abgeschlossenheit des positiven Ke-
gels in F(T,). Wegen der Stetigkeit der Verbandsoperationen in F (T;)
ist mit den 4., auch A ein Verbandshomomorphismus.

(3.12) Jeder punktweise Limes A einer Lolge (A,) stetiger positiver
Abbildungen A,: E(T) — IF(T,) st eine stetige und positive
Abbildung.
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4. GRAPHENSATZE UND SATZE UBER OFFENE
ABBILDUNGEN IN ORDNUNGSTONNELIERTEN (R)-RAUMEN

In diesem Abschnitt sollen alle vorkommenden Riume Haus-
dorffsch sein. Wir betrachten lineare Abbildungen mit abgeschlos-
senem Graphen (kurz: abgeschlossene Abbildungen) zwischen topo-
logischen (R)-Raumen.

(4.1) Sei E(T) ein linear (lokalkonvex) ordnungstonnelierier ( R)-Raum.
Dann ist jede positive Abbildung A: E(T) — F(T,) in einen
topologischen (lokalkonvexen) (R)-Raum I (T) faststetig.

In N. ApascH {2} werden die linear B,-vollstindigen topologis-
chen Vektorrdume eingefiihrt. Sie entsprechen im allgemeinen li-
nearen Fall den B,-vollstindigen lokalkonvexen Raumen von V.
Prak. Diese nennen wir hier lokalkonvex B,-vollstindig. Aus N.
ApascH [21, 2.(4) bzw. der Prakschen Theorie sowie (4.1) folgt:

(4.2) Ser E(T) ein linear (lokalkonvex) ordnungstonnelierter ( R)-Raum
und F(T,) ein linear (lokalkonvex) B,-vollstindiger (R)-Raum.
Dann ist jede abgeschlossene positive Abbildung A: E(T) - F(T,)
stetig.

Es gilt die folgende Umkehrung von (4.2), die einem Satz von M.
MaHOWALD fiir tonnelierte Rdume entspricht:

(4.3) Es ser E(T) ein topologischer (R)-Rawm. Dann sind dquivalent:
(i) E(T) ist linear ordnungstonneliert.
(i) Jede abgeschlossene positive Abbildung A: E(T) — I'(Ty) in
einen beliebigen vollstindigen, metrisierbaren (R)-Raum F (T))
ist stetig.

Beweis. (i) = (i) folgt aus (4.2), denn ein vollstindiger, metri-
sierbarer Raum ist B,-vollstandig. (i) -~ (i): Sei (U, U,) ein ahgesch-
lossenes, absorbierendes normales System in E(T). Wie im Beweis
von (2.5) bilden wir den vollstandigen, metrisierbaren (R)-Raum

—

E(T’) /N mit der Nullumgebungsbasis 1U 1. Die kanonische Abbildung

K: E(T) -» E(T')[N ist nach $. O. Ivaurx (17, Lemma 3.1 abgesch-
lossen. Da K positiv ist, ist K wegen (ii) stetig. Damit ist die Menge

~

U; + N = K-1(U,) eine Nullumgebung in E(T), also auch U.
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(4.4) Ein lokalkonwvexer (R)-Raum E (T) ist genawn dann lokalkonvex
ordnungstonneliert, wenn jede abgeschlossene positive Abbildung
A: E(T) - IF(Ty) in cinen beliebigen Banach-Verband F (Ty)
stetig ist.

Beispiel 4.1. Wir betrachten I' (T,) und I (T;) (vgl. Beispiel 2.3).
Wegen Ty o T, ist die identische Abbildung I: 1} (T;) —1i (T,) ab-
geschlossen. Wire 1! (T;) linear ordnungstonneliert, so wire / nach
(4.3) stetig. Damit stimmten auf 1} die Topologien T, und T, {iber-
ein, was nicht der Fall ist. Mit I} (T,) haben wir also ein Beispiel
eines lokalkonvex ordnungstonnelierten (R)-Raumes, der nicht linear
ordnungstonneliert ist.

(4.5) Jeder Verbandshomomorphismus A: E(T) — F(T;) von einem
linearen (lokalkonvexen) (R)-Raum E(T) auf einen linear (lokal-
konvex) ordnungstonnelierien (R)-Rauwm F (T,) ist fastoffen.

Nennen wir die B-vollstindigen Riume der Prakschen Theorie
lokalkonvex B-vollstindig und diejenigen in N. ApAscH [2] linear
B-vollstandig, so folgt aus (4.5):

(4.6) Ein abgeschlossener Verbandshomomorphismus A: E(T) -~ I'(T))
von eimem linear (lokalkonvex) B-volistindigen (R)-Raum E (T)
auf einen linear (lokalkonvex) ordwnumgstonnelierten (R)-Raum
F(Ty) ist offen.

In N. ApascH [1], [2] wird die Klasse der Infra-s-Riume einge-
fithrt. Ein linearer Raum I (T) gehort zu dieser Klasse, falls jede
abgeschlossene lineare Abbildung von einem beliebigen tonnelierten
Raum in F(T) stetig ist. Es soll jetzt eine entsprechende Klasse von
topologischen (R)-Rdumen fiir ordnungstonnelierte Rdume und ab-
geschlossene Verbandshomomorphismen untersucht werden. Die Uber-
legungen sind dhnlich wie im tonnelierten Fall.

E (T) sei ein topologischer (R)-Raum. Mit T* bezeichnen wir die-
jenige (R)-Topologie auf E, die die Menge aller U zur Nullumgebungs-
basis hat, zu denen ein T-abgeschlossenes, absorbierendes normales
System (U, U,) existiert. Es gilt T ¢ T*. E(T) ist genau dann linear
ordnungstonneliert, wenn T = T".

Die Menge der linear ordnungstonnelierten Topologien auf E, die
feiner sind als T, ist nicht leer. To geh6rt dazu. Das Infimum dieser
Menge unter den linearen Topologien ist nach (3.4) eine linear ord-
nungstonnelierte (R)-Topologie auf E. Wir bezeichnen sie mit T
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und nennen I (T¥) den zu E(T) assoziierten linear ordnungstonnelier-
ten Raum. E (T) ist genau dann linear ordnungstonneliert, wenn T =
= T

(4.7) A: L(T) -- I'(Ty) sei eine stetige positive Abbildung von dem
linear ordnungstonnelierten (R)-Raum E(T) in den lopologischen
(R)-Raum F(T;). Dann ist auch A: E(T) - F(TY) stetig.

Beweis. Sei (T} die Menge aller (R)-Topologien T, o T; auf I,

so daB A: E(T) - I'(T,) stetig ist. Ist I, jeweils die Identitit auf F,

so ist der topologische Kern I ('i‘) von (I'(T,), 1

pologischer (R)-Raum. A: E(T) -~ I (’f') ist stetig. Da E (T) ordnungs-

tonneliert ist, ist auch A: E(T) -~ F(T") stetig. Also gilt T = T,

und 1"('i') ist linear ordnungstonneliert. Da damit To Ty gilt, ist

A E(T) — I (Ty) stetig.

Wir nennen einen topologischen (R)-Raum E (T) einen Infra-os-

Raitm, falls fiir jede (R)-Topologie T, auf £ mit T, c T gilt T = T

) nach (1.2) ein to-

[

(4.8) Iiir einen topologischen (R)-Raum E(T) sind dquivalent:

(i) IE(T) st ein Infra-os-Raum.

(i) Jeder abgeschlossene starke Verbandshomomorphismus von
einem Linear ordnungstonnelierten (R)-Rawm in E(T) ist
stetig.

(iii) Jeder abgeschlossene Verbandsisomorphisimus von cinem [i-
near ordnungstonnelierten (R)-Raum auf E(T) ist stetig.

Der Beweis verlauft mit Hilfe von (4.7) analog zu dem von 3.
(3) in N. Apascu [21.

Wegen (4.2) ist jeder linear B,-vollstindige (R)-Raum ein Infra-
os-Raum.

Ein lokalkonvexer (R)-Raum E (T) heiBe [nfra-los- Raum, falls fiir
jede lokalkonvexe (R)-Topologie Ty auf £ mit T, c T gilt T¥* = T,
wobel T%* und T die jeweiligen assoziierten lokalkonvex ordnungs-
tonnelierten Topologien bezeichnen. E(T) ist ein Infra-los-Raum ge-
nau dann, wenn jeder abgeschlossene starke Verbandshomomorphis-
mus von einem lokalkonvex ordnungstonnelierten (R)-Raum in E (T)
stetig ist. Dies zeigt man wie (4.8).

Wir geben noch eine duale Charakterisierung der Infra-los-Raume.
Es sei (£, E') ein Dualsystem und E’ ein Ideal in E®. Dann nennen
wir E' normal (T,(E) —) quasiabgeschlossen in I mit E' ¢ F ¢ E¥,
falls die AbschlieBung in I (T,(E)) jeder normalen beschrankten Menge

10 — Collectanea Mathematica
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von E'(T,) in E’ liegt. T,,(E’) bezeichne die feinste fiir (E, E’) zuléds-
sige lokalkonvexe (R)-Topologie auf E. Es scheint nicht hekannt zu
sein, ob immer T, (E') = T,(E’) gilt.

(4.9) E(T) sei ein lokalkonvexer (R)-Rawm. Es sind gleichwertig:
(i) E(T) st lokalkonvex ordnungstonneliert.
() T =T, (E) und E' ist normal quasiabgeschlossen in E*.
(i) T = T, (E') und E' ist normal quasiabgeschlossen in EY.

Beweis. (i) <= (i) zeigt man dhnlich wie die entsprechende Aus-
sage fiir tonnelierte und quasiabgeschlossene Riume. (ii) « .- (iii): Da
E (T'0) lokalkonvex ordnungstonneliert ist, ist E (T%0)’ — E? in E*
normal quasiabgeschlossen. Dann ist ein Ideal E' ¢ E? genau dann
normal quasiabgeschlossen in E*, wenn es dies in E? ist.

Aus (4.9) folgt, daB jedes normal quasiabgeschlossene Ideal von
L% ein Band ist. Die Umkehrung gilt nicht.

Sei E” der Durchschnitt aller normal T, (E)-quasiabgeschlossenen
Ideale in E£¢ die E’ enthalten. Dann ist E’ wieder ein normal (qua-
siabgeschlossenes Ideal in EP. s gilt E (T%)" == E' fiir jede fiir
(£, E') zulassige (R)-Topologie T.

(4.10) Ein lokalkonvexer (R)-Raum I (T) ist ein Infra-los-Rain genau
dann, wenn fiir jedes T (E)-dichte Ideal 1 in E' gilt I 0 E' = E'.

Beweis. Es sei E(T) ein Infra-los-Raum und [ ein T-dichtes Ideal
in E'. I'tir die Topologie T, (/) auf E der gleichmiBigen Konvergenz
auf den Intervallen von [/ gilt T(I) c¢ T, also Tf! = T* und somit
T c Tfgf, weswegen E’' c L(Tjy) == 1.

Sei umgekehrt T, eine lokalkonvexe (R)-Topologie auf E mit T| ¢

c T. Dann ist E(T,)’ schwach dicht in £, also gilt £ (T))' n £’ =E’

. | p—
und £’ ¢ E(Ty)’. Damit T c TY, also T¢ = T¥%'.
Ein linearer (R)-Raum E (T) heiBe os-Raum, falls fiir jedes abge-
schlossene Ideal [ in E(T) der Quotientenraum F (T)/I ein Infra-os-
Raum ist. Damit ist jeder os-Raum auch ein Infra-os-Raum.

(4.11) Fiir einen topologischen (R)-Rawm E(T) sind dquivalent:
(1) E(T) ist ein os-Rawm.
(i) Jeder abgeschivssene Verbandshomomorphismus von E(T)
auf einen linear ordnungstonnelierten Raum ist offen.
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Zum Beweis verweisen wir auf den von N. ApascH 2], 4. (3).
Jeder lincar B-vollstindige (R)-Raum ist ein os-Raum.

Wir nenuen einen lokalkonvexen (R)-Raum E(T) los-Raum, falls
fiir jedes abgeschlossene Ideal I der Raum E (T) /I ein Infra-los-Raum
ist. Fiir diese Riume gilt (4.11) entsprechend.

(4.12) Ein lokalkonvexer (R)-Raum I (T) ist genau dann ein los-Raum,

fails fiir jedes Ideal 1 in E' gilt [ n E' = T, wobei T die Absch-
liefung von I in E'(T,) ist.

Bewers. Sei E(T) ein los-Raum. Ist I ein Ideal in E’, so ist der
Orthogonalraum I+ von [ in E ein abgeschlossenes Ideal. Wir bilden
E(T) [I*. Sei I+ bzw. [*+° der Orthogonalraum von I+ in E’ bzw. E°.
(E(T)/[*)" ist verbandsisomorph zu [/*t und (E/I*)* verbandsiso-
morph zu [*+o. Es gilt Eb o [*0 o5 [** 5 [. Da [*° ein T, (E)-abge-
schlossenes Ideal in E? ist, stimmt die normal quasiabgeschlossene

I ist T-dicht in [+*+ = (E(T)/I*)'. Da E(T)/I* nach Voraussetzung

schlossenheit von I*+* in E’ haben wir schlieBlich 7T q [+t =T n L,
also I n E' =1T.

Umgekehrt gelte die Bedingung und H sei ein abgeschlossenes
Ideal in E(T). Es gilt (E(T)/H)' = HY c E’'. Sei [ ein T,-dichtes Ideal
in H*. Dann ist I q H* =1 n E' == T == H* Also ist E(T)/H nach
(4.10) ein Infra-los-Raum.

E (To) sei linear tonneliert. Ist dann T eine lineare (R)-Topologie
auf E, so ist auch die zu T assoziierte linear tonnelierte Topologie
T' (vgl. N. Apascu [2]) eine (R)-Topologie. Haben wir namlich in E (TY)
eine Nullumgebungsbasis {V}, so bilden die normalen Hiillen H(V)
der V eine Nullumgebungsbasis fiir eine (R)-Topologie T’ auf £ mit
TcT cT. Ist (U, U;) ein abgeschlossenes, absorbierendes nor-
males System in E (T'), so ist U eine Nullumgebung in E(TY), H (U) =
= U also eine Nullumgebung in E(T’). E(T") ist damit linear ord-
nungstonneliert und wegen (3.7) linear tonneliert. Somit haben wir
T = T.

(4.13) E sei ein (R)-Rawm, so daf E(T) linear tonneliert ist. Es sei
T eine lineare (R)-Topologie auf E.
a) Ist E(T) ein Infra-s-Rawmn, so ist es auch ein Infra-os- Rawnt.
b) Ist E(T) ein s-Rawm, so ist es auch ein os-Raum.
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Insbesondere gelten a) und b), falls E abzdihlbar orvdnungsvolls-
tdndig ist.

Beweis. a) Sei T, eine (R)-Topologie auf £ mit T; ¢ T. Dann gilt
Tyt = T{ und T = T* wegen (3.7) und der Bemerkung vor (4.13).
Da E(T) ein Infra-s-Raum ist, haben wir T¢ = T} = T' == T*.
Also ist E(T) ein Infra-os-Raum.

b) Ist E(T) ein s-Raum und / ein abgeschlossenes Ideal, so ist
E(T)/I ein Infra-s-Raum. Wegen (2.7) und a) ist E(T)/I dann ein
Infra-os-Raum.

Die letzte Bemerkung folgt aus (2.16).
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