SOBRE EL TEOREMA DE LA GRAFICA CERRADA (¥)
por

MANUEL VALDIVIA

INTRODUCCION. — En [1], [7] y [10] se da una clase de espacios
localmente convexos que se utiliza para obtener un teorema general
de la grafica cerrada, que contiene el de A. P. ROBERTSOX - W. Ro-
BLRISON, [5], es decir que los espacios B, — completos pertenecen
a dicha clase, y ésta es la mas amplia posible, para la cual es vélido
el teorema de la grafica cerrada, cuando se toman como espacios
de partida los tonelados.

En este trabajo obtenemos algunas propiedades nuevas de los
espacios introducidos en [1], [7] y [10], utilizando definiciones en
las que no entra el concepto de espacio tonelado asociado a un es-
pacio localmente convexo. En vez de establecer la equivalencia entre
las definiciones dadas en [1], [7] y [10] y las introducidas aqui, he-
mos preferido, para comodidad del lector, dar los teoremas genera-
les de la grafica cerrada y de la aplicacién abierta a partir de estas
definiciones.

Obtenemos también nuevos resultados sobre operadores cerrados.

* ko o3k

Los espacios vectoriales que manejamos estdn definidos sobre el
cuerpo K de los ntmeros reales o de los niimeros complejos.

Empleamos la palabra «espacio» con el significado de «espacio
vectorial topolégico, localmente convexo y de Hausdorffy.

Si E es un espacio cualquiera representamos por E’ y E* el dual
topoldgico y el dual algebraico de E, respectivamente. E'; es E’ con
la topologia o (E’, E), y E*, es E* con la topologia o (E*, E).

(*) Subvencionado en parte por el «Patronato para el Fomento de la
Investigacién en la Universidad».
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DrrinicioN 1.

Decimos que E es un espacio I, si dado un subespacio cualquiera
G de E*,, en el que cada parte cerrada y acotada es compacta, v tal
que G N E' es denso en E';, se tiene que G o E’.

DErINICION 2.

Decimos que E es un espacio I', si dado un subespacio cualquiera
G de E*,, en el que cada parte cerrada y acotada es compacta, se tiene
que G n E' es cervada en E',. '

Nora 1.

Obsérvese que todo espacio I' es un espacio I,. No sabemos si
hay algtin espacio I, que no sea un espacio I

TrEOREMA 1. (Teorema gemeral de la grdfica cerrada)

Sea w una aplicacion lineal del espacio tonelado E en el espacio F,
de mamnera que la grdfica de u es cervada. Si I es un espacio I', enton-
ces u es continua.

Demostracién :

Sea T la topologia localmente convexa mdés fina sobre F. En-
tonces el dual topolégico de F[TJ] es F*. Considerando # como
aplicacién de E en F[T], su grafica es cerrada en E X F [T], y si
v es la aplicacién traspuesta de #, su dominio D, serd denso en
F*, [6, p. 155].

Sea 4 una parte cerrada y acotada de D,y sea {y',:#n € M} una

red de elementos de 4 que converge en F*; a y’. Entonces, para cada
y e F, existe un & € K, k£ > 0, dependiente de y, tal que

[<Y'ns Y21k, wmeM,

por lo que las formas lineales sobre E

¥y —— {ux), y,D, x ek, neM,
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que son continuas, [6, p. 155], forman un conjunto acotado en E’,,
de donde, teniendo en cuenta que E es tonelado y que la red
{x', : n € M} converge puntualmente a la aplicacién
¥y ——u), y)

resulta, aplicando el teorema de Banach-Steinhauss, que esta 1l-
tima forma lineal es continua, de aqui que y’ € D,, lo que nos indica
que A es cerrado en I*; y, por lo tanto, compacto.

Por otra parte, si consideramos # como aplicacién de E en F,
su aplicacién traspuesta v, tiene su dominio D, denso en F',. Si
z' € D,, la forma lineal sobre E

x——(ux), 2

es continua, y como z' pertenece también a F* se tiene que 2’ € D,,
(6, p. 155], luego D, n F' 5 D,,, de donde se deduce que D, n I’ es
denso en F’,.

Resumiendo, D, es un subespacio de I*; en el que cada parte
cerrada y acotada es compacta, verificindose, ademds, que D, n F’
es denso en F’,, pero como F es un espacio I, se tiene que D, o F’.

Finalmente, si ¢’ € F’, se tiene que ¢ € D,, por lo que la forma
lineal sobre E

X

Cu(x), 1)

es continua, de donde se deduce que D, = F’, lo que nos indica
que # es continua de E en F con las topologias respectivas o (E, E’)
y o (F, F'), pero como E es tonelado su topologia es la de Mackey,
de aqui que # sea continua de E en F, c.q.d.

THEOREMA 2.

Si el espacio de F no es un espacio I', existe un espacio tonelado
E v una aplicacion u lineal y biyectiva de E sobre F, cuya grdfica es
cerrada, de manera que u no es continua.

Demostracién :

Si F no es un espacio I, existe en F*, un subespacio G en el
que toda parte cerrada y acotada es compacta, siendo G n I'* denso
en F', y distinto de F’.
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Sea @ la familia de todas las partes acotadas de G, y T’ la topo-
logia sobre F que tiene como sistema fundamental de entornos los
conjuntos polares de los elementos de . Puesto que G n F es denso
en F'; y este ultimo espacio es denso en F*, se tiene que G es denso
en F*, por lo que IF[T’] es un espacio cuyo dual L contiene a G.
Veamos que L = G. En efecto, si w € L, existe una parte 4 €G,
tal que

(w, Y| <1, yxeAdo,

siendo A0 el conjunto polar de A. Luego w € A9, siendo este dltimo
conjunto el polar de A% en L, y como A00 es la envoltura absoluta-
mente convexa cerrada de 4, se tiene que A% ¢ G, por lo que w € G,
es decir, G = L.

Si T es un tonel de F[T'], su polar en L es un conjunto acotado
de G, por lo que pertenece a ®, de aqui que F[T’] sea tonelado.

Llamando E a F[T'] y # a la aplicacién idéntica de F[T'] en
I, veamos que la grifica de # es cerrada en E X F. En efecto, si
D, es el dominio de la aplicacién v, traspuesta dela #, y x' e Gn I,
la forma lineal sobre E

X

(&, u@®)y = (&, %)

es continua, por lo que D,o G n F’, resultando que D, es denso

en F’',. Finalmente, # no es continua, ya que el dual de E es G, que
no contiene al dual de F, F’, c.q.d.

Nora 2.

Sea E un espacio tonelado y F un espacio B,-completo. Si # es
una aplicacién lineal de E en F, cuya grafica es cerrada, es sabido
que % es continua, [6, p. 166], por lo que podemos afirmar, tenien-
do en cuenta el Teorema 2, que todo espacio B,-completo es un espa-
cio I',. Hay espacios I',, que no son B,-completos, [7].

TEOREMA 3.
Sea F un subespacio cerrado del espacio E. Si E es un espacio I,

E .
entonces T es un espacio I
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Demostracién :

Sea u la aplicacién canénica de E sobre 7

gia localmente convexa més fina sobre E, se tiene, evidentemente,

E[T]
I

Si T es la topolo-

es el espacio vectorial = con la topologia localmente con-

que 7

®
vexa mds fina, por lo que el dual topolédgico de E 1[:-'7'] es (%) . La apli-

tiene como traspuesta v, y consi-

E
F

su traspuesta es v;. Se tiene que v es un

cacién # considerada de E en
ET]

derada de E[T] en i3

-\ !

o
morfismo inyectivo estricto de (F) en E',, v v; es un morfismo in-
\ o

£

yectivo estricto de ( 1—1_) en E*_ siendo, ademéds, v la restriccién
e na (2.
e v a I’ :

/ *
Sea G un subespacio de (%) en el que toda parte cerrada y

7
5
acotada sea compacta, y veamos que G n (F) es cerrado en
o

’
(F) , con lo que tendremos demostrado el teorema. Si A es un con-
ag

junto cerrado y acotado de v (G) se tiene que v;~!(A4) es cerrado
y acotado en G y, por lo tanto, es compacto, de aqui que A4 sea com-
pacto, y puesto que E es un espacio I', vy (G)n E’ es cerrado en E,/,

N
[

de donde se deduce que v-1[v; (G) n E'] es cerrado en (f) , pero
como

’

1 G E) =01 [ G0 ET = 6ot (B) = Go(%)

se tiene que este tltimo conjunto es cerrado en (—) , ¢ q.d

TEOREMA 4. (Teovema general de la aplicacién abierta).

Sea E un espacio I' v F un espacio tonelado. St u es una aplica-
cion lineal del subespacio L de E sobre I, cuya grdfica es cerrada en
E x F, entonces u es abierta.
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Demostracién :
Es inmediato que #—1(0) es un subespacio de L, cerrado en E.

Sea ¢ la aplicacién canénica de E sobre w1(0)
de ¢ (L) sobre F, definida de la siguiente forma: si ¥ es un ele-
mento cualquiera de ¢ (L) hallamos un x € L tal que ¢ () =% y

ponemos w (¥) = u (x). Es inmediato comprobar que w es biyectiva

. Sea w la aplicacién

y que la grafica de ¢ en ( X F es cerrada.

o)

La aplicacion w~1, considerada de F en ;

E . .
1(0) tiene su grafica

cerrada en F X (EE—) pero como I© es tonelado y es,

E
u=1(0) u=1(0)
aplicando el Teorema 3, un espacio I, se tiene que w—! es continua,
por lo que w es abierta. Ia aplicacién # es abierta por verificarse
que ¥ = wog, ¢ q.d.

TEOREMA 5.

St el espacio E no es un espacio I' existe un subespacio cerrado F

de E, tal que % no es un espacio I,.

Demostracién :

Si E no es un espacio I', sea L un subespacio de E*, en el que toda
parte cerrada y acotada sea compacta y L n E’ no sea cerrado

en E';. Si F es el conjunto polar en E de L nE’, veamos que % no

es un espacio I,. Si # es la aplicacién canénica de E sobre T
sea v la aplicacién traspuesta de . Sea T la topologia localmente
convexa mds fina sobre E y v; la traspuesta de #, considerada de

E[T] sobre E}[_"ﬂ

. La aplicacién v es un morfismo estricto inyectivo

’ *
de (%) en E',, v la v; es un morfismo estricto inyectivo de (?)
o /o

’

en E*, siendo v la restriccién de v; a (7) . Ademss,si LnE™ y
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L n E' son las clausuras de L n E’ en E*, y E',, respectivamente,

se tiene que
E * TR - E ! E " —
vl[(?)]=Lnb vy v _(—I_")]zvl [(.T?)JanE.

Sea G =91 [LnLAE™]. Toda parte cerrada y acotada de

LNnLNE™ es cerrada en L, por lo que serd compacta, de aqui

que toda parte cerrada v acotada de G es compacta. Veamos, ahora,
’ ’ ’

ue Gn(lg es denso en (1) y no contien (E) con lo qu
q F) S 7). 3 0 Co eaT:v, [ue

quedard probado que # 1o es un espacio I',. En efecto,

o] - [1]-

=LAaLnE*ALNE =LALnE =LnE’

v como este tiltimo conjunto no es cerrado en E’;, se tiene que L n E’
es denso en LN E’ y distinto de este dltimo conjunto, de aqui que

G n(—F) sea denso en (—F ) y no contenga a T?) , ¢ q.d

TEOREMA 6.

Si el espacio E no es un espacio 1" existe un espacio tonelado F
vy wuna aplicacion lineal uw de E sobve F, cuya grdfica es cerrada, de
manera que u no es abierta.

Demostracién :
Aplicando el Teorema 5, podemos encontrar un subespacio M

de E, tal que MIE no sea un espacio I,. Aplicando el Teorema 2 ha-

llamos una topologia T’ sobre % de manera que ﬁl—; [T'] sea to-

U E . ] .
nelado y la aplicacién idéntica v de i [T’] en Wl} no sea continua y
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tenga su grafica cerrada. Ilamando I' a 5 [Tl v ¢ a la aplica-

cion canodnica de E sobre e es inmediato que # = v~ logp tiene su
i

grafica cerrada en E X I y no es abierta, c. q. d.

TEOREMA 7.

Sea I' un espacio de codimension finita del espacio E. St I es un
espacio I', entonces E es un espacio I

Demostracién :

Evidentemente, basta hacer la demostracién para el caso en que
F es de codimensién uno, por lo que asi lo vamos a suponer.

Sea T la topologia localmente convexa mias fina sobre E. La
topologia inducida por T en F es también la topologia localmente
convexa mads fina sobre F, por lo que los duales topoldgicos de E [T]
y F[TJ] son E* y F* Sea u# la inyeccién canénica de I'{J] en
E[T], y v la aplicacién traspuesta de la ». Como F [T] es cerrado
en E[TJ], v es un morfismo estricto de E*, sobre F*,

SixyeEyxy¢F,sea H el conjunto polar en E* de {xy}. H es un
hiperplano cerrado de E*,. Si L es el conjunto polar en E* de F, L
es un subespacio de dimensién uno de E*,, complemento topolégico
de H, siendo, ademds, L el niicleo de la aplicacién v, por lo que,
si w es la restriccién de v a H, se tiene que w es un isomorfismo de
H en E*,.

Sea G un subespacio cualquiera de E*,, en el que toda parte ce-
rrada y acotada es compacta, y veamos que G n E’ es cerrado en
E',, con lo que quedard demostrado el teorema.

Si A es una parte cerrada y acotada de w(G n H), w—1(4) es
cerrado y acotado en G n H, pero como H es cerrado en E*; se tiene
que w—1(4) es cerrado y acotado en G y, por lo tanto, es compacto,
de aqui que 4 sea compacto. Pero como F es un espacio I" se tiene
que w (GNH)N F’ escerrado en F',. Entonces w—1 (w (GNH)n F') =
=GnHnw-1(F') es cerrado en w—1(F’). La restriccién de v a E’,
tiene su imagen en F',, por lo que E'n H c w—1(F’), de donde se
deduce que es cerrado el conjunto

GnH)Nn(E'nH)=GnHnNE

en £',n H. Dos casos pueden presentarse:



Sobre el teorema de la grafica cerrada 59

1.0) Que GNHNE =GnE' En este caso GnE'c Hn E/,
y puesto que G n E’ es cerrado en E’, n H, también es cerrado en
E’,, por ser Hn E’ cerrado en E’,.

2° Que GNHNE #GnE’'. Tomamos un %, de GnE’ tal
que x," ¢ H. Entonces H n E’ es un hiperplano cerrado de E’; tal que
la envoltura lineal de (HnE')U {x,'} es E’. Dado un x’ cualquiera
de E’ se puede poner de la forma

X = 2x) +f(¥), reK, f(x)eHnE".

La aplicacién f de E’, en H n E'y es lineal y continua y su ni-
cleo estd contenido en G. Puesto que GnHnE' es cerrado en
H n E'; se tiene que

FUenHAE)=f1G)nf1HnE)=G6GnE

es cerrado en E’,. Queda pues, demostrado el teorema.

TEOREMA 8.

Sea I’ un subespacio de codimension finita del espacio E. St F
es un espacio I, entonces E es un espacio I,.

Demostracién :

Supongamos igual que en el Teorema 7, que F es de codimen-
sién uno. I,a demostracién es la misma que la del teorema anterior,
tomando G n £’ denso en E’,. Solamente hemos de probar que
w(GnH)N I es denso en F’',. En efecto, puesto que E’ es denso
en E*, y H es un hiperplano cerrado de E*, se tiene que E' n H es
denso en H y, por lo tanto, w (E' n H) es denso en w (H) = F*,. Es
inmediato que w (E'nH)c F', por lo que w (E'n H) es denso en F',.

Por hipétesis, G n E’ es denso en E',, por lo que Gn E' n H
es denso en E'; n H y, por lo tanto, w (G n E' n H) es denso en
w(E'nH), y también en F’',. Pero como

w(GNE nNnH) =w(GnHnw(EnH) cw(GnH)n F,

se tiene que este dltimo conjunto es denso en F'g, c. ¢.d.
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Para algunas demostraciones que veremos después vamos a ne-
cesitar los siguientes resultados:

a) S1 F es un espacio de codimension finita de un espacio tone-
lado, entonces F es tomelado.

b) Si I' es un subespacio de codimension infinita numerable de
un espacio tonelado, entonces F es tonelado.

. e ., . . .
c) Sz {bn},,z._l es una sucesion creciente de subespacios del espacio

tonelado E, tales que B = U E, entonces E es el limite inductivo estricto

l=n

de dicha sucesion.

El resultado a) ha sido dado por J. DIeUDONNE en [2]. Los re-
sultados b) y ¢) han sido obtenidos por nosotros en [8:.

TEOREMA 9.

Sea F un subespacio de codimension infinita numerable del espacio
E. Si F es un espacio I', entonces E es un espacio I

Demostracién :

Supongamos que E no sea un espacio I'. Por el Teorema 6, exis-
te un espacio tonelado G y una aplicacién lineal » de E sobre G, cuya
grifica es cerrada, de manera que # no es abierta.

Sea A = {x, %5, ..., %,, ...} un conjunto de E tal que la envol-
tura lineal de FuU A4 coincida con E, y sea F, la envoltura lineal
de FuU{xy, %, ..., %}, n = 1, 2,.... Para cada entero positivo #, es
inmediato que # (F,) es de codimensién a lo sumo numerable en
G, y, aplicando los resultados a) y b) se deduce que u (F,) es un es-
pacio tonelado. Por otra parte, F es de codimensién finita en F,,
por lo que, teniendo en cuenta el Teorema 7, F, es un espacio [
Si u, es la restriccién de » a F,, su grafica serd cerrada en F, X u (I7,)
y, teniendo en cuenta el Teorema 4, #; serd abierta.

En E sea | | un entorno del origen, absolutamente convexo.
Entonces #(|_]) es un conjunto absolutamente convexo y absor-
bente en G. Para cada entero positivo #, se tiene que

uw(lL)nu(F)ou(llnF,)=u(_]nl,),
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por lo que % (| |) nu(F,) es un entorno del origen en » (F,). Final-
mente, por el resultado c), G es el limite inductivo de la sucesi6n
{u(F,)}n_1, de donde se deduce que # (| |) es un entorno del ori-
gen en G, de aqui que # sea abierta. Hemos llegado, pues, a una
contradiccién, por lo que E es un espacio [, c. q. d.

TroreEmMA 10.

Sea F un subespacio de codimension nfinita numerable del es-
pacio E. Si F es un espacio I',, entonces E es un espacio I,.

Demostracién :

Supongamos que E no sea un espacio I',. Entonces, por el Teo-
rema 2, existe un espacio tonelado G y una aplicacién lineal y biyec-
tiva v de G en E, cuya grafica es cerrada, de manera que v no es con-
tinua. Entonces # = v~1 serd una aplicacién lineal no abierta de E
sobre G, cuya grafica es cerrada. El resto de la demostracién es la
prueba del teorema anterior.

TEOREMA 11.

St E es un espacio I' y F es un subespacio cervado de E, entonces
F es un espacio I

Demostracién :

Sea T la topologia localmente convexa mis fina sobre E. Enton-
ces la topologia de I'[TJ] es la topologia localmente convexa més
fina. Si # es la inyeccién canénica de F [J] en E [T] v v es la aplica-
cién traspuesta de la u, se tiene, por ser I'[T] cerrado en E[T],
que v es un morfismo estricto de F*, en E*,.

Sea G un subespacio de F*; en el que toda parte cerrada y aco-
tada sea compacta, y veamos que G n F’ es cerrado en F’,, con lo
que tendremos demostrado el teorema.

Sea A una parte cerrada y acotada del subespacio de E*,, v—1(G).
Si | | es el conjunto polar de 4 en E[J] se tiene que| | es un
entorno del origen en E[T] y #~1(|_|) es un entorno del origen en
F[T]. Se tiene que

Lo = o1 (w1 (LD,
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en donde | [0 y [#~1(|_])]° son los conjuntos polares de | | y
u=1(_]) en E* y F*, respectivamente. | |0 es la envoltura abso-
lutamente convexa cerrada de A, pero como la envoltura absolutamente
convexa cerrada de v(A) en G es cerrada en I'*, se tiene que dicho
conjunto es igual a (=1 (|_]))9, de aqui que | |0 = v=1([»~1([_])]9)
esté contenido en v~1(G), por lo que A4 serd cerrada en E*, y, por lo
tanto, compacta. Pero como E es un espacio I’ se tiene que
v~1(G) n E’ es cerrado en E’,.

Sea vy la restriccién de v a E’. Puesto que F es cerrado en E, v,
es un morfismo estricto de E’, sobre F’,. El niicleo de v; es el con-
junto polar de F en E’, pero como v—1(G) contiene al niicleo de v,
se tiene que

1 1(0)cov-1(G)nkE,

y puesto que este ultimo conjunto es cerrado en E’,, resulta que
v (=1 (G)NE), (1),

es cerrado en F';. Veamos, ahora, que el conjunto (1) es igual a Gn I,
con lo que quedard demostrado el teorema. En efecto,

n@-1G) NnE)=v0-1(G) nE)cGnF,

pero si 2’ e Gn F’, existe un #' e v—1(G) y un y’ € I/, tales que
v(x') =v(y') =2, es decir que 5’ — y’ estd en el nicleo de v y,
por lo tanto, ' — %" € v~ (G), y de aqui ¥ e &' + v~ 1 (G) =v~1(G),
de donde se deduce que

v ev-1(G)nF,
y por lo tanto,

w@1G) NE)=6GnF c q d

TEOREMA 12.

Si E es un espacio I, y I es un subespacio cerrado de E, entonces
F es un espacio I,

Demostracion :

Es la misma que la del teorema anterior, tomando Gn F’ denso
en F',, con lo que resulta que v~ 1(G)nE’ es denso en E’,.
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TEOREMA 13.

Sea L un subespacio tonelado del espacio E y sea I' un espacio
I,. St w es una aplicacion lineal de L en F, cuva grifica es cerrada
en E X F, entonces L es cerrado en E.

Demostracion ;

Supongamos que L no es cerrado. Si L es la clausura de L en

E, sea x, un elemento de L que no esté en L. Si M es el subespacio
engendrado por {x,}, sea G la suma topoldgica directa de F y M.
Evidentemente a I’ se le puede considerar como un subespacio de
G, de codimensién uno, por lo que, aplicando el Teorema 8, G serd un
espacio I,. Si P es el subespacio de E engendrado por L y {xp},
extendemos # a una aplicacién lineal v de P en G, poniendo
v (%y) = %9 € G. Veamos que la grifica de v es cerrada en P X G.
Si {x, : % €D} es una red cualquiera en P que converge a x € P,
de manera que la red {v(x,) : #» € D} converge a y, hemos de com-
probar que y = v (x). Ponemos:

Xy =, % + 2, o,€K, z,eL, mneD,

de donde se deduce qﬁe

v (%) = a, % + v (2,) = o, %9 + 7 (2,)

pero como M es el complemento topolégico de IF en G y lim v (x,) =y,
n€D

existe un ndmero o € K tal que lim o, = o. Entonces se tiene que
n€D

lim z, = lim (%, — o,%) = % — a %,
n€D n€D
lim u(z,) = lim (v (x,) — 0, %) =y — ax,

ncD ne€bD

pero como la grafica de u es cerrada en E X F, resulta que
X —axy€eL, u (X —axy) =y — ax

y, por lo tanto, v (x —axy) =v (¥) —axy =y — axy, luego v (x) =y.
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Hemos visto, pues, que la grifica de v es cerrada en P X G, y
puesto que P es, evidentemente, un espacio tonelado, y G es un
espacio I, aplicamos el Teorema 1, de donde se deduce que v es
continua. Ademds F es cerrado en G, por lo que v=1(F) = L es
cerrado en P, lo cual es un absurdo, ya que P c L, c. q.d.

Tr.orREMA 14.

Sea L un subespacio tonelado del espacio E y sea F un espacio
I,, St u es una aplicacién lineal y continua de L en F, entonces exis-
te una extension continua v de u, de L, clausura de L en E, en F.

Demostracién :

Sea F la completacién de F. Extendemos # en una aplicacién
continua w de L en F. Sea v la restriccién de w a w1 (F). Eviden-
temente la grafica de v es cerradaen L X F, y puesto que L c w—1(F)
se tiene que este tltimo espacio es tonelado, de donde, aplicando
el teorema anterior, resulta que w—1(F) es cerrado en L y, por lo
tanto, w—1(F) = L, c. g. d.

Es sabido que si # es una aplicacién lineal continua del espacio
E en el espacio completo F, existe una extensién continua v de #,
definida en E, completado de E, y con valores en F. El siguiente re-
sultado pone de manifiesto que si E es tonelado y F es un espacio
T,, no es necesario exigir que F sea completo.

Cororario 1.14

Sea u una aplicacion lineal continua del espacio tonelado E en
el espacio IF. Si F es un espacio I, existe una extemsion continua v
de u, defimida en E, completado de E, y con valores en I.

TEOREMA 15. (Teorema de localizacion)

Sea E un subespacio del espacio de Baire G, de manera que la co-
dimension de E es finita e igual a p. Sea I la envoltura localmente

., 0 . )
convexa de la sucesion { F,},—y de espacios T, tales que U F, = F.

n=1
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Si 1t es una aplicacion lineal de E en I', cuya grifica es cerrada, existe
un subespacio cerrado M de E, de codimension no mayor que p, v un
entero positivo ny, de manera que u (M) c I

ny*

Demostracion :

Sea {x;, %3, ..., 4} un conjunto de elementos de G, tal que la
envoltura lineal de E y {xy, %, ..., ¥,} coincide con G. Sea G, la envol-
tura lineal de »~1(F,) U {x;, %5, ..., x,}. Puesto que F = ﬁu‘l (F,),

n—=1

se tiene que G = U G,, por lo que existe un entero positivo #, tal
n=1

que G, es de segunda categoria en G y, por lo tanto, teniendo
en cuenta el resultado a), u—1(F,) es tonelado. Fvidenteemnte la
restriccion de » a u—1(F,) tiene su grafica cerrada en E X E, , por

lo que, aplicando el Teorema 13, u~1 (F, ) es cerrado en E. Sea H, la
clausura en G de »~1(F,). Sea S, la envoltura lineal de H, u
{*1, %y, ..., %;}. Evidentemente S, es cerrado en G, y puesto que
S,,2G,, se tiene que S, es de segunda categoria en G, de aqui
que S, = G. Ademéds H, NE = u~1(F,) = M, y, por lo tanto, M
es cerrado en E, de codimensién finita no mayor que p, y tal que
(M) c F,, c.q.d.

Cororario 1.15

St en el enunciado del Teorema 15, se tiene que F, c F, ., enton-
ces existe un emtero positivo my, de manera que u (E) c F,

we

Demostracién :

En el Teorema 15, sea ¥, ¥y, ..., ¥, una cobase de M. Sea
ny = max {ny, my, My, ..., m}, en donde m; es tal que u (y;) € F,,,i,
j=1, 2,...,q. Evidentemente « (E) c F,, c.q.d.

DEFINICION 3

Decimos que E es un espacio infra-Baire si existe un espacio G
de Baire, tal que E es un subespacio de G de codimension finita.

Es inmediato que todo subespacio de codimensién infinita nu-
merable de un espacio de Baire es un espacio infra-Baire.

5 — Collectanea Mathematica
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TEOREMA 16.

Sean E la envoltura localmente convexa de espacios infra-Baire y
., ~ ®
F la envoltura localmente convexa de la sucesion {I',,},,.__l de espa-

. =) . . ., .
cios I',, de manera que F = U F,. St u es una aplicacion lineal
n=1

de E en F, cuya grifica es cervada, entonces u es continua.

Demostracion :

Si E es la envoltura localmente convexa de la familia de espa-
cios infra-Baire {E; :7 € I} y u; es la restriccion de # a E;, 7 € I, basta
probar que u, es continua. Evidentemente la grifica de #; es cerrada
en E; X F, por lo que, teniendo en cuenta el Teorema 15, existe un
subespacio M, de E;, cerrado y de codimensién finita, y un entero
positivo # (), tal que u;(M;) c¢ F,,. La grifica de v;, restriccion
de u; a M;, es cerrada en M; X F,, y puesto que M, es tonelado
y F,.; es un espacio I, se tiene que v; es continua y, por lo tanto,
u; es continua, c. q. d.

Vamos a necesitar los dos siguientes resultados que hemos dado
en [9]:

d) Sea E la envoltura localmente convexa de la familia de espacios
tonelados {E;:1 € I}. Sea L un subespacio de E tal que LNE; es de
codimension a lo sumo infinita numerable en E;, 1 € I. Enfonces L es
la envoltura localmente convexa de la familia {LNE;:1 € I}, en donde
la topologia de LNE; es la inducida por E,. Como consecuencia L
es un espacio tonelado.

e) Supongamos que se cumplen las condiciones del enunciado d).
Si G es un subespacio de E, complemento algebraico de L, y LNE; es
cerrado en E;, 1 € I, entonces G es complemento topologico de L, y la
topologia de G es la topologia localmente convexa mds fina.

TEOREMA 17.

Sea E la envoltura localmente conmvexa de la familia de espacios
tonelados {E;:i e I}, y sea F un espacio I,. Sean L y G dos subespa-
cios de E, tales que L es complemento algebraico de L, y L n E; es de
codimension a lo sumo infinita numerable en E;, i € I. Si u es una -
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aplicacion lineal de L en I, cuya grifica es cerrada en E X F, entonces
u es continua, E es la suma topolégica de L v G, v la topologia de G
es la topologia localmente comvexa mds fina.

Demostracién :

Teniendo en cuenta el resultado d), L es tonelado, de donde
se deduce que # es continua. Aplicando el Teorema 13, L es cerrado
y, por lo tanto, aplicando el resultado e) G es el complemento to-
polégico de L y la topologia de G es la topologia localmente con-
vexa mas fina, c. q.d.

TEOREMA 18.

Sea E la envoltura localmente comvexa de la familia de espacios
infra-Baive {E;:1e€ly, y I la envoltura localmente convexa de la

sucesion {F,}n-1 de espacios I, tales que U F,=F. Sean L y G dos
n=1

subespacios de E, tales que L es complemento algebraico de G, y L n E;
es de codimension a lo sumo infinita numerable en E;, i € I. Si u es una
aplicacion lineal de L en F, cuya grifica es cervada en E X F, en-
tonces u es continua, E es la suma topologica de L y G, y la topologia
de G es la topologia localmente convexa mds fina.

Demostracién :

Si u; es la restriccién de # a E; n L se tiene, evidentemente,
que la grafica de u; es cerrada en E; X F. Por el Teorema 15 existe
un subespacio cerrado M; de E; n L, de codimensién finita, y un
entero positivo # (7)) de manera que M; (M;) c F, . Por el Teorema
13, M, sera cerrado en E; y, por lo tanto E; n L es cerrado en E,.
Basta aplicar ahora, los resultados d) y e) y el Teorema 16, para tener
la conclusién del teorema, c. q. d.

TEOREMA 19.

Sea L un subespacio del espacio E. Sea u una aplicacion lineal
de L en el espacio F, de manera que la grdfica de u es cervada en E X F.
St E es un espacio Iy u (L) es tonelado, entonces u (L) es cerrado en F.
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Demostracién :

Vamos a hacer una demostracién andloga a la del Teorema 13.
Supongamos que % (L) no es cerrado en F. Entonces existe un x; en
u (L), clausura de u (L) en F, tal que %o ¢u(L). Sea M el espacio
engendrado por {x,} y sea G la suma topolégica directa de E y M.
Extendemos # en una aplicacién lineal v definida en L & M, poniendo
v (%g) = %, y veamos que la gréfica de v es cerrada en G X F. Sea
{*,:n € D} una red de elementos de G que converge a x, de manera
que la red {v (x,) : # € D} estd definida y converge a y. Hay que com-
probar que v estd definida en #, y que v (x) = y. Podemos poner:

X, = %, Xy + 2y, o, € K, 2z, €L
de donde se deduce que

v (x") = o, v (%) + v (z) = «, %o + o (), (1).
Como E es la suma topoldgica de E y M se tiene que

lim x, = ¥ = lim «,x, + lim 2z, = axy, 4+ lim 2z,
nch n€D n€D ne€bD

siendo « un elemento de K, y, por lo tanto,

lim z, =% — ax,.
ne€D

Teniendo en cuenta (1) resulta que

lim % (z,) = lim v (x,) — lim «,x) =y — ax,
neD ne€D n€D

y puesto que la grafica de u es cerrada en E x F, se tiene que » debe
estar definida en x — ax, y verificar

u(x —axy) =y — ax,

de donde se deduce que x — ax;, € L, y, por lo tanto, xe L & M,
por lo que v estd definida en x. Ademds, y — axy = u (x — axy) =
=v(x —axy) =v(x) —ax, y de aqui resulta que y =v(x). es
decir que la grifica de v es cerrada en G X F.

Por el Teorema 7, G es un espacio I', y puesto que, evidente-
mente, el espacio % (L) + M es tonelado, se tiene que v es abierta.
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El nticleo de v estd en L y este tiltimo espacio es cerrado en L & M,
de donde se deduce que v (L) =u (L) es cerrado en #u (L) + M, en

contra de la hipétesis de que %, € u (L), c. q. d.

TrEOREMA 20.

-]

Sea E la ewnvoltura localmente convexa de la sucesién {E,,}

=1

de espacios I', tales que E = UE,. Sea F un subespacio del espacio

n=1
de Baive G, de manera que la codimension de F es finita e igual a p.
Si u es una aplicacién lineal del subespacio L de E sobre F, cuya grd-
fica es cerrada en E X I, existe un entero positivo ny de manera que
w(LNE,) es un subespacio cerrado de F, de codimension no mayor
que p.

Demostracion :

Sea {x, %, ..., 4} un conjunto de elementos de G, tal que la
envoltura lineal de F uy {¥;, %,, ..., #,} coincide con G. Sea G,
la envoltura lineal de #(L n E,) U {x1, %3, ..., %,}. Puesto que
F=1U u(LnE,), se tiene que G = 4] G,, por lo que existe un en-

1

n=1 n=

tero positivo %y tal que G, es de segunda categoria en G y, por lo
tanto, teniendo en cuenta el resultado a), » (L n E, ) es tonelado.
La gréfica de la restriccién de # a L N E, es cerrada en E, X F,
por lo que, aplicando el Teorema 19, #(L n E,) es cerrado en F.
Sea H,, la clausura en G de » (L n E, ). Sea S, la envoltura lineal
de H, U {x1, %3, ..., %p}. Se tiene que S, es cerrado en G y, puesto
que S, o G,, resulta que S, es de segunda categoria en G, de aqui
que S, = G. Ademés H, nF = u(LnE,)y, por lo tanto » (L nE,,)
es cerrado en F y de codimensién no mayor que p, c.q.d.

Corovrario 1,20

Si en el enunciado del Teorema 20 se tiene que E, o E, ., entonces
existe un entero positivo ny, tal que w(LNE,) = F.

Demostracion :

En el Teorema 20, sea yi, ¥y, ..., Y, una cobase de (L n E, ).
Sea 7 =méx {ny, m;, My, ..., m;} en donde m; es tal que y;eu(LNE,,),
j=1,2,..,q Se tiene entonces, »(LnE,) = F, c.q.d.
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TEOREMA 21.

Sea E la envoltura localmente convexa de la sucesion {E,,}:=1 de

espacios I', tales que ¥] E,=E. Sea F la envoltura localmente con-
n=1

vexa de la familia {E} : 1 € I de espacios infra-Baire. St u es una apli-
cacion lineal del subespacio L de E sobrve F, cuwya grvifica es cerrada
es E X F, entonces u es abierta.

Demostracién :

Dado un 7 cualquiera de I, sea #; la restriccién de u a u~! (F;).
La gréfica de u; es cerrada en E X E;, por lo que, aplicando el Teo-
rema 20, existird un entero positivo #,, tal que u;(u~!(F,)nE,)
es cerrado y de codimensién finita en F;. La grafica de v;, restriccién
de u; a u=1(F;) nE,) es cerrada en E, X u;(u"1(F;) nE,), v
puesto que u; (u~!(F;) n E,) es tonelado y E, es un espacio I se
tiene, aplicando el Teorema 4, que v; es abierta de «#~1(F;) nE,,
en u~1(F)nE,, y, por lo tanto, u; es abierta de »~1(F;) en F,.
Como F es la envoltura localmente convexa de la familia de espacios
{F;:1 €I} es inmediato que # es abierta, c. q.d.

G. K61HE ha demostrado en [4] el siguiente teorema:

f) Sea E un espacio B-completo y sea F un espacio tonelado. Sea u
una aplicacion lineal del subespacio L de E en I, de manera que u (L)
es de codimension finita en F. Si la grdfica de u es cerrada en E X F,
entonces u es abierta v u (L) es cerrado en F.

Nuestro Teorema 22 es mdas general que el resultado anterior.

TEOREMA 22.

Sea E un espacio I' y F la envoltura localmente convexa de la fa-
milia de espacios tonelados {F,;:1 € I}y. Sea uw una aplicacion lineal del
subespacio L de E en F, de manera 1 (L) n F; es de codimensién a
lo sumo infinita numerable en F;, i € I. Si la grdfica de u es cerrada
en E X F, y G es un subespacio de F, complemento algebraico de u (L),
entonces u es abierta, G es complemento topologico de u (L), y la topo-
logia de G es la topologia localmente convexa mds fina.
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Demostracién :

Por el resultado d), u (L) es tonelado, por lo que, aplicando el
Teorema 4, % es abierta. Teniendo en cuenta el Teorema 19, % (L)
es cerrado en F, de donde se deduce, observando el resultado e) que
G es el complemento topolégico de u (L), y que la topologia de G es
la topologia localmente convexa mas fina, c. q. d.

TEOREMA 23.

Sea G la envoltura localmente convexa de la sucesién {E,,}:;I de

espacios I, tales que U E,=E. Sea F la envoltura localmente con-

n=1
vexa de la familia de espacios infra-Baire {F;:1 e I}. Sea u una apli-
cacién lineal del subespacio L de E en F, de manera que u (L) n F;
es de codimension a lo sumo infinita numerable en IF;, i € I. St la grd-
fica de u es cervada en E X F y G es un subespacio de F, complemento
algebraico de w (L), entonces u es abierta, G es complemento topologico
de 1 (L), v la topologia de G es la topologia localmente convexa mds

fina.

Demostracién :

Si u; es la restriccién de # a u~!(F,;) se tiene que la grafica de
u; es cerrada en E X E;. Por el Teorema 20 existe un entero posi-
tivo #ny, tal que u; (u=!(F;) n E,) es cerrado y de codimensién fi-
nita en F; y, por lo tanto, F; n # (L) es cerrado en F;. Basta aplicar,
ahora, los resultados d) y e) y el Teorema 22, para tener la conclu-
sién del teorema, c. q. d.
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