DIREKTE SUMMEN UND PRODUKTE GEWISSER
LLOKALKONVEXER VEKTORVERBANDE

por
DrereEr K

Herrn Prof. G. Kothe zum 65. Geburtstag gewidmet

Iiir einen geordneten Vektorraum untersuchen I. NAMIOKA 47
und H. SCHATELR (/5] oder '6]) eine lokalkonvexe Topologie 70,
die durch die Ordnungsstruktur des Raumes bestimmt ist. Wir bes-
chrinken uns hier auf Vektorverbinde und priifen Permanenzei-
genschaften dieser Ordnungstopologie 70 (H. SCHAFER) bei der
Bildung lokalkonvexer Hiillen und topologischer Produkte.

Die lokalkonvexe direkte Sumime 6/9 E, (7.9 von Verbinden E,,

die die Ordnungstopologie 7,0 tragen, trigt selbst die Ordnungsto-
pologie des Verbandes & E,.
v

Die I'rage, ob ein Produkt von d Vektorverbdanden FE, (7,0) die
Ordnungstopologie von [I E. als Topologie besitzt, 148t sich genau
dann bejahen, wenn d eine nicht meBbare Kardinalzahl ist. Diese
Aussage ist eine Erweiterung eines Satzes von G. W. MACKEY [3].
Dabei ist es ein offenes Problem, ob es iiberhaupt meBbare Kardi-
nalzahlen gibt. Wegen des Zusammenhangs mit der MeBbarkeit von
d ist unsere Frage gleichwertig mit der Frage, ob ein Produkt von
d bornologischen linearen Riumen wieder bornologisch ist (vgl.
G. KOTHE [2], 28.8.).

Jedes abzihlbare Produkt Il E, (7,0 trigt die Ordnungsto-

[=S) 1
pologie von II E,.

Finen \’ek‘éorverband E bezeichnen wir als (R)-Raum (Rieszscher
Raum). Ein Teilraum I von E heifit (R)-Teilraum, falls mit ¥ und
y auch sup (x,v) in F liegt. Ein normaler Teilraum heit Ideal.
Dabei heiit eine Teilmenge M in E normal (solid in [6]), falls M = &

oder falls mit x auch das Ordnungsintervall [— | x |, |x|] in M liegt.
Der lokalkonvexe Raum E (7) heift lokalkonvexer (R)-Raum,
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falls 7 eine Nullumgebungsbasis aus normalen Mengen besitzt. Eine
solche lokalkonvexe (R)-Topologie 7 wird von einem System wvon
(R)-Halbnormen erzeugt, wobei eine Halbnorm ¢ auf E (R)-Halb-
norm heift, falls mit 'x' <!y | auch ¢ (x) < g (v) gilt. Die Menge
aller (R)- Halbnormen auf E erzeugt die Ordnungstopologie 70 von
FE. 70 ist die feinste (R)-Topologie auf E.

E? bezeichnet den (R)-Raum aller ordnungsbeschrankten Funk-
tionale auf E. Ist E reguldr, bildet also (E, E?) ein Dualsystem, so
ist 70 Hausdorffsch und 70 = 7, (E?). E (79) ist ein bornologischer
Raum.

Sind E und die E, (R)-Riume, und ist I ein Ideal in E, so
sollen die Raume E/I, [I E, und © E, immer mit der kanonischen

7 t4
Ordnung versehen sein. Sie sind dann wieder (R)-Rdume.
Wir benétigen einen einfachen Hilfssatz.

(1) E und F seien (R)-Riaume, A: E — F cin Verbandshomomor-
phismus von E auf F. Dann gilt 4 ((— x, x!) =[— Ax, Ax] in
I’ fiir jedes positive x aus E.

Hieraus folgt, daBl das Bild einer normalen Teilmenge von F
normal in F ist. Fiir bestimmte lokalkonvexe Hiillen F (7) ldBt
sich nun zeigen, daB} 7 die Ordnungstopologie von E ist.

(2) Die E, (7,), y € I', seien lokalkonvexe (R)-Raume. Die Abbil-
dungen A,: E, — E seien Verbandshomomorphismen von F., in
den (R)-Raum E, so daB gilt:

(i) Jedes A, (E.,) ist ein Ideal in E.

(ii) Die 4, (E,) spannen E auf.

Dann ist die lokalkonvexe Hiille E (7) von (I
lokalkonvexer (R)-Raum.

Gilt insbesondere 7, = 7,0 fiir alle y € I, so ist 7 die Ordnungsto-
pologie von E.

(F,), A.) ein

g e

Beweis. Fiir alle y sei %, eine Nullumgebungsbasis in E, (7,)
aus normalen Mengen. Aus jedem %, wihlen wir eine Nullumgebung
U,. Dann ist wegen (1) die Menge A, (U,) normal in 4, (E,), also
wegen (i) in E. Damit ist u 4, (U,) und somit die absolutkonvexe

Hille I (u4, (U,)) normal in E. Die Mengen I'(u A, (U,)) bil-
den bei verschiedener Wahl der U, € %, eine Nullu;ngebungsbasis

fir E (7), E (7) ist also ein lokalkonvexer (R)-Raum.
Nach dem eben Gezeigten gilt 7 € 70 fiir die Ordnungstopolo-



Direkte Summen und Produkte 175

gie 70 von E. Haben wir 7, = 7.9, so sind dic positiven Abbildun-
gen 4, auch fiir 70 stetig. l.)annt ist 7 =70,
Als Korollar erhalten wir

(3) Die lokalkonvexe direkte Summe D £, (7,9) beliebig vieler (R)-
Riaume FE, (7.0) trigt die Ordnuﬁgstopologic des (R)-Raumes
DE,.

Ist I cin abgeschlossenes Ideal in E (79), dann ist die Quotient-
entopologie des (R)-Raumes /I dessen Ordnungstopologie.

(4) Der (R)-Raum (& E,)? ist verbandsisomorph zu IT (E.)°.

e 7
Beweis. (B E, (7,9))" ist algebraisch isomorph zu H E, (7,9 =
— H (E.) b unter der Zuordnung ¢ - (¢.) ) € H k), wenn ¢, ., die

hmschrankung von g€ (EBE (7,9))" auf E, beLelchnet. Wegen (3)
haben wir aber (® E, (7, )) = (© E,)". Tis gelte nun die Beziehung
sup (¢!, ¢2) = ¢ in (D E,)" Dann ist fiir jedes v,ek,, x,>0, sup
(1 (%), 7,2 (%) = sup (¢! (v.), 92 (x,) = ¢ (&%) = ¢, (v,), also ¢, =
== sup ((// ,q 2). Dies gilt fiir alle p, und somit ist auch sup ((¢.!),

(f/;, )) = (7,) in H
Wir wollen nun untcrsuchon, wann cin Produkt [T I, (7.9 von d

(R)-Raumen £, (7,9), y ¢ I' mit card ['=d, die ()1dnuugs‘cop()logiL
von ” E, tragt Da ein mit seiner Orduungstopologie versehener

1‘egu1arer (R)-Raum bornologisch ist, ist es nicht iberraschend, daf3
sich bei der Behandlung dieser Frage dhnliche Schwierigkeiten er-
geben wie bei der I‘rage, ob Produkte bornologischer Riaume wieder
bornologisch sind (vgl. G. KOTHE (2], 28.8.).

Mit o, bezeichnen wir das d-fache Produkt von R mit sich selbst,
mit ¢, die entsprechende direkte Summe.

(5) Die folgenden Aussagen sind gleichwertig:
(i) Lis gibt d regulire (R)-Raume [, so daf dic Produkttopo-
logie von “ E, (7.9) mit der Ordnungstopologm des (R)-Rau-
nies ﬂ E, ubaremstlmmt

(i) Der Raum m, ist bornologisch.
(iif) Dic Produkttopologie von m, ist die Ordnungstopologie.
(iv) Jedes Produkt II E, (7,9 von d Hausdorffschen (R)-Rdumen

E, (7.9) tragt als Topologie die Ordnungstopologie von H E..
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Beweis. (i) - (ii): E, (7,9) ist ein bornologischer Raum fiir jedes
y, und wegen (i) gilt d1es auch fiir das Produkt H E., (7.9). Nach G.

KOTHE 72, 28.8. (3) ist dann auch o, bornologbch

(ii) -~ (iii): o, ist ein vollstindiger lokalkonvexer (R)-Raum, der
nach (ii) bornologisch ist. Dann trigt o, die Ordnungstopologie (vgl.
etwa H. SCHAFER 76, V. 5.5).

(iv) - (i) ist klar. Vor dem Beweis von (iii) -~ (iv) zeigen wir
den folgenden Hilfssatz (vgl. G. KOTHE [2], 28.8.(1)).

(6) Tragt ein Produkt H E., (7.9) nicht die Ordnungstopologie von

“ E.,, so existiert eine nicht triviale (R)-Halbnorm auf [l E,
dle auf €B E., verschwindet. ’

Beweis. Wir zeigen zunéchst, daBl es zu jeder (R)-Halbnorm p auf
I1 I, cine endliche Teilmenge /7y der Indexmenge /' gibt, so daB gilt
r(I'
v 15, € N (p), wenn N (p) der Kern von p in I1 I, ist (ein Raum
(] Il il
@ DL soll immier in natiirlicher Weise als Teilraum von H Iz, auf-
g(éf/;(ﬁt werden). Nehmen wir an, dies ist falsch. Dann ex1st1ert ein

Element x; = (x,!) € @ E, mit p(x;) = 1. Sei I'| die endliche Men-
I -
ge der y e I, fiir die x,1 0. Es gibt cin x, = (v,2) € © E, mit

vel' (1
P (x5) = 2. I'y sei die Menge der Indizes aus [, fiir die sowohl)cI 1£0

als auch x,2 # 0. So fortfahrend erhalten wir eine Folge (r,), wobei
n—2

x,€ ® E,und p(x,) =n. Dabeiist I}, | =(ul})u {yel: V£ 0,
1

¥CIIL',.
n > 3. bie Menge (x,) ist ordnungsbeschrankt in E, wihrend die
(R)-Halbnorm p nicht beschrankt auf ihr ist. Das ist ein Widerspruch.
H I, (7,9 ist ein lokalkonvexer (R)-Raum. Ist nun seine Topolo-

gie 111(,11t die Ordnungstopologie von “ ., so existiert cine (R)-Hal-

bnorm ¢ auf dem Produkt, die lltht stctw ist. Zu ¢ gibt es eine end-

liche Menge /[y € [' mit & E,C N (g). Sei ¢, die Einschrinkung
/(l/lo

vou ¢ a 'Luf ‘B L., g, die von ¢q duf [I . Die (R)-Halbnorm ¢, ist auf

D I (7. 0) stctlg, denn dieser l\aum trigt nach (3) die Ordnungsto-
ﬁ(ﬁi()gw Wir konnen ¢; und ¢, als (R)-Halbnormen auf U E, — &L,
o 1l E., auffassen. Es gilt daun Ef E,c N(q,) sowie q—, # 0. 131601111
Wi al;leuqoz = 0, so hitten wir ¢(v) < f]l ( () fiir alle x € r& E, und g wire

e
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mit ¢, stetig. Die Halbnorm ¢, hat also die verlangten Eigenschaften.
Beweis von (5), (i) = (iv). Es gebe ein Produkt [I E., (7)), das

nicht die Ordnungstopologie trigt. Dann existiert nacﬁ dem vorigen
Hilfssatz eine (R)-Halbonorm ¢ £ 0 auf H E, mit CB E., € N(g). Sei
v=(x,)€ ll E., mit g (x) # 0. Wir konnen x positiv wwihlen. Bezeich-

net [x.] den von ¥, erzeugten linearen Raum, so ist der (R)-Teil-
raum H [x,; von 11 E., verbandsisomorph zu einem o, mit 4’ <d.

Da H B (7.9 Hausdorffsch ist, ist U [x,] in der induzierten Topolo-
gie auch topologisch isomorph zu wd Wir identifizieren H [x,] mit

omg. Aus (ili) folgt wegen (3), daB auch w, die Ordnungstopolog1e
trigt. Die Einschrinkung ¢ voun g auf m, ist eine (R)-Halbnorm, also
stetig. Da ¢, dicht in o, ist und ¢, € N () gilt, haben wir ¢ == 0.
Das widerspricht der Wahl von x = (x,).

Es ist nicht bekannt, ob m, fiir jede Kardinalzahl ¢ bornolo-
gisch ist. Wegen (5) und G. KOTHE [2], 28.8.(3) ist uuscre I'rage
nach der Art der Produkte H E., (7.9 fiir (R)-Raume £, gleichwertig
mit der Frage, ob Produkte bornologischer linearer Raune I, (7,)
wieder bornologisch sind. Auch besteht ein enger Z usammenh'mg mit
mengentheoretischen Problemen. So gilt (5), (iv) nach dem Satz von
MACKEY-ULAM (G. KOTHE {2, 28.8.(6)) jedenfalls dann, wenn
d kleiner als die kleinste stark unerreichbare Kardinalzahl ist. Es
gilt (5), (iv) genau danu, wenn d eine nicht meBbare Kardinalzahl
ist (G. W. MACKEY {3}).

Da o,, bornologisch ist, haben wir

(7) Die Produkttopologie von 11 E, (7,0) stimmt mit der Ordnung-
I oo

stopologie des (R)-Raumes [I ¥, iberein.
i

(8) Der Dualraum ([I I, (7.9)) ist \'erbands‘isomorph u (I)h

Der (R)-Raum EB ( .)? ist somit ein Band in H E.)

Beweis. Tis gilt (I, (7.9)) = (E£.)*. Dann ist fiir ¢ € (l] E. (7.9)
die Zuordnung ¢ -~ (¢.) € D (I,)", wobei ¢, die I,lnbchranl\uno vou
¢ auf E, ist, ein algebraischer Isomorphismus zwischen dl E, (7.9)

und @ (E.)b. DaBl diese Zuordnung auch ein Verbandsisomorphismus
Y U=
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ist, ube.rlegt man dhnlich wie in (4). In diesem Sinn konnen wir
(I1 E, (79) und O (E,) identifizieren. Die Raume E, (7,9 sind
i
ordnungstonneliert (Y. C. WONG [7]). Nach N. ADASCH 1], 1.(4)
ist auch [I E, (7,9 ordnungstonneliert. Wegen Y.-C. WONG [7],
3.1 ist damit (IT E,(7.9) = @ (E,)® ein Band in Al E.).
e 7 e

(9) Aquivalent zueinander und zu den Bedingungen (i) bis (iv) in (5)

sind:

(i) Fiir d regulare (R)-Riume [, gilt immer (IX E)b - @ (K0,

(i) Es gilt (e,)? = ¢,.
(iii) Es gibt d regulire (R)-Riaume I, so daB (Il £,)» - & ().

7 v
Beweis. (i) » (ii) = (iii) ist klar. (iii) = (5), (i): Die Produkttopo-
logie 7 von H E, (7,9 ist die Mackey-Topologic des Dualsystems

Il E., CP J ) ). Wegen (iii) ist 7 dann die Ordnungstopologie von
IIr (5), (iv) - (i): Wegen (8) und (5), (n)gllt’\ ”—(ll] (7,9)
= (Il E).

F}u‘ den abzihlbaren I‘all folgt wegen (7):

(10) Es gitt (Il E,)0 - o ()
1 1
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