SOLUCIONES PERIODICAS DE LAS ECUACIONES
DE LA ELASTICIDAD EN EL CILINDRO INFINITO

por

A1BERTO DOU

SUMMARY

The homogeneous second boundary value problem of the Elas-
ticity in the infinite circular cylinder is considered, as set by formulae
(2-2) — (2-4), where 2 and u are real constants and ze (— oo, o).

The main result, stated in the final corollary 2, is the proof of
the existence of solutions periodic in 2, if and only if ¢ << — 1, where
o is the PorssoN’s ratio given by (1 - 4).

¢ 1. INTRODUCCION(¥)

Consideremos un cilindro C;, cuya seccién recta ocupa la adhe-
rencia de un dominio Q. El dominio Q se supone acotado y con fron-
tera suficientemente lisa. El cilindro C; ocupa la adherencia de un
dominio 2, del espacio euclideo. Suponemos este espacio referido
a un sistema cartesiano {0; y;, ¥», ¥3}, de modo que

(L) 2,={y1,y253) | (1,52 €Q, |y3] <8,0< ) < I < 0.

Se supone que el medio del cilindro C; es homogéneo, invariable
con el tiempo, isétropo y perfectamente eldstico. Nos ponemos en
la hipdétesis de la teoria lineal e infinitesimal de Elasticidad.

Suponemos también que C; estd libre de fuerzas de volumen
y que su superficie lateral estd libre de fuerzas superficiales exteriores.
Unicamente puede haber fuerzas exteriores cuando ! < oo, y en-

(*) En este articulo exponemos, algo simplificados y mejorados, los
resultados presentados en una comunicacién al Congreso Internacional de
Matematicos, Mosci, 1966 [1].
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tonces aplicadas para y3; = 4+ /; en este caso supondremos que el
conjunto de las fuerzas exteriores estid en equilibrio estatico.

En estas condiciones las relaciones constitutivas que ligan los
esfuerzos 7%;(y) y los desplazamientos #*;(y) de un estado elastico
del cilindro C; son

(1.2) T = 0y Ay, 4+ p (i + u¥), ve;
,7=1, 2, 3,

donde p se supone una constante positiva y 1 una constante real.
Las ecuaciones de la Elasticidad o de NAVIER son

(1.3) N¥ul=pdu*,+ A+ uu*, =0 i=1,2,3;
y e 'Ql'
Especialmente interesante es el caso en que

(1.4) —1<—’1———Ea<l.
2(4 + p) 2

La condicién de contorno de que la superficie lateral de 2, sea
libre viene expresada por

(1.5) ™y v F e, =0,7i=1, 2, 3; (1, ¥2) € 00,
lyal <1,

donde »;, v5, 3, son las componentes de la normal a la superficie
lateral de C,, siendo, por tanto, »3; = 0.

Los resultados de R. A. Tourin [7], J. J. RosEMAN [6] y A. Dou [2],
permiten conjeturar que en el cilindro infinito C,, si se impone que
los esfuerzos t*;; (y) y sus derivadas primeras se mantengan unifor-
memente acotados en Co,, entonces las tinicas soluciones continuas
del problema (1-1) — (1-35) son las soluciones elementales del tipo
de SAINT-VENANT, caracterizadas por el hecho de que los esfuerzos
7*, son independientes de y;. El articulo de A. Dou ciertamente
excluye en Coo ¥ cuando la seccién @ es un cuadrado la posibilidad
de que el problema (1-1) — (1-5) pueda tener soluciones perié-
dicas en 3, salvo que tales soluciones representen desplazamientos

rigidos.
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En este articulo supondremos que Q es el circulo de radio unidad,
(1.6) Q=1{n ) ly2+y2 <1,

y nos proponemos demostrar que en este caso las ecuaciones de
NAVIER (1 - 3) en el dominio £2., admiten soluciones reales periédicas
en y3 que satisfacen la condicién de contorno (1 -5), pero con la
condicién

(1.7) g< —1

en lugar de la condicién (1 - 4). Con la condicién (1 - 7) las ecuaciones

de NAVIER siguen siendo un sistema eliptico, pero la forma cuadra-
tica W(z*#),

W (z*) = ZLE [(1 4 o) v*; 7*; — o (v*14)?], E constante positiva, que

da la densidad de energia eldstica, deja de ser definida positiva.
Para un dominio acotado, véanse los articulos de S. G. MiJLIN [4,5].

¢ 2. FORMA DE LAS SOLUCIONES

Introduzcamos coordenadas cilindricas (o, @, z) = (¥;, %5, ¥3),

y1 =g cos O
(2.1) Yy, = p sen O
yi=20 < 1, 2| <1

de modo que en cada punto de £, tenemos un triedro natural de refe-
rencia, que dotamos con una base ortonormal. Sean 7;; (o, 0, 2) y
u, (0, ©, 2), las componentes (fisicas) del tensor de esfuerzos y del vec-
tor desplazamiento referidos a estos sistemas. Entonces las relaciones
constitutivas (1 -2) toman la forma

1 I
Ty = Ty = (A + 2u) 1y, + 2 (»— Ug,o 1 U, + — uQ)
e

0

<

il

722

1 1
Tee = (;L + 2‘u) (— u@‘@ + — MQ) "I— 2, (uQ,Q + /[’Lz,z)

0

¢ 9

1 1
T33 = Ty = (); + 2[,&) Mz,z + }. (MQ,Q + - u@,@ + — M9>
(2.2) 0 0
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(2.2) 3 1
Ti2 = To = #(" Up0 I ‘J(“ u@> ) 9)
\ O \ 0
T3 =Tz = U (M'Q.s + M’z,g)
723 = Tz — /‘(ue,z + '1_' uz.(—)\) , O _<__ ]: lzl S l’
Y 0

b /

donde los subindices que siguen a una coma indican derivada parcial

ordinaria respecto de la misma variable que el subindice.

Las ecuaciones de NAVIER (I -3) toman la forma

Ny[) = (ot 20ty + L thy00 + ity +

_IL A——i_—lu H’@,Q@ + (2' + lu) M;:,gz + l__’:ﬁf ug,g -
0 0
A+ 3u A+ 2u _F =0

2—‘ 1’5@,@ - llg == 0

02

1 A A4+2
(2.3) E N; [u] = ut Ugo0 T Klog - + ‘u”@,@@ +

<

A A+3
_i_ P o,z + “ﬂ "s05 —l’_ —_‘l— M )

0 02

—|—-‘L—L u,@!,_,——%uez —Fg=0

0 0

+u

A
N3 .“ﬂ = (}” + :u) Mg.gz + - M@,O: + /'”{’Z.Qg +

0

<

+ é 00 + (A + 20) 5 + e o +

0

<

—i—ﬁ?rﬂz’Q:—FzEO, 0 <1, Izl <e.
0

I.as condiciones de contorno (1 - 5) toman la forma

(2.4) T (0 0, 2) =Tpo =717, =0, o0=1, |z <L

En orden a hallar soluciones periédicas del problema (2 - 2) - (2
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o sea del segundo problema de la Elasticidad en el cilindro C,, ha-
cemos la hipétesis de que sean soluciones separables, y por tanto
ponemos

u = U, =

7y
(2.5) Uy = Ug = 7o

(
(

uy = u, = r3(0) - g3(0) - cos Lz,

B

) - q1 (0) -sen (z
(

o

) g2 (@) -sen {z

donde ¢ es un pardmetro real; de este modo al sustituir #; en las ecua-
ciones (2 - 3) se puede eliminar la variable z con sélo dividir la ecua-
cién por cos {z o por sen (z. Ahora bien, si en las tres ecuaciones
resultantes de sustituir (2 - 5) en (2 - 3) y después de eliminar la va-
riable z, queremos que se puedan separar las variables g, @ al dividir
la ecuacién i-ésima por 7; ¢;, resulta que o bien las ¢; (@) han de satis-
facer las condiciones

g2+ kgy = 0,93 = k'qy = k"'q,, k, k', k" constantes,

o bien las 7; han de satisfacer condiciones anédlogas. Teniendo ahora
en cuenta que las ¢; (@) han de satisfacer la condicién de periodici-
dad con periodo 2, llegamos a la siguiente forma de los desplaza-
mientos

u, = f (o) - sen n0 - sen (z
(2.6) g = g (0) - cos nO - sen (z
u, == h(p) - sen n@ - cos (z.

En estas ecuaciones el sen #® y cos #@ se pueden intercambiar
y lo mismo el sen {z y cos {z, de modo que se obtienen cuatro formas
separables para los desplazamientos u,. Si se considera el cilindro
infinito y se supone que los desplazamientos son independientes
de z, o sea u = u(o, 0), entonces las dnicas soluciones del problema
(2 - 3) - (2 - 4) son las soluciones elementales del tipo de SAINT-VENANT
(combinaciones lineales de traccién o compresién pura, flexién pura
y torsién pura); se sigue que el problema (2-3)-(2-4) no tiene
ninguna solucién de la forma que resulta cuando se suprime en
(2 - 6) el factor que contiene la variable z, salvo posibles desplaza-
mientos rigidos; por lo tanto, podemos suponer { > 0. En cuanto a
»n puede ser un ndmero natural cualquiera, # == 0, 1, 2, .... También
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puede considerarse que las #; sean independientes de @, de modo
que sea

2-7 Uo =

Esta forma corresponde al caso # = 0 cuando se considera simul-
taneamente con la forma (2 -6) la que resulta de intercambiar los
factores sen #n® y cos 7.

A continuacién en el ¢ 3 planteamos el caso general para # = I,
2, ... y luego plantearemos y resolveremos el caso # = 0 y el caso
de la forma (2-7).

¢ 3. PROBLEMA AUTOADJUNTO Y ECUACION CARACTERISTICA EN (

Consideremos la forma (2 - 6) de las soluciones, para n = 1, 2, ...,
y sustituydmosla en el sistema (2 -3). Pongamos

o-Ni[u] =sen n® -sen Lz, M [v] o
(3.1) Njylu] = cos O -sen (z-Myv],v= | g
o+ Nj[ul = sen n0 - cos {z - M;[v] \ )

Entonces, al sustituir obtenemos el sistema diferencial ordinario
en v,

f M, [v]"
(3.2) M| ¢ = | My[v] | =0,
h M, [v]

siendo M un operador matricial diferencial y siendo

‘A 2 2
M, [o] = (2 + 24) (of ) — ( t—” +&5- Ful2o)f—
A+ 3

— (A +p) ng' + “ng — (2 + p) Col!

(33) Mol = A+ wnf' + 3 ufuogy —

Q
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(3.3) -('U—z"nwfwcz@)g—(/1+mnch

0
<

Mi[v] = (A +w(ef) —(A+unig+ uleh) —

_ (ﬁ "2+ (+ 2u) &2 g) .
0

Observemos que habiendo supuesto { real, los coeficientes son
reales y que estamos interesados especialmente en soluciones f, g, %,
reales. Supongamos también que f, g, %, sean suficientemente lisas;
si son soluciones de (3 - 2) basta requerir que pertenezcan al espacio
C[0,1] n CY(0,1), pues de aqui se sigue ya que f, g, h, seran anali-
ticas en todo el intervalo cerrado [0,1], cualesquiera que sean los
valores reales de A, u, #, £, con tal que los coeficientes de las deri-
vadas segundas A + 2u y u sean distintos de cero, es decir, con tal
que sea 0 =1y o # 1/2.

El operador M es autoadjunto en el sentido siguiente. Pongamos

7
(34) w, = (qk ) k= 1,2 weCl[0,1] n C2(0, 1).
71:/

y representemos por una raya el conjugado complejo y por una cruz
el traspuesto de modo que

w¥ = w7t = (?)k, _ék: ;A)

Entonces se tiene

(3.5 w*y M[w] — M[ws* w; = ;“ (s, w2 S w1,

0 w’l,

donde w’ representa la derivada respecto de p, y siendo

[ 0  —(A+mwmn—@Q+wio 2+2ue 0 0)
(A4 pu)n 0 0 0 uo O
(3.6) S = (A + ) Co 0 0 0 0 po
— A+ 2ue0 0 0 0 0 0
0 — uo 0 0 0 0
| 0 0 — up 0 0 0




138 Alberto Dou

Consideremos ahora las condiciones de contorno que las solu-
ciones f, g, &, del sistema (3 - 2) tienen que satisfacer. Las obtendremos
sustituyendo (2-6) en (2-4) y teniendo en cuenta las (2-2). Si
ponemos

Ty = Bi[v] -sen n6 -sen (z
(3.7 Ty = By [v] - cos O -sen (z
T, = Bj[v] -sen #n@ - cos (z,

entonces las condiciones de contorno toman la forma

(3.8a) Blv (1)] =0,
siendo
‘/Q . B1 I'—U:l \
oB[v]= (g-Bz[v] )=
o B3[v],

(3.8D)
At 2w of +A(f—n-g— Lok
=Qu(n-f+9g'~g) j
po (Cf + 1)

Introduzcamos ahora el espacio V,
(39) V=tolveCl[01] n C2(0,1), Blo(1)] =0, £(0) = 0}

y observemos que el teorema que sigue seria también valido si cam-
bidramos la condicién f(0) = 0 por la condicién g(0) = 0; y también
que esta ultima condicién f(0) = 0 es superflua y puede, por tanto,
ser omitida para el caso en que # = 0 o de soluciones de la forma
2-7).

Podemos enunciar ya el siguiente teorema para la determinacién
de las funciones f, g, #, que den desplazamientos de la forma (2 - 6),
con %, ¢ reales y fijos, que sean solucién del problema (2 - 3)-(2 - 4)
en el cilindro infinito Q..

TEOREMA 1. — Una condicion necesaria y suficiente para que los
desplazamientos de la forma (2 - 6) con n y { constantes complejas no
nulas 'y

vt = (f, g, h) eCL[0,1] n C2(0,1)
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sean solucion del problema (2 -3)-(2 - 4) en el cilindro infinito Qo €s
que se tenga

M[v] =0, 0e[0,1]
(3.10)

Blv(1)] =0,

donde M y B vienen dados por (3-2)-(3-3) y (3 -8) respectivamente.

Cuando n y ¢ son veales y fijos el problema (3 - 10) es autoadjunto,
es decir, para todo par de vectores w; = (p;, ¢, 7:), + = 1, 2, pertene-
cientes al espacio V dado por (3-9), se tiene

1
(311) J (w*z . ﬂlwl — (IW'U”)2)* ‘ wl) CZQ = 0.
0

DEMOSTRACION. — Hemos demostrado ya la reduccién equiva-
lente del problema (2 - 3)-(2-4) al problema (3-2)-(3-3) v (3-8),
que es el mismo problema (3 -10).

También hemos mostrado en la férmula (3 - 5) que, cuando # y ¢
son reales, el operador diferencial M es autoadjunto. Nos queda tinica-
mente por demostrar que las condiciones de contorno impuestas a los
elementos w; del espacio V son autoadjuntas respecto del operador 7,
osea quesi w; e V, 7 =1, 2, entonces se sigue que

i s(2] -

Ahora bien, esta afirmacién es una consecuencia inmediata de
la siguiente igualdad

(w*y, 0'%) S (wl) _

w’1

= (A4 2 0 (p2P's — b1 + e (@291 — 0142 +
(312) +po (2 v—n )+ @A+ wn(pr¢2— g1 p2) +
+ (24 1) o (p172 — r1p2) = w*y 0 Bwy — (0 Bwy)* - wy,
cuya comprobacién no ofrece dificultad teniendo en cuenta las (3 - 8)
y (3-9).
Observemos que si # # 0 y en los desplazamientos (2 - 6) inter-
cambiamos sen #0 y cos #0 se obtienen un nuevo operador diferencial

y un nuevo operador de contorno que se obtienen a partir de M y B
cambiando # por — n. Andlogamente, si { # 0 y en los mismos des-
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plazamientos (2 - 6) se intercambian sen {z y cos {z se obtienen un
nuevo operador diferencial y un nuevo operador de contorno que se
obtienen a partir de M y B cambiando { por — (. De esta obser-

vacién y de la forma de los operadores M y B se sigue el corolario
siguiente.

CoROLARIO 1. — Sean n y ( reales v n # 0. Entonces se puede
suponer n > 0 v > 0 sin perder soluciones de la forma (2 -6). St
v = (f, g, h) es una solucion del problema (3 - 10) para n y  determi-
nados, entonces el conjunto de todas las soluciones del problema (2 - 3)-
(2 - 4), que sean de la forma (2 - 6) o de las que resultan de intercambiar
senos ' cosenos, viene dado por

i, = f(0) (a, cos nb 4 b, sen nf) (c, cos {z + d, sen (z)
(3.13) w1y =g (o) (b, cos n — a, sen nb) (c, cos {z + d, sen (z)

1, = h (o) (a, cos n0 + b, sen nb) (d, cos Lz — ¢, sen £z).

El sistema (3 -3)-(3-4) tiene una singularidad de primera es-
pecie en el origen 9 = 0 y para todo » natural admite un conjunto
lineal de soluciones acotadas en el origen que depende de tres cons-
tantes arbitrarias C,, C,, C3 y que cabe esperar que satisfagan auto-
méticamente la condicién f(0) = 0 de (3 -9). Al imponer que la so-
lucién general dependiente de las tres constantes y del pardmetro ¢
satisfaga la condicién de contorno B[v (1))] = 0, se obtendrd un sis-
tema lineal algebraico homogéneo de tres ecuaciones en las tres in-
cognitas Cy, C,, C3 y la ecuacién caracteristica en { se obtendrd
al anular el determinante de los coeficientes de este sistema. Vamos
ahora a llevar a cabo este programa para (2-6)en el cason =0, y
también intercambiando sen #0 y cos %6, o sea para soluciones de
la forma (2-7).

¢ 4. RESOLUCION DEL PROBLEMA PARA EL CASO # = 0

Nos proponemos hallar las soluciones del problema (2 - 3)-(2 - 4)
que sean de la forma (2 - 7), o lo que es lo mismo, que sean de la forma
(2 - 6) o de la que resulta de intercambiar sen %0 y cos #0 y haciendo
n = 0.

Si en (2-6) hacemos n = 0, resulta que las soluciones han de
ser de la forma
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u, =u, =0
(4.1)
e = g(o) - sen &z

LeEMA 1. — No existe ninguna solucion del problema (2 - 3)-(2 - 4)
de la forma (4 - 1) con ¢ real.

DEMOSTRACION. — Al sustituir (4-1) en el sistema (2-3) las
ecuaciones primera y tercera se satisfacen idénticamente y la segunda
arroja

1
0 - sen (z

T : r ’ l
Nalu] =g +lg —(CZ +—2)g=0.
0

Q

La tnica solucién acotada en el origen de esta ecuacién de
BrssrL es

(4.2) g = 11(Zo).

Al imponer las condiciones de contorno (2 -4) encontramos que
también la primera y la tercera se satisfacen idénticamente y que la
segunda arroja

g () —g()=0,
o sea, teniendo en cuenta (4 -2),

(4.3) 21,(8) — LIy () = 0.

Esta es la ecuacion caracteristica en { y es inmediato comprobar
que carece de raiz real no nula, de donde se sigue que no existe so-
lucién de la forma (4 - 1), c.q.d.

Consideremos ahora soluciones de la forma (2 - 7). Puesto que las
incégnitas f, &, por un lado y la g por otro se separan tanto en el sis-
tema (2 -3) como en las condiciones (2 -4), resulta en virtud del
lema anterior que ha de ser g = 0.

TEOREMA 2. — Para que los desplazamientos
u, = f (o) - sen (z
(4.4) = (2.7) u, = g (o) - sen (z

u, = h(g) - cos 2¢
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sean una solucion real del problema (2 -3)-(2 - 4) es condicién nece-
saria y suficiente que sea g = 0, que f v h vengan dados por

=cy L (o) + ¢4 (0 Iy (Co
f=ciI(S0) + c2(0 1y (o) 0+ @)

Iy (¢ o))
(4.5)
b= cy Lo (Ce) + cae Iy (Co),
v que § sea una solucion real no nula de la ecuacion caracteristica

o B _ 0=+
(4.6) E(0) =(24+2(1 —a) 1% (¢) = 21%(5) =0, 0 20+

Si ¢ es una vaiz de esta ecuacion, las constantes cy, c,, han de ser
tales que

47 L@ e +10G+w @) — @A+ 2u) [ (5)]ez=0.

DemosTRACION. — Ya hemos probado que ha de ser g = 0. Ha-
gamos g = 0 en (4 - 4) y sustituyamos en (2 - 3). La segunda ecuacién
se satisface idénticamente y la primera y tercera arrojan

My (0.0 = (4 2 (of ) — (52 i) £ -

(4.8) — (A +p) Lok =0
My (f, 0, h) = (2 +u) L (of) + m(oh) — (A + 2u) 2 0h =0,

donde M es el operador dado por (3 - 2)-(3 - 3) cuando se hace g = 0,
n=0.
La solucién general del sistema (4 -8) es

f=ci 12 (Zo) + s (e Lo (Co) — fjjlj” | (Zo)) +
S
. . 2)\. + 4,“ -
(4-9) + 3 K, (SQ) + Cy (QIO (‘59) —I_EA__J\T)C K, (CC))

h=ciIy(Ce) + ca0ly (o) —c3Ko(Lo) — cs0 Ky (Co).

Considerando tnicamente las soluciones acotadas para o = 0
contenidas en esta integral general, obtenemos que f y /# han de ser
de la forma dada por la férmula (4 - 5) como queriamos demostrar.
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Comprobamos que para todas las soluciones contenidas en (4 - 5) se

verifica que f(0) = 0, aunque para » = 0 esta condicién sea super-
fiua para la validez de (3 - 11).

Impongamos ahora que los desplazamientos (4 -4) satisfagan
las condiciones de contorno (2 - 4), o lo que es lo mismo, que las fun-
ciones f y & dadas por (4 - 5) satisfagan las condiciones (3 - 8), des-
pués de haber hecho g = 0y # = 0 en las mismas. Esta sustitucién
de (4-5) en las (3 - 8) arroja el siguiente sistema lineal homogéneo
de dos ecuaciones en las dos incégnitas ¢; v ¢y, a saber

2u(lelo — In) ex + [— 2u (24 + 3p) Lo 1o +
(410) A [4u (4 20) + 2u (4 ) 2o ] ey = 0

Iyey + (A + p) Colo — (2 + 2u) I ca = 0,
donde el argumento de las funciones Iy, I, es (o. Haciendo ahora
0 =1 y calculando el determinante de los coeficientes se obtiene
la ecuacién caracteristica, que resulta ser la (4 - 6) como queriamos

demostrar. En cuanto a la condicién (4 - 7) es la que resulta al hacer

o = 1 en la segunda de las ecuaciones (4 - 10), con lo que el teorema
queda demostrado en todas sus partes.

¢ 5. RESOLUCION DE TA KCUACION CARACTER{STICA

He aqui el resultado que hemos anunciado en la introduccién.

TEOREMA 3. — La ecuacién caracteristica
(5.1)=(4.6) E()=(2+2(1—0) [2(5)—2152(0)=0

carece de solucion veal no nula para ¢ > — 1, pero tiene una solucion
veal positiva para o < — 1.

DEMOSTRACION. — Es suficiente considerar sélo los valores ¢ > 0.
Puesto que para { > 0 se tiene

0<1y(8) <Iop(d),
resulta que se tiene también

(5.2) E() <0, para o >1,
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y la ecuacién caracteristica carece de raiz positiva para ¢ > 1. En
adelante suponemos >0y o < 1.

Vamos a considerar sucesivamente los doscasos { > 2y 0 < ¢ < 2.
Para { = 2 se tiene

E(2)<0 para o> — 1
E(2) <0 para o< — 1,1

Supongamos ahora en primer lugar { > 2, ademas de suponer
¢ < 1. Pongamos (5-1) en la forma

(5.30) (1 +2—(17?—0—))1/2 I (&) = Io (9).
£2
Para o tal que — 1 <o <1 se tiene
2(L —a)\!/2 _
(5.3b) O+"_?7—) _

I 1—a 1-1(1—0\, 1-1-3/1—0)
=147 ( )—'r (h")—...
ez ale 3\

y también vale el mismo desarrollo para todo ¢ << — 1 con tal que
se suponga ( suficientemente grande, es decir, con tal que {2 > 2(1—o).

Teniendo en cuenta los desarrollos asintéticos de HANKEL de las
funciones de BESSEL (véase por ejemplo G. N. WarsonN [8] o bien
E. JauNkE y F. EMDE [3]), validas para valores grandes de £,

et 1 9
I = F , Fo(0) =1
0 (%) Vani 0(8), Fo(d) +8-E+128-52+
et 3 15
1(8) Vint 1(8), Fi (2) VAT

se sigue inmediatamente de (5 - 3), bajo la presente hipétesis ¢ > 2,
que

(5.4) E({) <0 para 6> —1y (>2
y también que cualquiera que sea ¢ se tiene también

(5.5) E ({) <0 para ¢ suficientemente grande.
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Supongamos ahora 0 < ¢ < 2, ademias de suponer ¢ < 1. Pon-
gamos (5.1) en la forma

(5'6a) \/m"‘—‘ﬁ(l + 2’(1%;))1/2 - I, &) =¢ - I (D).

Para ¢ tal que ¢ < — | se tiene

(5.6b) (‘1 +2_(T?__6_)’)‘/2 _
e 2 .11 L 2(162_ 0) B 212 ;1 ('2 (lii_ﬂ))Z + ]2.31_.;!3 ((1 i U))S—

Sustituyendo Iy e I, por sus desarrollos en serie de potencias, los
dos miembros de la férmula (5-6a) admiten desarrollos en serie
que, cuando ¢ < — 1, son ciertamente convergentes para |{| < 2.
El primer término del desarrollo en serie del primer miembro es

T
SV2(l—0)- ¢

y el primer término del desarrollo en serie del segundo miembro
es {. Por tanto se tiene E({) > 0 para ¢ < — 1 y ¢ positivo y sufi-
cientemente pequefio. Comparando este resultado con (5 - 5) resulta
que para ¢ << — 1 existe ciertamente una raiz positiva { = {, de la
ecuacién caracteristica. Esto demuestra la segunda parte del teorema.

Para determinar la demostracién de la primera parte nos queda
por demostrar que

(5.7) E(() <0 para 0<i<2y —1<eo<1
Ahora bien, puesto que para — | < ¢ < 1 se tiene
242(1 —0) <244
se sigue que para demostrar (5 - 7) es suficiente demostrar que
E({)<0 para 0<{<2yo=—1,

o equivalentemente es suficiente demostrar que

. . £2\1/, ; )
(5.8) E*(f) = 2(1 +Z) 210 —¢Ip(0) < 0,0 < £ < 2.
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Ahora bien, para ¢ = — 1 la serie (5 - 6b) es absolutamente con-
vergente (incluso en el circulo de convergencia) y por tanto podemos
sustituir esta serie y los desarrollos de I; e Iy en (5 - 8) y se obtiene

8

A E T §

k=0
3 1
T 2»22(,(m — N lm+ 1)
o (—1)-1-3.. (2k_3). 1 \ _Si om _

1 /C\, 1 /Z\ 31 /¢V 53 [o\!
— ——(2)+=(= ———(—)+_—— =)
12(2) 24(2) 960 \ 2 2160 \ 2
Es facil comprobar que, en efecto, en el desarrollo en serie de
E*({) los coeficientes de los términos impares son negativos y que
los coeficientes decrecen en valor absoluto. Por tanto, E*({) < 0
para 0 < { < 2, que es la fé6rmula (5 - 8) y el teorema queda demos-

trado en todas sus partes.
Como consecuencia inmediata de este resultado y de los ante-

riores se deduce el corolario siguiente.

COROLARIO 2. — Sea §y una raiz positiva de la ecuacion caracte-
vistica (5 1) cuando o < — 1.

Entonces los desplazamientos
uy = f(0) - (@ cos oz -+ b sen {jz)
g =0
u, = h(0) - (b cos Loz — a sen {j2)
0¢[0,1], z&(— o, o0),
donde f y h estdn determinados por el teovema 2 y donde a y b son cons-

tantes arbitrarias, son soluciom periddica en z del segumdo problema
homogéneo de la Elasticidad en el cilindro infinito.
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