COMPI.EXES TRIPHASES D'UN GROUPE
par

J. CHACRON

INTRODUCTION. — Soient; G un groupe, H un sous-groupe de G.
Pour tout x € G, la classe H - x vérifie la propriété suivante: (H - x) -
(H -x)-1-(H -x) = H-x. Réciproquement si M est une partie non
vide de G telle que M - M-1-M = M (ce que nous appellerons un
complexe triphasé de G), nous verrons que M - M-1 est un sous-
groupe de G (Cf. Proposition 1), et il est facile de montrer que pour
un x cM,ona M=H- -xsi H=M-M-1

Nous nous proposons ainsi d’étudier l'ensemble des complexes
triphasés d'un groupe. Nous montrerons que cet ensemble est une
catégorie dont les unités sont les sous-groupes de G. Les résultats
bien connus en ce qui concerne la modularité du treillis des sous-
groupes distingués, ou a savoir sa distributivité sont généralisés au
sup-demi-treillis des complexes triphases distingués.

Enfin nous montrerons que l’ensemble des complexes triphasés
distingués d’'un groupe est en correspondance biunivoque avec l'en-
semble des équivalences de CorAY compatibles avec ce groupe.

1. Groupoide des complexes triphasés d’'un groupe. — Nous sup-
posons que G est un groupe dont I'élément unité est noté e. Si M et Q
sont deux parties de G, la partie M - Q est I'ensemble des m - g lors-
que m e M et g eQ. La partie M-! est 'ensemble des m-! lorsque
m e M.

DEeFINITION 1. — Une partie non vide de G est appelée complexe
triphasé si: M -M-1-M = M.
Prouvons que:

ProposITION 1. — Si M est un complexe triphasé, alors M - M-1
et M-1-M sont deux sous-groupes
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PrEUVE
— Pour un ae M, on a a-a-1eM - M-1, et par suite ¢e M.
— Ona (M -M-1)-1=M-MA
— Enfin (M -M-Y)- (M -M-)= (M -M-1-M) -M-1=DM - M-

Il en est de méme pour M-1- M.

ProprositioNn 2. — St M et P sont deux complexes triphasés tels
que M—-1 - M = P - P-1, alors M - P est un complexe triphasé.

PrEUVE
On a M-P)-(M-P)-1-(M-P)=M-(P-P-1)-(M-1-M)-
Pe=M-(M-1-M) - (M--M)-P=M-(M-1-M)-P=M - P.

ProrosrrioN 3. — Si M et P sont deux complexes triphasés tels que
M-1-M = P*-1, alors (M -P)-(M-P)-t-=M-M-1 et (M-P)-1-
(M-P)=P-1-P

PrREUVE

— Ona(M-P)-(M-P)-\=M-(P-1-P)- M-1=M-(M-M-1)-
M= (M-M-1)-(M-M-1) =M - M-

— Et(M-P)-1-(M-P)=P-1-(M-1-M)-P=P-1.(P-P-1).
P=(P-1-P)-(P-1-P)=P1.P

Les propositions 1,2 et 3 montrent qu’en posant: §(M) = M - M-1,
o(M) =M-1-M,et M o P = M - Psi, etseulementsi, «(M) = B(P),
ona:f(M)oM =M, Moa(M) =M, B(MoP)=p(M),«MoP)=
a(P), et que M o M-1 = B(M) et M-1 o M = a(M). Ce qui prouve
que:

THEOREMA 1. — L’ensemble des complexes triphasés d'un groupe
est un groupoide(l) dont les unités sont les sous-groupes.

2. Complexes triphasés distingués. — Si G est un groupe com-
mutatif, pour tout m e G, on a x- {m} - -1 C {m}. D'une maniére
plus générale:
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DeFINTTION 2. — Nous dirons qu’'un complexe triphasé M est dis-
tingué si, pour tout x e G, on a x-M -x-1 C M.

ProposITION 4. — Si M est un complexe triphasé distingué, alors
M - M-1et M- - M sont des sous-groupes distingués, et 'on a M - M- =
M-1-M

PREUVE

1) D’aprés la proposition 1, M - M-1 est un sous-groupe. D’autre
partonax - (M -M-1) -x-1l=(x-M - -x-1)-(x-M-1-x-1)c M- -M-1.
Il en est de méme pour M-1- M.

2) Supposous que a-b-leM-M-1. On a b-l-acM-!-M.
D’aprés la premiere partie de la démonstration il vient; b - (b-! - a) -
b-1eM-1-M. Dolt a-b-1eM-1-M. On montre de méme que
M-1-McM-M-1

ProrosITION 5. — Si M et P sont deux complexes triphasés distin-
gués non disjoints, alore M - M-1. P est le plus petit complexe triphasé
distingué contenant M et P.

PREUVE

1) Puisque M - M-! et P+ P-1sont deux sous-groupes distingués,
ona (M- M-1)-(P-P-1)=(P-P-1) (M- M-1). Ceci dit, montrons
que M - M-1. P est un complexe triphasé. Ou a en effet (M - M-1 - P) -
(M-M-1-P)-1-(M-M-1-P)=(M-M-1)-(P-P-1)-(M-M-1)-
M-M-Y)y-P= (P -PY)-(M-M-Y)-(M-M-Y)-(M-M-1)-P=
(P-P-Yy- M-M-Y)-P=(M- -M-Y)-(P-P-1)-P= (M- -M-1)-
(P-P-1-P)y=M-M-1-P.

2) Montrons que M - M-1. P est distingué. On a x - (M - M-1)-
Poxl=x-(M -M-1) -x-1-(x-P-x-1))C M- -M-1.P.

3) On a évidemment PC M - M-1- P, et puisque M n P +# ¢,
M c M -M-1-P. Sienfin Q) est un complexe triphasé distingué con-
tenant M et P, las inclusions M € Q et P € ( entrainent M - M-1 €
Q-Q-let PcQ. Dot M-M-1-Pc(Q-Q-1-Q = Q. Ce qui achéve
la démonstration.
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Comme corollaire de la proposition 5, nous pouvons donc dire
que si M et P sont deux complexes triphasés distingués non disjoints,
alors:

M-MA+P=P P1.) =M-P1.P =P M1-M

3. Sup-demi-treillis des complexes triphasés d'un groupe. — Il
est facile de montrer que si (M;) pour ¢ ¢ [ est une famille de com-
plexes triphasés distingués telle que n M; # ¢, alors n M, est un
complexe triphasé distingué. Comme G est évidement le plus grand
complexe triphasé distingué, l'ensemble T(G) des complexes tri-
phasés distingués de G est un sup-demi-treillis dont tout segment est
un treillis complet. Nous allons prouver la modularité de chacun de
ces segments.

Lemme 1. — S7 M et P sont deux complexes triphasés tels que
Mo P#d¢, alors (M P)-(Ma P)-1= (M- -M-1)n (P-P-1),

Prevve

Il est clair que (M o P)-(M n P)-1c (M- -M-1) n (P P-).
Soit réciproquement x ¢ (M - M-1) n (P-P-1). SiacM n P, on a
x-aeM-M-1. Metx-acP -P-1-P. Parconséquentx.aelMn P.
Mais 'écriture x = (x - a) - a—! montre que x ¢ (M n P) - (M n P)-1.

Lemme 2. — St M et P sont deux complexes triphasés tels que
Ma P#d¢,etsi M-M-1=P-P-1 alors M = P.

Pryuve

Puisque 3/ n P #A¢d,onaMc M -M-1. Pet P n P-P-1-}.
Ceci dit, l'égalité M - M-1 = P - P-1 entralne M -M-1-M =
P-P1-MetM-M-1-P=P-P-1-P. Dot M=P-P1 Met
M.M-1-P=P Dot PcMetMc P, et par suite M = P.

Considérons alors l'ensemble D(G) de tous les complexes tri-
phasés distingués. 11 est clair que D(G) est un sup-demi-treillis com-
plet dont tous les segments sont des treillis complets. Démontrons
que:

THEOREME 2. — L'ensemble des complexes triphasés distingués
d'un groupe est un sup-demi-treillis dont tous les segments sont des
treillis modulaires.
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PrREUVE

11 suffit de prouver que si M, P et () sont trois complexes triphasés
tels ManP#¢dg, Mo P=MnQ MV P=MYVQ, e PCQ,
alors P = (.

Or d’aprés la proposition 5, ona M \V P=M-P-P-let M \ Q
=M-Q-Q-1. Dou (M-!-M)-(P-P-1)= (M- -M)-(Q-Q-1).
D’aprés la proposition 4, on a M - M-1 = M-!- M, et par suite:
(M -M-1)-(P-P-1) = (M-M-1)-(Q-Q-1). Dautre part 1'égalité
MnP=MnQ,etlelemme 1 entrainent que (M - M-1) n (P - P-1)
= (M - M-1) n (Q - Q-1). L'hypothése P € (), entraine enfin que
P.-P-1cQ- Q-1 Doiu

(M - M-1) - (P P-1) = (M - M-1) - (Q - Q-Y)
(M-M-1) o (P-P-1)=M-M-1) n (Q-0Q-1)
pP. P11 .C_Q .Q_l

Les sous-groupes M - M-1, P - P-1 et (-Q-1 étant distingués
d’aprés la proposition 4, et le treillis des sous-groupes distingués
d'un groupe étant modulaire, il vient P - P-1= Q -Q-1. Par con-
séquent P = @ d’aprés le lemme 2. Ce qui achéve la démonstration.

On sait que si un groupe est quasi-cyclique, c’est a dire si pour
tout couple d’éléments a et b de G, il existe un ¢ ¢ G dépendant de
a et b tel que a = ¢ et b = ¢", chacun de ses-groupes est distingué,
et que le treillis de ses sous-groupes est distributif (2). Réciproque-
ment si le treilli des sous-groupes d’un groupe est distributif, alors
ce groupe est quasi-cyclique. Ceci dit, on a:

THEOREME 3. — Pour que le sup-demi-treillis des complexes tri-
phasés d'un groupe ait pour segments des treillis distributifs, 1l faut
et 1l suffit que ce groupe soit quasi-cyclique.

PrREUVE

1) Si les segments du sup-demi-treillis 7(G) sont tous distri-
butifs, en particulier le segment des complexes triphasés contenant
{e} est distributif. Ce qui revient a dire que le treillis des sous-groupes
de G est distributif. Par conséquent G est quasi-cyclique.
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2) Réciproquement, si G est quasi-cyclique, il est clair que
tout complexe triphasé est un complexe triphasé distingué. Ceci
dit supposons que M, P et Q soient trois complexes triphasés tels
que M n P nQ +# ¢. 1l suffit de montrer que si M A P =M A Q,
MY\ P=2MYV (Q, alors P = (). La démonstration du théoréme 2,
nous montre que:

(M - M-1) - (P - P-1) = (M - M-1) - (Q - Q-1)
(M -M-1) a (P-P-1) = (M-M-1) n (Q-Q-1)

Puisque le treillis des sous-groupes distingués de G est distri-
butif, on obtient P - P-1 = -Q-1. Le lemme 2 nous montre que
P =qQ.

4. Relations de CORAY compatibles avec un groupe. — Si R est
une relation dans un ensemble E, nous notons R-! I'ensemble des
couples (b, a) tels que (a, b) € R. Nous désignons par R o R I'ensemble
des couples (a, ¢) ¢ E X E tels que (a, b) ¢ R et (b, ¢) € R pour un
b ¢ E. Enfin 4, est I'ensemble des couples (x, x) lorsque % ¢ E.

Une relation de Corav(3) sur E est une relation R sur E vérifiant
les propriétés suivante: R o R-1 2 4,, R-10 RD A, et RoR-1o0
R = R. On monte que si R est une relation de Coray sur E, alors
R o R-!et R-1 0 R sont deux équivalences sur E. Pour que R soit
une équivalence sur E, il faut et il suffit que 4, € R.

DerinrrioN 3. — Nous dirons que R est une relation de Coray
compatible avec le groupe G si («, b) € R entralne que (x - a, x - b) ¢ R
et (@-x, b-x)eR pour tout x € G.

PROPOSITION 6. — Si M est un complexe triphasé distingué, la re-
lation Ry définie par: (a,b) € Ry sia-b-1e¢ M est une rvelation de
Coray compatible avec G.

PREUVE

) Montrons que Ry o Ry,~1 D A, et que Ry~1 0o Ry D 4. Soit
en effet x cG. Pour una ¢ M, ona x - a - x-1 ¢ M. Ce qui peut s’écrire
% (x - a-1)-1 e M. Par conséquent (x,(x - a-1)) ¢ Ry. D'olt (x, x) € Ry,
o Ry~1. On montre de méme que Ry~1 o Ry D A,.
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2) Montrons que Ry 0 Ry~1 0 Ry = Ry,. D’aprés ce qui précéde
ona Ry C (Ry o Ry~1) o Ry. Réciproquement supposons que (g, d) ¢
Ry 0o Ry~10 Ry Ilexiste bet ¢ € G tels que (@,0) € Ry, (b,¢) € Ry~ et
(c, d) € Ry. Par définitionon a: a-b-1eM, c-1-beM et ¢c-d-1e¢M.
Dotta-b-1eM,b-c-1eM-1etc-d-!eM. Comme M est triphasé,
il vient: (a-0-1) (b-c-1) - (c-d-1) ¢ M. Soit encore a-d-1 ¢ M. Ce
qui revient a dire que (a, d) € Ry et que Ry o Ry-! o Ry = R,,.

3) Montrons que R, est compatible avec G. Supposons que
(a, b) ¢ Ry et soit un x ¢ G. Il est clair que (a-x, b - %) € Ry,. Enfin
(x-a) - (x-b)-1=x-(a-b)-1-x-1 et est donc un élément de M.
Ce qui revient a dire que (v - a, v - b) ¢ Ry,.

PROPOSITION 7. — Si R est une relation de CORAY compatible sur G,
et si R(e) désigne le sous-ensemble des x € G tels que (x, e) ¢ R, alors
R(e) est un complexe triphasé distingué.

PrrEUVE

1) Puisque R o R-12 /5, on a (¢, ¢) ¢ R 0 R-1, et par suite
il existe x € G tel que (¢, ) ¢ R et (x, £) ¢ R-1. La relation (e, %) ¢ R
entraine (¥-1, ¢) € R et par suite x-1 ¢ R (¢), soit R(e) # ¢.

2) Supposons que @, b et ¢ soient trois éléments de R(e). On a
(a,¢€) ¢ R, (b,e) € Ret (c, e) € R. Par conséquent (a - b-1 - ¢, b1 - ¢)e R,
(e, b-1) cRet (c, e) ¢ R. D'ott (@-b-1-¢, b-1-¢c) e R, (¢, b-1-¢) c R
et (¢, ¢) ¢ R. Par suite (a-b-1.¢,b 1-¢) e R, (b 1-c,c) e R~ et (c, e
€ R. D'ott: puisque R o R-1o RC R, (a-b-1-¢c,e) e R, eta-b-1-¢
¢ R (e). Ce qui revient a dire que R(e) - (R(¢))-! - R(e) = R (e), et que
R (e) est un complexe triphasé.

(a,
(%

¢ R par définition. Six ¢ G, ilvient: (v - a - x-1,x - x-1) ¢ R, d’'olt

3) Montrons que R(e) est distingué. Si en effet a e R(g), on a
e
ca-x-1,e)eR, et x-a-x1ecR (e).

Prorostrion 8. — Si R est une relation de CORAY compatible
sur G, alors Ry = R. Si M est un complexe triphasé distingué dans
G, alors Ry (e) = M.

PrREUVE

1) Soit & montrer que Ry(¢) = M. Soit en effet a ¢ M. On a
(a,€) € Ry puisque a-e-1 =aecM. Soit ac Ry(e). On a de méme
a-e-1¢M et par suite a e M.
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2) Soit & montrer que Rg.,, = R. Supposons que (a, b) € R.
On peut écrire que (@ - b-1, ¢) € R. Ce qui revient & dire que a - b1 € R(e)
et que (a, b) € Rg,). Si (a, b) € Rg(,). Cela revient a dire que a - b-1 € R(e)
et que (a-b-1,¢) e R. D'oit (a-b-1-b, ¢-b) e R et (a, b) € R. De qui
achéve la démonstration.

11 est clair que si M € M’ alors Ry € Ry, et que si R € R’, alors
R(e) € R - (). Il est aussi facile de montrer que I'ensemble des rela-
tions de CoRAY compatibles avec G est un sup-demi-treillis dont

chaque segment est complet. Les propositions 6 et 7 montrent alors
que:

THEOREME 4. — L-ensemble des relations de CORAY compatibles
avec un groupe est en correspondance biunivoque avec lensemble de
ses complexes triphasés distingués.

Le théoréme 2 montre que:

THEOREME 5. — Le sup-demi-treillis des rvelations de CORAY
compatibles avec un groupe a pour segments des treillis modulaires.
Le théoréme 3 montre que:

THEOREME 6. — Pour que le sup-demi-treillis des rvelations de
CORAY compatibles avec un growpe soit distributif, il faut et il suffit
que ce groupe soit quasi-cyclique.

5. Groupoide des relations de CORAY compatibles avec un groupe.
On démontre de la méme maniére que pour les propositions 1, 2 et 3
les résultats suivants:

PROPOSITION 9. — 1) Si R est une relation de CORAY compatible
avec G, alors R o R-1 et R-1 o R sont deux équivalences compatibles
avec G.

2) Si R et P sont deux relations de CORAY compatibles avec G,
et telles que R—1 0 R = P o P~1, alor R o P est une relation de CORAY
compatible avec G.

3) Onadeplus (RoP)o(RoP-1=Ro R-1et(RoP)-lo
(RoP)=P-1o P.

Ce qui revient 4 dire qu’en posant 8(R) = Ro R~1,«(R) = R-10 R,
en définissant R - P = Ro P si et seulement si, «(R) = B(P), on a:
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THEOREME 7. — L’ensemble des relations de CORAY compatibles
avec un groupe est un groupoide dont les umités sont les velations d’équi-
valences compatibles avec ce groupe.

De montrons que:

TuroriME 8. — Le groupoide des relations de CORAY compatibles
avec un groupe, et le groupoide de ses complexes triphasés distingués
sont isomorphes.

PrruUvE

D’aprés le théoréme 4, l'application M — R,, est une bijection
du groupoide des complexes triphasés distingués vers le groupoide
des relations de CorAv. Supposons alors que a(M) = B(P). Ce qui
revient 4 dire que M-1-M = P - P-1 et montrons que Ry—1o Ry =
Rpo Rp-1,

1) Soit en effet (a, ¢) € Ry~1 0 Ry. Il existe un be G tel que (a, b)e
Ry~1et (b, c) € Ry. Ce qui revient & dire que a-b-1¢ M-letb-c-1e M.
D'ott @ - ¢c-1 e M-1. M, et par suite a - ¢c-1 ¢ P - P-1, Par conséquent
ilexiste pet g e Ptelsquea-c-1 = p - g-1. On a alors a - (c-1-q) =29
et par suite a - (¢-1 - ¢)-1 = p ¢ P. Ce qui revient & dire que (2, g-1 - ¢) ¢
Rp. D'autre part (¢, -1 - ¢) € Rp puisque ¢ - (g-1-¢)-! = ¢ -¢c-1-g¢ P.
Ce qui montre que (a, ¢! - ¢) ¢ Rpet (g-! - ¢, ¢) ¢ Rp-! Dot (a, ¢) e Rp
0 Rp-1. D’olt Ryy~10 Ry € Rp o Rp-1.

2) Supposons que M-1-M = P - P-1 et montrons que R, , =
Ry o Rp. Soit en effet (a, ¢) ¢ Ry . 11 existe m ¢ M et p ¢ P tels que
a-c-l=m-p. Dol a-(c-1-p-1) = m. Ce qui peut encore s’écrire
a-(p-c)-'=mecM. Ce qui montre que (a, p * ¢) € Ry. D’autre
part on a (p ¢, ¢) ¢ P, puisque (p - ¢) - c-1 = p ¢ P. Par conséquent
(@, ¢) € Ry o Rp. Supposons réciproquement que (a, ¢) € Ry o Rp. Il
existe un b € G tel que (@, b) ¢ Ry et (b, ¢) € R,

D'ott a-b-1eM et b-c-1eP. Par conséquent a-c-leM - P.
Ce qui revient a dire que (4, ¢) € Ry, » et achéve la démonstration.

Comme corollaire du théoréme 8, nous avons:
ProrosrrioN 10. — S¢ R et Q sont deux relations de CORAY com-

patibles avec un groupe, si R 0 Q # ¢, alors: R \/ O=RoR-1o0
Q=QoQloR=RoQ10Q=0QoR1oR.
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6. Quotient de deux complexes triphasés distingués. — Si M et H
sont deux complexes triphasés distingués tels que M 2 H, nous
savons que M -M-1 et H-H-! sont deux sous-groupes distingués
(proposition 4). Comme on a de plus M - M-12 H - H-1, le quotient
M - M—\/H - H-1 est défini, et est un sous-groupe de G/H - H-1.

DEFINITION 4. — Si M et H sont deux complexes triphasés dis-
tingués tels que M D H, nous appelons le quotient de M par H,
le groupe M - M-1/H - H-1, et nous posons M /H = M - M-1/H-H~1

PROPOSITION 11. — Si M et H sont deux complexes triphasés
distingués tels que M o H # ¢, alors (M Vv H)/H et M /(M n H)
sont deux groupes isomorphes.

PrREUVE

D’apres la proposition 5 on sait que M\ H = M - M- -H.
Dot (M H)/H = (M - M- -H)-(M-M-!-H)-1/H-H-1= (M - M-
.(H-H-Y) - (M-M-)/H-H-1. Comme M- -M-! et H - H-1 sont
deux sous-groupes distingués, ils commutent. On a donc (M'V H)/H
= (M -M-1)-(H-H-)/H-H-L.

D’autre part M/(M n H) =M - M-1/(M o H) - (M o H)-.
Mais le lemme 1 montre que M/(M n H) =M -M-1/(H - H-1) n
(M - M-1).

On sait que si A et B sont deux sous-groupes distingués, les quo-
tients A - B/B et A[(4 n B) sont isomorphes. Par conséquent
(M \ H)/H et M[(M o H) sont aussi isomorphes. Ce qui achéve
la démonstration.. _

Ie théoréme de JORDAN-HOLDER (2), et le théoréme 2 nous mon-
trent alors que:

THROREME 9. — Si Gy est un complexe triphasé distingué quelconque,
et si Goc Hc H,..c H,c G et Goc Q,c Q,c ..c Q.c G
sont deux chaines maximales de complexes triphasés distingués, alors
m = n et les quotients H;_|[H, et Q;_,[Q; sont isomorphes.

On définit de méme le quotient de deux relations R et P de CoraY
compatibles avec G, en posant R/P = R o R-1/P o P-1 si R 2 P(2).
On a alors 'équiva ent du théoreme 9.
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1. Complexe triphasé engendré par ume partie. — Si X est une
partie de G contenant ¢, il est clair que le plus petit complexe triphasé
contenant X est le sous-groupe engendré par X. Si non on monte
que le plus petit complexe triphasé distingué contenant X est I’en-
semble des composés x, “x,71, ... %; ..x, oll m est un entier impair,
et oll x; € X si 7 est impair, et x; e X~ si 7 est pair.

Enfin il est clair que si f est un homomorphisme d'un groupe G
vers un groupe G, 'image par f de tout complexe triphasé de G est
un complexe triphasé de G’. Il en est de méme pour I'image inverse
par f d'un complexe triphasé de G’.

REMERCIEMENTS. — Je voudrais remercier Meme S, DIXMIER pour
une trés judicieuse remarque: Un complexe triphasé d’un groupe est
une classe d’équivalence modulo un sous-groupe donné.
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