VARIEDADES FOLIADAS CON METRICA CASI-FIBRADA
por

A. M. NAVEIRA

INTRODUCCION

El estudio de las foliaciones que admiten métricas casi-fibradas,
es decir, variedades foliadas que admiten métrica de la forma:

ds2 = gu (%, ) 0°0° + g (y) dy* dy®

fue introducido por REINHART en 1958 (28) en un trabajo titulado:
«Foliated manifolds with bundle-like metrics». En otro trabajo pos-
terior (30) sefiala como el nombre més conveniente es el de casi-
fibrada (fibre-like), reservando el de casi-haz (bundle-like) para las
foliaciones cuyas hojas son totalmente geodésicas. Los trabajos de
REINHART fueron continuados por HERMANN (9), (10), Moc1 (16),
SACKSTEDER (33) y VIDAL (37), lo cual prueba el interés de estas
foliaciones a las que se pueden generalizar muchas de las propiedades
de las variedades de RizMaNN fibradas.

Es sabido la importancia creciente de las foliaciones como gene-
ralizacién de los espacios fibrados y entre éstas tienen especial in-
terés aquellas que por admitir una métrica casi-fibrada parecen una
generalizacién intermedia entre esos dos tipos de variedades. Ejem-
plos de folicaciones de este tipo son las foliaciones de un grupo de
L1E por conjuntos de un subgrupo analitico (no necesariamente
cerrado), la foliacién de un espacio de RIEMANN por érbitas de un
grupo de isometrias, teniendo todas sus 6rbitas la misma dimensién
y todos los espacios fibrados con una conveniente eleccién de métrica.

Los trabajos sobre métricas casi-fibradas aparecidos posterior-
mente a 1958 son resultados independientes, a veces relativos sélo
a foliaciones de codimensién uno, como los de SACKSTEDER ; parece,
pues, de interés abordar su estudio de una manera metédica y siste-
mética y esto es lo que hacemos en este trabajo, tratando de analizar
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especialmente aquellas propiedades fundamentales que permiten cono-
cer las estructuras meétricas de esas foliaciones y relacionarlas con
otras propiedades o estructuras, tales como la holonomia o las
estructuras casi-producto.

Primeramente establecemos las notaciones y definiciones, alguna
de ellas introducida por nosotros, como la de aplicacién de foliacién
totalmente compatible.

Se analizan las relaciones entre las transformaciones infinitesi-
males de foliacién y los campos de vectores bdsicos. Una vez estable-
cido el concepto de (v 4 s)-forma de tipo (v, P) y (s, Q); es decir,
expresada localmente en una base cuyas 7 primeras formas son duales
de los campos vectoriales verticales (P) y las restantes s duales de
campos horizontales (Q), se estudia la descomposicién de la diferencial
exterior en el caso mds general, deduciendo algunas condiciones para
la integrabilidad de la estructura casi-producto y analizando las
propiedades de estas variedades segtin los diversos tipos de métrica
admitidos.

Se demuestra la equivalencia entre las diversas definiciones dadas
por distintos autores de métrica casi-fibrada y se establecen algunas
nuevas como la 6) y 7) siguientes:

6). —
Véus X = ¢us (VHX)

donde V es la derivada covariante a lo largo de una curva, HX es
el complemento ortogonal al espacio vectorial tangente a la hoja
Yy ¢y: U ———— By una aplicacién de descomposicién local en-
tre el abierto U y una variedad de R1EMANN By.

7). — Cualquier geodésica ortogonal a una hoja L de una folia-
cién sobre una variedad de RIEMANN es ortogonal a todas las hojas
que corta.

Investigamos las relaciones entre los campos de vectores basicos
vy las formas invariantes y estudiamos las propiedades algebraicas
de las transformaciones infinitesimales de foliacién y de los campos
verticales en el dlgebra de los campos de vectores.

Analizamos las formas casi-base, su importancia en las métricas
casi-fibradas y la nocién de orientabilidad en las estructuras casi-
producto y en las foliaciones.

Estudiamos la holonomia en los espacios de RIEMANN fibrados,
dando algunos resultados; asi como en las foliaciones, en particular
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en las foliaciones métricas cerradas y en las foliaciones de codimensién
uno. (Proposicién 5.4).

Siguiendo ideas del profesor DEHEUVELS, se relaciona el grupo
de holonomia y el grupo de cohomologia H! (M, R).

En el capitulo VI, se generalizan a las foliaciones propiedades
de los espacios de RIEMANN fibrados, en especial algunos de los ob-
tenidos por IsHrHARA (12) y Muto (19), tales como la correspondencia
entre hojas, condiciones para que las hojas sean paralelas y hojas
isométricas, dando, ademds, en algtn caso nuevas demostraciones
de otros resultados conocidos.

Finalmente, se estudian ejemplos de foliaciones admitiendo
métrica casi-fibrada y se analizan las llamadas «foliaciones de LIE»
(HErMANN (10)), deduciendo algunos resultados.

Deseo hacer constar mi agradecimiento al profesor E. VIDAL
por la direccién de este trabajo y por los consejos dados a lo largo
de su ejecucién sobre su desarrollo.

También deseo hacer constar mi gratitud al Profesor R. DEHEU-
VELS, de la Universidad de Paris, por sus consejos sobre algunas
cuestiones.
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Carituro I

INTRODUCCION Y NOTACIONES

§ 1. — Notaciones

En lo que sigue utilizaremos los convenios y notaciones siguientes :

Todas las variedades, curvas, campos vectoriales, aplicaciones
y funciones serin diferenciables C°° mientras no especifiquemos
lo contrario.

Si M es una variedad diferenciable, representaremos por T, (M)
6 M, el espacio tangente a M en xeM. Sio:[0,1]] ———— M
es una curva, para todo ¢ ¢[0,1], o’ (f) e M, representara el vector
tangente a ¢ en o (¢). Si ¢: M M’ es una aplicacién entre
variedades, ¢y : T, (M) ———— Ty, (M') representa la aplicacién
lineal inducida sobre los espacios tangentes. La aplicacién inducida
sobre las formas diferenciales la representaremos por ¢*.

Sea T0(M) = Ty(M) = C (M) el algebra de las funciones reales
sobre M, sean T1 (M) y T; (M) las élgebras de los campos de vecto-
res y de las 1-formas sobre M respectivamente. Si 77 (M) representa
el 4lgebra de los campos de tensores y T (M) el dlgebra de las formas
de grado s, entonces

T (M) :E}or M), T'(M) =S T.(M), T=3T (M)

=0 7,s=0

3

indican las 4lgebras de tensores contravariantes, covariantes, contra-
variantes y covariantes.
En todo el trabajo utilizaremos el siguiente convenio de indices :

1<a, b,c,d,...<p; 1<u, v, w,..<q
1<4, 4, k. Zp+g=mn; Y= xPt"

M, N, B, M, ... indicardn variedades diferenciables; L, L', ... re-
presentardn las hojas de las foliaciones y U, V, W ,... entornos 6 sub-
conjuntos de las variedades dadas.

L, = T, L indica el espacio tangente a la hoja L en el punto x,
H, es cualquier subespacio complementario a L,. (P, Q) indicard



48 A. M. Naveira

una estructura casi-producto sobre la variedad M. En el caso
que la estructura casi-producto sea integrable (Vid. Cap. 2, § 5),
las distribuciones integrales las representaremos indistintamente por
Fé6PyHG6GQ.

§ 2. — Foliaciones

DEFINICION 1.1: FOLIACION. — Definir una foliacién F sobre
una variedad diferenciable M consiste en asignar a cada punto x ¢ M
un campo F c T? (M) de subespacios vectoriales tangentes de dimen-
si6n constante p, cumpliendo las condiciones de integrabilidad com-
pleta.

Sobre la variedad foliada M podemos tomar en cada punto x ¢ U,
U c© M una referencia del espacio tangente y la dual para el espacio
cotangente.

Sean
X, =X, X5, ... X, una base de L,

y X, =Xy, Xpyp oo Xpyy una base de H,.

Sean «f formas diferenciales tales que o (X;) = &, entonces
w?ttl, . wPt? determinan una base de las formas anuladoras de
X,y wl, ..., w? es la base dual del subespacio L,.

Si w= w?tl A ... A 0" descomposicién local, la integrabilidad
del sistema diferencial

wPtl =0 = ... = o

es equivalente a que d w = 1 A o (d w pertenece al ideal engendrado
por w) y A es una 1-forma. En este caso existe un sistema de coorde-
nadas locales (1, ..., ") con

Adx?tl = .. =dx" = 0.

El entero p se llama la dimensién de la hoja y ¢ =#n — p la co-
dimensién. Una hoja de la foliacién es una subvariedad integral
maximal y como consecuencia del teorema de FROBENIUS por cada
punto de la variedad pasa una y sélo una de tales subvariedades (*).

(*) Es bien sabido que sobre una variedad foliada M tenemos definidas
de una manera natural dos topologias T y T. Los abiertos de T" son los de M
como espacio topoldgico #-dimensional. Los abiertos de T, son los abiertos
en las hojas de la foliacién y esta variedad la designaremos por My, la cual es
p-gimensiona.l, pudiendo considerarse como subvariedad regularmente embe-
bida en M.
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DEFINICION 1.2: CURVAS VERTICAL Y HORIZONTAL. — Una curva
o: [0,1] ——— M es vertical si su vector tangente o' (f) & L.

Un campo de subespacios tangentes H : x ———— H, c M,
tal que M, = F, (@ H, se dice campo horizontal de la foliacién. Una
curva o : [0,1]————— M es horizontal si o’ () &€ H, .

§ 3. — Un subgrupo del grupo lineal general

Consideremos un subgrupo G del grupo lineal general GL (n, R)
formado por todas las matrices del tipo

P N -
<0 Q> &y

donde P y Q representan respectivamente p X p y ¢ X g matrices
no singulares, N es una p X ¢ matriz y O es la matriz nula.
Un subgrupo G’ de G estd formado por todas las matrices de la

forma
< P 0 .2
1.2
o @ >
Otro subgrupo K de G es el que sus elementos tienen la forma
E, N
(1.3)
0 E,

donde E, y E, son p X p y g X q matrices identidad.
Observemos que también forman un subgrupo de GL (n, R) las

matrices de la forma
< N Q >

Notaremos a este subgrupo por G*.
Del mismo modo K*, subgrupo de G*, esta integrado por las ma-

trices de la forma
(L.5)
N E,

4 — Collectanea Mathematica
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§ 4. — Entornos lanos

Un punto z e M lo representamos por z = (x, y), donde
%= (x1,..., x?), y = (y1, ..., 59).

DEFINICION 1.3: ENTORNOS LLANOS. — Se dicen entornos llanos
los entornos de coordenadas tales que las variedades integrales local-
mente estdn dadas por yl =¢l,...,,y"=c? y U= U, X U,, siendo
U, (U,) un entorno cibico en el p (g)-espacio euclideo.

Es posible elegir los entornos de esta forma por la existencia
del homeomorfismo local entre la variedad y el n-espacio euclideo.

Cada uno de los subespacios U, X {y}, ¥ ¢ U, se dice una placa del
entorno.

DErFINICION 1.4: FOLIACION REGULAR. — Una foliacién F se
dice regular en el punto z si existe un entorno llano de z al que corta
cada hoja a lo sumo en una placa.

Sean U y U’ dos entornos llanos del punto z, el cambio de coor-
denadas en U n U’ es de la forma

=1, .., 20, yl, .., 99

1.6
x'* = 2" (yl, ..., 99 (L.6)
por tanto la matriz del jacobiano de la transformacién serd
ax'e dx'®
Py oxt o«
0 ox'*
0x’

§ 5. — Aplicacion de foliacion

Sea 0 una relacién de equivalencia sobre un conjunto M, p una
relacién de equivalencia sobre un conjunto M’, ¢ una aplicacién de
M en M'. Se dice que ¢ es compatible con 6 y y si la relacién

% =% (mod. 0) implica ¢ (x) = ¢ (x') (mod. ).
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Nosotros diremos que ¢ es tofalmente compatible con 6 y  si:
1). —x =« (mod. 6) implica ¢(x) = ¢(x) (mod. p).
2). —x==« (mod. 6) implica ¢ (%)== ¢(x') (mod. y).

DEFINICION 1.5: APLICACION DE FOLIACION. — Sean 6 y y sis-
temas diferenciales de PFAFF completamente integrables sobre las

variedades diferenciables M y M’. Sean =, : M ——— M/6,
m, 1 M’ M'[y, ¢ una aplicacién diferenciable de M en
M'. ¢ es una aplicacién de foliacién si existe @ : M/ ————— M'/¢

tal que el diagrama

o Ty (1.8)

es conmutativo 6 equivalentemente
s (0:) € Yoo (1.9)

Observemos que seguin esta definicién la correspondencia hoja
en hoja puede aplicar todas las hojas de la foliacién 6 en una tnica
hoja de la foliacién y. Si ¢ es totalmente compatible con 6§ y y la
correspondencia es hojas distintas en hojas distintas.

§ 6. — Aplicaciones distinguidas

Identifiquemos el espacio euclideo R* al producto R? X R?,
sea w : R* ————— R? la proyeccién sobre el primer factor. Sa-
bemos (Vid. Cap. I, § 4) que en una transformacién de coordenadas
se verifica x'% = x'*(y1, ..., ) y por tanto, define un homeomorfismo
local de R?. Sean h; : U, ————— M, U, abiertos de R*, veri-
ficando:

1). — Las imégenes %, (U;) forman un recubrimiento abierto de M.

23
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2). — Los cambios de las cartas #,~1h; son homeomorfismos
locales de R* y localmente, en un cambio de coordenadas, se trans-
forman segin (I.7), es decir, de igual forma que en la foliacién.

Las aplicaciones continuas f de abiertos de M en R? que son
localmente de la forma m#k,~! se llaman aplicaciones distinguidas
de F y verifican las propiedades:

). —f: V;
2). — Una aplicacién f de un abierto U c M en R? es dis-
tinguida si y s6lo si para cualquier otra aplicacién distinguida

fi:Vi————— R1, ze U c V;, existe un homeomorfismo local %
de R? tal que f= Af; en el entorno de z.

R¢ forman un recubrimiento de M.

Las aplicaciones distinguidas caracterizan completamente la es-
tructura foliada F de la variedad M.

§ 7. — Aplicacion de descomposicion,

DEFINICION 1.6: APLICACION DE DESCOMPOSICION. — Una apli-
cacién diferenciable. ¢ : M ————— B (siendo M variedad foliada
y B variedad diferenciable), se dice de descomposicién para la fo-
liacién si:

1). — Es sumersién

2). — L= ¢,71(0)

3). — Dim B 4+ Dim L = Dim M

Tal aplicacién de descomposicién no existe siempre global-
mente pero si localmente, entendiendo por tal una aplicacién
¢y : U ———— By, siendo U un abierto contenido en M.

La existencia de aplicacién de descomposicién local en las folia-
ciones también estd asegurada por la existencia de las aplicaciones
distinguidas.

Que haya aplicacién de descomposicién local sobre otra variedad
By no implica que exista sobre algtin subconjunto de M/F, pues
M|F puede no ser variedad. No obstante, existe siempre una apli-
cacién zgp: M M|F, considerando M/F como espacio
topoldgico.
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§ 8. — Relacion localmente semejante

DEFINICION 1.7: RELACION LOCALMENTE SEMEJANTE. — Sean
M y N variedades diferenciables, x e M, y e N ysea ¢ : M — N
un morfismo tal que ¢ (x) =y, m = Dim M, n= Dim N. Sean M’y
N’ variedades diferenciables, ' e M’, ' e N’ y sea ¢’ : M’ N’
un morfismo tal que ¢’ (x') = y'; entonces (M, N, %, y, ¢) es local-
mente semejante a (M’, N', ', ¥’, ¢') si existen entornos abiertos U de
%, Vdey, U dex’, V' de Y’y difeomorfismos locales g : U — U’
v h:V ——— V' tales que:

). —¢McV vy U)WV
2). —g(x) =« y o h(y)=y

3). — El siguiente diagrama es conmutativo.

h

73

La relacién localmente semejante la designaremos mediante
el signo 5 (*%).

(**) La definiciéon de la relacién localmente semejante sigue cumplién-
dose si U’y V' se sustituyen por espacios lineales, en cuyo caso ¢’ es una apli-
caci6én lineal, haciendo ¥’ =0 e y' = 0.




Caritruro II

ESTRUCTURAS CASI-PRODUCTO Y TIPOS DE METRICA

§ 1. — Espacios tangente y cotangente en un punto de una variedad
de RIEMANN foliada.

Sobre la variedad foliada M consideremos un entorno llano U,
del punto z. En este punto las coordenadas estan dadas por (x1, ..., x?

v, ..., 99).

La referencia natural del espacio tangente viene dada por:
(6/ox1, d]dx2, ..., dfoxt, 8]dyl, 0]0y2, ..., 8]0y9)
siendo la base dual de la forma:
(@x1, ..., dxP, dyl, ..., dy9).

Una base del espacio tangente en cada punto se obtiene también
completando los p campos de vectores d/dx* con ¢ campos X,, com-
binacién lineal de /0 x* y 9/d y*, los cuales serdn de la forma :

X, = d/oy* — I'y, 0]0 x* (I1.1)
es decir, la base serd
(/041 ..., 0]0x?, X4, ..., X)) (IL.2)
La matriz del cambio de base de la referencia natural a la de la
forma (II.2) es
E, 0
e K* (IL.3)
—I E,

Una base dual para el espacio cotangente se obtiene completando
(@y1, ..., dy?) con p 1-formas combinaciones lineales de dx* y dy*

0 = dx* + I'ydy* (I11.4)
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y la matriz del cambio de base es ahora de la forma

E, I
< > e K (IL.5)
0 E,

Por tanto, en un sistema de coordenadas (x% y*) una referencia
del espacio tangente estd dada por (*):

X, = 0,; Xuzau_-r:aa

escribiendo 9, = d/dx%, 8, = d/0y*.

§ 2. — Transformaciones infinitesimales de foliacién y campos de
vectores bdsicos

Sean: Y un campo vectorial perteneciente a F y X un campo
vectorial sobre M.

DEFINICION 2.1: TRANSFORMACION INFINITESIMAL DE FOLIA-
CION. — Un campo vectorial X es una transformacion infinitesimal
de foliacion st y sdlo si

LY =[X, Y]&F
X

donde L rvepresenta la derivada de LIE respecto al campo X.
X

DEFINICION 2.2: CAMPO VECTORIAL BASICO. — Un campo de
vectores

Y =&X,, ta que &= &y, .., (I1.6)

estd bien definido sobre la variedad foliada M y se dice um campo de
vectores bdsicos.

El conjunto de campos de vectores bésicos lo representaremos
por B’y en cada punto constituye un subespacio vectorial de H.

PROPOSIGION 2.1. — Un campo vectorial X ¢ H es una transfor-
macién nfinitesimal si y sélo si es bdsico.
Para la demostracién, Vid. (16).

(*) Que exista globalmente esta referencia es consecuencia de la existencia
de una seccién global en el espacio fibrado asociado principal. (16)
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§ 3. — Subespacio ortogonal al espacio tangente a una hoja

En una variedad de RIEMANN foliada con métrica
ds? = gay (%, y) Ax"Ax® + 280, (%, y) dx"dY* + 8wy (%, ) dy*dy”  (IL7)
segun (II.4), ds2 se puede escribir en la forma

ds? = (0 — I'edy") ga (00 — I'dy?) +
+ 285 (0® — Thdy*) dy® + g dy*dy’ = g40°0° + G, dy*dy® (IL8)

donde Guv = 8Buwv + 8ab F: FZ

Como |gu,| 7# 0 se sigue |Gy,| # 0. Puesto que g = g (%, V) ¥
I'; = I'y (x, y), en general G,, = G,, (%, y).

Sea M una variedad de RIEMANN con métrica (II.7), siendo
(6a, 0,) la base natural del espacio tangente y (X, X,) otra base
del mismo espacio, X, es ortogonal a X, si

N y 0) 0
XﬂX“—<7a;:—F"a7b)a—ﬂ—

a8 90 » 6 0 b
9y 9x° — L 9xb oxe BT I'igs=0
Asi, pues, las ecuaciones
8auw = Fzgab (11'9)

determinan la ortogonalidad de los subespacios F y H y las funciones
I'} estan definidas de esta forma.

§ 4. — Estructura casi-producto
DEFINICION 2.3: ESTRUCTURA CASI-PRODUCTO. — Una variedad
M tiene estructura casi-producto (P, Q) si existen homomorfismos

P, Q:T(M)— T (M), tales que

T (M) = PT (M) ® QT (M).
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Si X;eT (M) entonces X; A X3 A ... A X, es una suma de tér-
minos cada uno de los cuales es el producto exterior de » campos
PX;y s campos QX,, (r + s = k).

Sean w® y o* l-formas. Decimos que w® y o* son (1, P) y
(1, Q)-formas si son duales de campos vectoriales en Py Q respectiva-
mente. Del mismo modo podemos hablar de (», P) y (s, Q)-formas de
grados 7 y s respectivamente, duales de campos tensoriales en P y Q.

En general, una k-forma « es el producto exterior de una (r, P)-
forma con una (s, Q)-forma:

0= Aiyiyiyitieey O A oo A @F A 0frst A LA ofrse. (I110)

Consideremos o del tipo (7, s).

PROPOSICION 2.2. — La diferencial de una k-forma « del tipo (7, s)
es una suma de (B -+ 1)-formas de los tipos (v + 1,s), (r,s + 1), (r + 2,
s—1)y (r—1, s+ 2).

DEMOSTRACION., —
da=dd;. N\ ot A\ .. \ o Ay iy, o A
A e Adoba Ao A @lrve A= iy ivigiaiye, @A
A oo A O A LA d @i A A o, (Ir.11)

Efectuando en el espacio cotangente en funcién de las diferencia-
les el cambio de base

wie = Al dxiv 4+ BY dyi (IT.12)

wiv = Cirdxis 4 D dyi (I1.13)
6 equivalentemente

dxis = A'? w's + B} wi (IL.14)

dyiv = C'}* @' + D'i* s (I1.15)

Diferenciando (1I.12) y (II.13) y efectuando operaciones, se deduce

d wie = dA \ dxis + dBi A\ dyiv =

b

M dxis N dxie + Mo, dxis A\ dy'v + M, dyv A dyi (I1.16)
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Sustituyendo dx* y dy's por sus expresiones (II.14) y (IL.15)
y asociando términos semejantes se obtiene

dws = Nio;, s A wic + Niz; v \ o'+ N oiv A o (IL17)

Anilogamente
d wv = Ni¥y o A\ wic + N,’:;’,-u w® A\ o'+ N:::iw wv A\ o' (I1.18)

Puesto que

dAil"'ir".r+l---1.rn = %}' dx"ﬂ + oa/-iy_'“ dy’iu =

bu

6/1 ra u_’a i 6/1 “ae riy tw 3 _
——W(A,,,wb—l—B,"w)—{— 5y (C"i* ws + D' whv) =
= L; w«+ L;, o' (IL.19)

Sustituyendo (II.17), (I1.18) y (II.19), en (IL.11), se deduce

do = Bi iy .iy.iy,, O N 0% A o \ @t A A @i
+ Biiroi,iye, O N 0 A LA @ A @A A @
F Biy iy ripatiyeyiniy, O A o A @t A ot A LA @t A e A f

F Biiyiripipatipeey @7 A @ A 0t A\ A 0 A @it A LA @t
(I1.20)

Asi, pues, el operador diferencial d: T\, (M) —————— Ty, (M)
se puede descomponer en

d=ds+di +d} + d} (IL.21)

donde d3, di, d] y d3, son, respectivamente, de los tipos (r + 2, s — 1),
r+1s), rns+1)y (r—1s+2).

De una manera abstracta, para un » y un s fijos definimos 7, , «
como la suma de todos aquellos términos teniendo fijos los sub-
indices » y s. =, es, por tanto, un operador proyeccién de
T,, (M) ———— T, (M).

El tipo de descomposicién de formas diferenciales induce una
descomposicién sobre la derivada exterior d mediante la férmula

(na,u d) o = Zr,s Ty ta,stu dﬂr,s (1122)
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Entonces, con nuestras notaciones anteriores
751!0 d == d{ ; noyl d == d’l’, ﬂzy__l d = dﬁ; 75__1’2 d == dg (II.23)

Si M es una variedad foliada, entonces w™ = dy™ y en la des-
composicién (I1.21) 43 = 0 (Vid. Cap. IV, § 1).
Como d? = 0 se tiene

(@) = dsdi + dids = d3 i + (di)* + di ds =
= d3d5 + didf + didi + A3 = A3 i + ddf =
= djdi+ (&) + di dj = (d3)? = (I1.24)

siendo éstos los 1inicos términos obtenidos en 42 de O6rdenes
r+4s—2), +3 s—1),+2,9),+1,s+1), (r, s+ 2),
r—1,s+3)y (r—2 s+ 4).

Definamos las expresiones

dp = 2d3 + dy — dj (I1.25)
dy = 243 + di — & (11.26)
de T, (M) — T,,, (M), cumpliendo:

1). — ¢eC(M), XeT (M) entonces (dpd) X = (PX)4;
{(do ¢) X = (@ X) 6.

2). —Si ¢eC(M), (dpd+ddp)¢=0
{dod + ddy) ¢ = 0.

3. =Si deT, (M), yeT" (M), dp(d A¥)=dpd Ay +
F(=1ydAdpy; {do(dAw) =dod Ay + (— 1) ¢ A dow}.

Observemos que d = dp 4 dy. Utilizando las relaciones (II.24)
dp = (d1)> + (@i df + di di) + (d))> = dj (I1.27)
LEMA 2.1. —dp =d3 =0 siy sélo si

d=di+di; esdecir dy=d5=0 y dp=di dy=dj.
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DEMOSTRACION. —

d} = a3 = 0= (d? + didf + i dj + d?) =
= (i +d) @+ ) == d=dj +d] ==

Reciprocamente
d=di+dif «== & =0 == d* + (@' & + didi) +
+d2=0 == d}=di = 0.

§ 5. — Estructura casi-producto integrable
LEMA 2.2, — d} = dé = 0 es condicion necesaria y suficiente para
que las distribuciones P y Q de la estructura casi-producto sean com-
pletamente integrables.
DEMOSTRACION. — Sean X, e Y, campos de vectores pertene-
cientes a PT (M) y X,, Y, pertenecientes a QT (M).
(X, Ypl=2Z2,+ Z,, donde Z,eP, Z,eQ
(X, Y] =2Z,+2Z, con Z,eP, Z;&Q.

Para que las distribuciones sean integrables se ha de verificar

Z,=0y Z,=0.
Por la definicién de dp y dp,

(@p ) (QX) =0;  (dp¢) (PX) = (PX)¢;
(o @) (PX)=0;  (dod) (QX) = (QX)¢

donde ¢ es una funcién sobre M.
Partiendo de la relacién entre el producto corchete y la diferencial

exterior, podemos escribir

2454 (X, Y,) =X, {do ¢ (V) — Y do ¢ (Xp)} —do ¢ [X,, Y] (I1.28)

Si suponemos dé = 0 se sigue

do ¢ [ Xy, Yp] = X, (0) — Y, (0)
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Por otra parte

do $[Xp, Yyl = (do $) (£, + Z)) = Z,(4) = 0

por tanto [X,, Y,] ¢ P. Andlogamente se probaria [X,, Y, ] Q.

Reciprocamente, si el producto corchete de dos campos de vecto-
res pertenece a P, entonces dy ¢ [ X, Y,] = 0; Como (dy ¢) (PX) =0,
se sigue (dg #) (Xp, Y,) =0, esto es, dé = 0. De forma aniloga dz =0.

Sea M una variedad de RIEMANN, como sabemos 7 (M) se puede
descomponer en la suma directa de PT (M) © QT (M). Segun que las
distribuciones PT (M) 6 QT (M) sean involutivas 6 no, pueden darse
los siguientes casos:

1) PT(M) y QT (M) son dos distribuciones complementarias
no involutivas. (Estructura casi-producto no integrable).

2) La distribucién PT (M) esinvolutiva y QT (M) no involutiva,
obtenemos asi sobre M una estructura foliada cuyas hojas son las va-
riedades integrales de PT (M).

3) Si las distribuciones PT (M) y QT (M) son ambas involuti-
vas, obtenemos dos familias de subvariedades integrales complemen-
tarias y la variedad se dice que tiene estructura casi-producto inte-
grable, en cuyo caso obtenemos una estructura producto local (31).

§ 6. — Tipos de métrica. Propiedades

Sea M una variedad de RIEMANN, g;; las componentes del tensor
métrico, respecto a la referencia natural, M admite una métrica de
la forma

aAs2 =gy, (x, y)dx*Ax* 4+ g, (¥, y) dx*dy* + g,y (x, y) dy*dy® (11.29)

Si M es una variedad foliada, la métrica (II.29) es reducible a la
forma (II.8).

ds? =gy (x, y) 0°0° + Gy (v, y) dydy”

DEFINICION 2.4: METRICA CASI-FIBRADA. — Una métrica casi-
fibrada sobre una variedad foliada es aquella que tiene la representacion
local

ads? = gg (%, y) 6°0° + g () dy* dy” (11.30)
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LEMA 2.3: Toda estructura casi-producto integrable admite una
métrica de la forma

ds?2 = g (%, y)dx*dx® + g,. (x, y)dy*dy® (I1.31)

y con respecto a esta métrica las distribuciones complementarias Py
son ortogonales.

DEMOSTRACION. — Es evidente, puesto que para la métrica dada
en (IL.31) g,, = 0 es condicién necesaria y suficiente para que las
distribuciones complementarias sean ortogonales.

DEFINICION 2.5: METRICA SIN TORSION. — Una estructura casi-
producto integrable admite métrica sin torsion si localmente tieme la
representacion

ds2 = gy (x) dx*dx® + g, (y) Ay  dy" (I1.32)

PRroPOSICION 2.3. — Bajo las hipdtesis del lema 2.3 los dos apar-
tados siguientes son equivalentes :

1). — El transporte paralelo por medio de la conexion inducida
por la métrica de un campo vectorial X ¢ PT (M), (Y ¢QT (M)) es
también un campo vectorial en PT (M), (QT (M)).

2). — La métrica respecto a las foliaciones P y Q es casi-fibrada.
(La demostracién es inmediata)

DEFINICION 2.6 : METRICA CASI-HAZ. — Una variedad foliada M
admite métrica casi-haz si admite métrica casi-fibrada y si las hojas
de la foliacion son subvariedades totalmente geodésicas.

Las hojas de las foliaciones P y Q de una estructura casi-producto
integrable son subespacios totalmente geodésicos (31); por tanto,
sobre la estructura casi-producto integrable la métrica casi-fibrada
es siempre casi-haz.



Carfruro III

METRICA CASI-FIBRADA

§ 1. — Equivalencias

ProPOSICION 3.1. — Las siguientes condiciones determinan la
misma métrica.

1). — La métrica es casi-fibvada (Def. 2.4).

2). — Sea U un entorno lano (Cap. I, §4), ny : U U,
la aplicacién de descomposicion local. Dos curvas cualesquiera en U
ortogonales a la hoja L con la misma proyeccion, tienen la misma
longitud.

3). — Dos wvectores ortogonales cualesquiera con la misma proyec-
cién mediante mys (los puntos base sobre la misma hoja), tienen la
misma longitud.

w

4). — Supongamos definida sobre M wuna métrica de RIEMANN
y mediante la aplicacion de descomposicion local ¢y sobre otra variedad
de RIEMANN By, el isomorfismo

éus 1 M,|F,

BUqSU(Z)

conserva el producto interior definido por las estructuras de RIEMANN
sobre estos espacios vectoriales.

5). — En cada abierto U, U c¢ M la métrica estd dada por
ds? = o; w; (w; formas ortonormales) y las formas o, son invariantes
en el sentido que proceden de 1-formas sobre By mediante la aplicacion
inducida sobre las mismas.

6). —

V ¢us X = ¢ys (V HX) (II1.1)
donde  es la derivada covaviante a lo largo de una curva y HX es el
complemento ortogonal al espacio vectorial tangente a la hoja.

7). — Cualquier geodésica ortogonal a una hoja L de una foliacién
sobre una variedad de RIEMANN es ortogonal a todas las hojas que corta.
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DEMOSTRACION. —
) ==2 y 1) == 3

Supongamos que la métrica es casi-fibrada, entonces en U, po-
demos tomar la métrica de la forma

ds? = g,, (y) dy*dy" (IIL.2)

Una curva ortogonal «(f) tiene por vector tangente

X=cX,=c 9 _ c I, 9

T f o (I11.3)

De (IIL.3) se sigue

Las funciones g;; en la referencia dada son:

0 0 0
8ab ,= W W: 8au = Wz Xu s 8w = Xu Xu (1114)

por tanto, el elemento de arco de la curva «(f) viene dado por

— " 0 uw % 0 v 0 v b 0 "
I(a () = {(c gy e I, W) (c 3y eI, 6_961’)} (I11.5)

O —x,+1% 0

Puesto que 3

%

de (III.4) y (IIL.5) se sigue

—_ % u J% a " ald a v L b a
Ha () = {( X, —c zuaxu+cruaxa)(c X, —ordl +

12
+oly %)} = (¢ X, X)) = (c* g (y))*  (IIL6)

o o\ a 0 » 0\
z{na(«(t)>}=(c"5;uc” @) ={C“0"(X“+F "a—w)(xv” 5;)} -

= {c*c' (gu + & s + g s 4 g T2 Th) } (I11.7)
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Puesto que X es un campo vectorial tangente a una curva orto-
gonal, g, = 0 y (IIL.7) se reduce a

Uy (2(t)} = {e* e (gu + i Toga) } 72 (I11.8)

(IT1.8) seria el elemento de arco de la curva my (« (f)) con la mé-
trica inducida a partir de U. Siendo la métrica casi-fibrada, podemos
modificarla para que tome la forma (II1.2). En este caso

Iil5g, =0

resultando finalmente

ey ( (0)} = (¢ ¢ guo ()12 (ITL.9)

Puesto que 7 (« (¢)) v ! {ny (« ())} tienen la misma expresidn, tienen
la misma longitud, asi como sus vectores tangentes. Por tanto, se
verifican 2) y 3).

2) == 1)

Por cada punto y ¢ U, consideremos curvas con vectores tangentes
c* 0/0y*, c* constantes. En cualquier punto ze U, U c M, ny(2) =y
existe una curva o (f), transversal, proyectdndose en un arco dado,
cuyo vector tangente X puede escribirse:

X = X, (IT1.10)

Por hipétesis, dos cualesquiera de tales curvas en puntos dife-
rentes tienen la misma longitud en un arco dado. Consideremos la
curva o (f) tal que

cl=0..,¢*=1,..,¢2=0
su longitud est4 dada por

uwm=f@mumyWWWt (L11)

0

Como (d1/dt);—y = {guu (¥ (0), ¥ (0))}¥* vy I y dl/dt son indepen-
dientes del valor de x (0)

Eure = &uu (V) (TI1.12)

5 — Collectanea Mathematica
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Sea ahora
cl=0,..,¢c¢=1,..,¢*=1,..,c¢9=0

entonces la longitud de esta curva es
t
Lo (8) =J {8 (2(0), (1) + 280 (x (@), ¥ () + &0 (x (@), ¥ )31/ at
0

y (@lfdt)i—y = {8 (% (0), ¥ (0) + 2&us (% (0), ¥ (0)) + &eo (x (0), ¥ (0))3 12

Asimismo ! y dl/dt son independientes del valor de x (0) y por
tanto, haciendo uso de (III.12) se deduce igualmente

Bur = Buv (y) (11113)

siendo la métrica casi-fibrada.

3) ==1)

Si dos curvas ortogonales tienen la misma proyeccién, también
sus vectores tangentes en los puntos correspondientes. Puesto que

los dos vectores tienen la misma longitud en cualquier par de puntos
correspondientes, las dos curvas tienen la misma longitud.

1) === 5)

Las dos expresiones para la métrica casi-fibrada son equivalentes,
ya que siendo las formas w, invariantes pasamos de una expresién
de la métrica a la otra mediante un cambio de base al poder tomar
en U, la métrica g,, (v) dy*dy".

4) «== 3)

Si demostramos que los campos de vectores X,, duales de las
formas w, (invariantes), son bésicos, entonces conservan su longitud
mediante la aplicacién de descomposicién local y por tanto se ve-
rifica 4).

Por ser w, invariante

w, = ¢ (0,) (I11.14)
donde 6, es una 1-forma sobre By, con

deu = ‘;fi,)wu 91; /\ 0w
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Ahora bien
dw, =d(¢t6,) = ¢t (d0,) =

= ¢f (%f;wu 0, A Gw) = % Sown @ A @y (II1.15)

Pero también se verifica que

dwu == I/anbu W, /\ Wy + l/zfavu W, /\ w, + 1/2fw'u Wy /\ Wy (11116)

Identificando términos correspondientes en (III.15) y (III.16),
obtenemos

fabu == 0: fuvu =0 (11117)
Sean X; #n campos de vectores duales de w;, (*) entonces:
[Xa: Xv] = favk X, = favb Xy + favu X, = favb X, (11118)

lo cual prueba que los campos X, son basicos (Vid. Prop. 2.1).
Reciprocamente, si los campos X, son bdésicos f,,, = 0. Enton-
ces (III.16) se reduce a

d w, = 1/2 fva--u 0, \ o,

lo cual prueba que las formas w, son invariantes.

5) == 6)

Sea M una variedad de RIEMANN foliada. Sio: [0,1] — M
es una curva, ¢ :¢{ ————— ¢’ (f) representa el campo vectorial
tangente a o.

Si X:t———— X (f) e My es un campo vectorial a lo largo

de o, V X ¢ M, indica la derivada covariante de X a lo largo de o.
En este apartado consideraremos referencias ortonormales. Si
Uc My w; es una base de I-formas diferenciales en el abierto U
con ds?2 = w; w; (producto simétrico), entonces existen unas tinicas
1-formas w; en U llamadas las formas de la conexién tales que

dw;, = w; \ w;; w; = — wj; (II1.19)

(*) dw; = —;fmw,/\wk es equivalente a [X X;] = fixXr solamente

cuando los campos vectoriales X; son duales de las formas w;.



68 A. M. Naveira

Recordando la definicién de derivada covariante de la compo-
nente X; de un vector X = X,¢;

v X; = dd—}f — X, w; (IT1.20)

Es bien sabido que la derivada covariante del campo X en un
punto arbitrario estd dada por

e (IT1.21)

Aplicando w; a (III.21), obtenemos (*¥*)

o (v X () = 2220 o0 ) 0, (Xiq) =
= (ﬂa(i(i)) — wi; (07 (#) w; (X (9)) (111.22)
Sea :
¢U U - BU

la aplicacién de descomposicién local compatible con la métrica casi-
fibrada sobre U ; 6, l-formas definidas sobre un subconjunto abierto
W e By con ds2=0,0, y 0, las correspondientes formas de la
conexion. Sean w; las 1-formas definidas en un abierto U ¢ M con
v (U) c¢ W, tales que o, = ¢ 0,.

Ouo = fuvw Ow; @i = gipw,; @, (HX) = 0. (IT1.23)
Partiendo de (III.23), se sigue

Guvw P = BV (fuvul) (I11.24)

Por ser la conexién de LEvI-CIvira

8uav = 8uva s Buab = Buba (11125)
Como

6, (¢ vV HX)= % 0, (v X) — 0,y (du=0’ () 0, (b= X) (II1.26)

(**) (IIL.22) sigue verificAndose para una referencia arbitraria.
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y mediante el levantamiento

w, (VHX) = dit w, (HX) — w,, (0" (¢) 0, (HX) — 0y, (0" () 0, (HX) =

= dilf w,, (HX) — Wy (O'I (t)) w, (HX) (11127)

Comparando las relaciones (II1.26) y (III.27) y puesto que

¢U*X = ¢U' (HX)’
entonces
0. (du+ (Vv HX)) = 0,(V pu+ X)

o equivalentemente

o (VHX) =V ¢pe X

lo cual prueba (III.1).
6) ==5)

En cada punto perteneciente al abierto U tomamos una base
ortonormal del espacio tangente. Las imdgenes mediante ¢y« cons-
tituyen una base del mismo espacio en By.

Por hipétesis, las métricas correspondientes en U y By verifican
(II1.1), esto es

$or (VHX) =V dppe X == 0, (V due X) = 6, (du+ (v HX))

Puesto que w, (Vv HX) es la componente de v HX en U, bajando
mediante la aplicacién de descomposicién local obtenemos

Yu (Pux (V HX)) = 0, (V du» X) (I11.28)

Como en (III.28) las componentes han de ser las mismas, se sigue
Y. = 0,, esto es

W, = ¢?} Bit (11129)

1) == 1)
Sea « una geodésica con vector inicial X, en un punto z, perte-
neciendo a un entorno llano U. Supongamos que X, es ortogonal

a la hoja L en z. Sea o' una curva ortogonal en z tal que ny (¢') es
la geodésica en sy (2) con vector tangente inicial mys X, Sea 2’



70 M. M. Naveira

un punto sobre o suficientemente cercano a z; entonces «’ es la curva
de longitud minima en U uniendo los puntos z y 2’, puesto que la
métrica es casi-fibrada.

Si o”es otra curva uniendo z y 2’ con @y (") = my (), enton-
ces «” es de longitud mayor que o', ya que en cualquier punto sus
vectores tangentes tienen las mismas componentes ortogonales y el
vector tangente a «” tiene una componente tangente a la hoja.

Si 7y (o) # 7p (@), entonces 7wy (") es mayor que my (o), asi «”
es de longitud mayor que o'. Reiterando el razonamiento se prueba
que o’ es una geodésica con vector tangente inicial X, asl o = o'

7)== 1)
Para la demostracién (Vid. (19) Teor. 5).

CororaRrIO 3.1. — Una variedad foliada M de codimension uno
admite métrica casi-fibvada si existe una métrica de RIEMANN sobre M
de forma que la distancia entre placas convenientemente préximas, me-
dida segiin trayectorias ortogonales a las hojas, es constante localmente.

DEMOSTRACION. — El corolario se sigue de la proposicién 3.1.
Basta tomar un abierto U y un homeomorfismo ¢ : U ————— S,
S ={(x1, ..., x2, 2P+, .., x"); 0 < x* < 1}, de forma que el subconjunto
de S obtenido haciendo x?+! = ¢!, ..., " = ¢? es una placa y x* = ¢*
son imagenes isométricas sobre trayectorias ortogonales, por tanto
con la misma longitud y la métrica es casi-fibrada.

§ 2 — Propiedades de las foliaciones admitiendo métrica casi-fibvada

PropoSICION 3.2. — Sobre una variedad de RIEMANN foliada M de
codimension uno con métrica casi-fibvada, si una curva o : [0,1] ——— M
es ortogonal a todas las hojas de la foliacion, entonces o es una curva
geodésica.

DEMOSTRACION. — Sea « la curva ortogonal a todas las hojas
de la foliacién y su vector tangente en cada punto X,. Sea U un en-
torno llano, my la aplicacién de descomposicién local correspon-
diente. Para todo ze U, @y (2) =y, y ¢ U, tomemos la geodésica f
pasando por el punto y tal que su vector tangente sea zysX,.
Por ser la métrica casi-fibrada, el levantamiento de f existe siempre
localmente en arcos de geodésica con vector tangente X, ; llamemos
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a esta curva o'. Puesto que «’ es ortogonal en un punto y la métrica
casi-fibrada, entonces es ortogonal en todo punto ya que la foliacién
es de codimensién uno. Por tanto o« = «'.

COROLARIO 3.2. — Sobre wuna variedad de RIEMANN foliada M
con métrica casi-fibrada, la proyeccion de una geodésica o, ortogonal
a una hoja, es una geodésica o, = ¢ (o) de By (Vid. Prop. 3.1, 4) vy,
veciprocamente, el levantamiento ortogonal de oy, st existe, es una geo-
désica.

DEMOSTRACION. — Como sabemos, la condicién necesaria y su-
ficiente para que o sea una geodésica es

vao (5 =0 (II1.30)
Por ser la métrica casi-fibrada
v (ﬁ(;* (X) = ¢U* (v HX)

siendo X un campo vectorial a lo largo de o. En particular para el
campo ¢’ () se verifica:

V pux (0 () = du+ (VH (0" (#) = ¢u= (Vo' ()  (IIL31)

Si o es geodésica, de (III.31) se sigue que ¢y= (0’(f)) es tangente a una
curva geodésica: o, = ¢y (0).

Reciprocamente, los levantamientos ortogonales de curvas en By
existen siempre localmente (4). Supongamos que existan globalmente
v sea g, una curva geodésica. Utilizando el razonamiento anterior
se sigue que ¢ es una curva geodésica.

CoRrOLARIO 3.3. — Sobre una variedad de RIEMANN foliada con
métrica casi-fibvada, sea o :[0,1] —————— L un arco de curva en la
hoja, X un campo vectorial ortogonal a L a lo largo de 0. X () es la
traslacion vertical de X (0) a lo largo de o st y sélo st ¢y« (V X () = 0.

DEMOSTRACION. — Por ser X un campo vectorial ortogonal en el
abierto U,

gos (X (1)) = X4

es fijo y ademds H (X (f)) = X (¢).
Siendo la métrica casi-fibrada

V s (X) = ¢ox (V (X)) = VX1 =0
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ProproSICION 3.3. — Sea M una variedad diferenciable paracom-
pacta con métrica

ds? = w; w; (IT1.32)
w; base de 1-formas ortonormales, X; sus campos vectoriales duales con
[Xe Xu] = faur X, (I11.33)

La métrica (111.32) es casi-fibvada si las matrices f,,, son hemi-simé-
tricas para cada a.

DEMOSTRACION. — Puesto que [X," X,] = f... X, ¥y la base es
ortonormal

dw, = 1/2f, 0, \ o, (I11.34)

Sea ¢ : (4, p) — o4, pc M; 0< 4 u<1 una super-

ficie tal que para A fijo, u — o (4, p) es una curva vertical
y para u fijo, A————— ¢ (4, u) es una curva horizontal.

Supongamos o¢* (w;) = 4, (A, w)d 2+ B; (A, wdu (I11.35)

siendo A;X;(B;X;) el campo vectorial tangente a la curva
A————o(d, u); (4 — o (4, u)). Por tanto

A,=0, B,=0 (II1.36)

Sustituyendo (III1.35) en (III.34) y diferenciando obtenemos :
do* (@) = 12 (0 (A W) o* (@) A o*(w)  (II137)
0

Aidu/\dl—l—%Bidl/\dy:

0 p
= 1/2fis; (0 (A, p)(A;dA+ B;du) \ (4,44 + B,d p)
esto es
d d
B_,u A; — 37 B; = fii (0 (4, p)) Bj 4, (II1.38)

en particular

2 B, =fuu(o(A p)B, A4, (I1L.39)
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Para que la métrica sea casi-fibrada, basta probar que

G,
6—). BuBu - 0

ya que la longitud de un vector horizontal. estd dada por:
B:« Xu' Bu Xu = Bu Bu
De (II1.39) se deduce

0 0
-87 Bu Bu =2 Bu (’7‘_2,

Bu =2 Buf:ru BvAa =—2 Bu favu BvAa
Pero B,fi, B. =0 si fu, + fae =0 para cada a. Por tanto,
la métrica es casi-fibrada.

§ 3. — Métrica casi-haz. Propiedades

Sea B (M) el conjunto de campos vectoriales formado por la suma
de todos los campos tangentes a las variedades integrales de la fo-
liacién y por los campos de vectores bésicos.

Puesto que ¢« X, =0 v ¢+ (X,), = v+ (X)), siendo X, ba-
sico; B (M) es el conjunto de campos vectoriales tales que su proyec-
cién mediante ¢y« se conserva. Asimismo, B (M) es el conjunto de
transformaciones infinitesimales de foliacién sobre M. (Vid. prop. 2.1)

Tenemos asi definido un homomorfismo

Wy : B (M) ————— T (By)

en cada U, siendo el nticleo de este homomorfismo en cada punto el
espacio tangente a la hoja.

PRrOPOSICION 3.4. — El conjunto de transformaciones infinitesima-
les de foliacion, B (M), es una subdlgebrva del digebra T (M) y la sub-
dlgebra F de los campos vectoriales tangentes a las hojas es un ideal
de B (M).

DEMOSTRACION. — B (M) es una subdlgebra de los campos de
vectores si:

1). — X, X' ¢ F==[X, X'] ¢ F.
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2). — XeF, Y basico == [X, Y] ¢F.

3). =Y, Y basicos == [Y, Vi=X+ 7 donde XeF y Z
es bdsico.

1) Se sigue de forma inmediata por ser I foliacién.

2) Se verifica siendo Y una transformacién infinitesimal de fo-
liacién (Vid. prop. 2.1).
) Y=¢&¢X, Y=rX
{}r, 1'/J — {Eu X"’ 771’ Xvi — Eu Xu (),]1. Xv) . 771.' Xv (Eu Xu) —
=&X, 7 X, — (X, &) X, + &9 X, X,,] (II1.40)
I.os dos primeros campos de (II1.40) son bésicos, ya que
X{l 7]1: = Xb Su =

Teniendo en cuenta (II.1)

(X, X,]=1006,—T%6, 6, — I 8] =

= (8, — I'3 8,) (3, — I 8) — (8, — I'a 8) (8, — I'5 8,) =

= 0,0, — 0, (I'n ) — I's 8,0, + I's 0,(I"% 8,) —

— 8,0, + 0, (% 8a) + I 0,0, — Iy 8, (I') 8,) =

= —(8,1%) 8 — I 0,0, — T't 0,0, + I's (8, 1's) 6, +

+ Iy I 040y + (8, 175) 00 + 150, 0, + 17400, 0, —

— T (8, T2) 6, — I T2 8,0, = (s 8,1 — 8,1%) & +

+ (0T —T% 0, T%) 80 + T [y, 0] + I3[0y, 0] +

4 IS8, 0] = b dy + 208, (I11.41)
donde

=10, I — 8,1 v at=0,—To, It (111.42)
por tanto, [X,, X,] ¢ F, lo cual demuestra 3).
Es inmediato que F es un ideal de B (M).

PropPoSICION 3.5. — Supongamos M metrizable con la métrica
ds?2 = w;m;. Si existen q campos X, bdsicos independientes ortonor-
males, entonces la métrica es casi-fibrada.
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DEMOSTRACION. — Si los campos X, son bésicos y ortonormales,
son transformaciones infinitesimales de foliacién (Prop. 2.1) y las
formas duales w, son invariantes (Prop. 3.1), por tanto la métrica
es casi-fibrada.

Siendo w; una base de formas diferenciales ortonormales duales

1 e
de los campos X;, con d w; = 3 Siri @i \ ©p, for hemisimétrica para

cada a y [F, H] ¢ H, HERMANN (9) demostré que sobre la variedad
foliada M con métrica ds2 = o, w; entonces ésta es casi-haz. La
proposicién siguiente nos conduce a los mismos resultados, utili-
zando elementos diferentes.

PROPOSICION 3.6. — St sobre la variedad foliada M tenemos de-
finida una métrica ds?2 = o, w;, st los campos de vectores X, son bdsicos,
st las matrices f,, son hemi-simétricas pava cada w y si las hojas de
la foliacion son comexas, entonces la métrica es casi-haz.

DEMOSTRACION. — Segin la proposicién (3.5) la métrica sobre M
es casi-fibrada. Veamos que las hojas de la foliacién son subespa-
cios totalmente geodésicos.

Supongamos X; campos de vectores duales de las formas orto-
normales w;, [X;, X;] = f; X, donde f;, son funciones sobre M,
entonces

dw, = 1/2 fi, w; \ ). (111.43)

Siendo w;; las correspondientes 1-formas de la conexién asociada

wj + w;; =0 (II1.44)
wij = hijy, (111.45)
Se deduce
hije = 112 (fris — fiie + Siri)- (I11.46)
Sie:[0,1] — L es una curva verticaly X : ¢ — X

es un campo vectorial a lo largo de o, se cumple

o (7 X () = 3

w0y (VX) = — hya (o' (£)) 05 (6" (£)) 00, (X (2))
h‘uab - 1/2 (fbau - fzmb + fubu) (11147)

w; (X () — hijp (0" (£) oy (0" (2)) o (X (2))
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foaw = 0 por ser la distribucién iuvolutiva y f,, — fuw = 0 por
hipétesis. Por tanto 4,, = 0 lo cual implica w, (v X) = 0, por tanto
las hojas de la foliacién son subvariedades totalmente geodésicas,
siendo la métrica casi-haz.

§ 4. — Foliaciones métricas cervadas

DEFINICION 3.1: FOLIACION METRICA CERRADA. — La foliacién F
es una foliacion métrica cerrada si la métrica es casi-fibvada vy si las
hojas son subvariedades cerradas.

En una foliacién métrica cerrada y completa, puesto que el limite
de toda sucesién de puntos sobre una hoja L pertenece a la hoja, la
distancia entre hojas se conserva globalmente.

Para cada subconjunto abierto de M/F tenemos definida una
métrica inducida a partir de la casi-fibrada en M. Para tener asegu-
rada una tinica métrica en M/F es necesario que la foliacién sea mé-
trica cerrada completa.

Sabemos que una foliacién F sobre M es regular si y sélo si existe
una aplicacién de descomposicién global de M en otra variedad B.
Puesto que la traslacién de vectores horizontales a lo largo de curvas
cerradas verticales es la identidad para todos los caminos, el grupo
de holonomia de las foliaciones regulares es la identidad.

HERMANN (10) probé que la foliacién F es regular si las hojas de
la foliacién son cerradas, la métrica casi-fibrada y completa y el grupo
de holonomia la identidad.

CoroLARIO 3.4. — Si sobre la variedad M tememos definida una
foliacion métrica cerrada y completa, si las hojas de la foliacién som
simplemente conexas, entonces la foliacion es regular.

DEMOSTRACION. — Si las hojas son simplemente conexas cual-
quier camino cerrado sobre una hoja es hométopo a cero. Puesto
que el grupo de holonomia de una hoja, como se sabe, se obtiene
mediante una representacién del primer grupo de homotopia, se
sigue que G (L) es la identidad. Como las hojas son cerradas y la mé-
trica casi-fibrada podemos aplicar el teorema de HERMANN (10) y la
foliacién por tanto es regular.



Cariruro 1V

FORMAS CASI-BASE

§ 1. — Relacién entre operadores difevenciales
Para una (s, Q)-forma o = oy, 0" A ... A 0% se tiene
do=doy .uy N O oo A 0% = oty _u,adx® \ O A L A O%
F Cugsgo 07 A TN A O = g ,a 00— T 0°) A O A
A e A 0% oty a0 00N 0N A O =
= 0"y upa A OUA o N O — T30 0y uya A O A o A G4
4 0%ty oy NOA o ANO%=(0— 0 4 ") (Iv.1)

donde
Oa=0" A\ tuy.u, a0 A\ ... \ 0% (Iv.2)
— = —T50° N\ Gy a0 A oo A O (Iv.3)
0" = 0" A\ Gy 00N o A O (IV.4)

Por otra parte de (I1.20) observamos que son nulos los términos
- del tipo (r+ 2, s — 1)y (r —1, s+ 2) ya que en una variedad
foliada 6% = dy*. Por tanto, resulta

do = o'-ul...u,,,u.ea A G A o A O
+ (“ul...u,,'v_ FZ au;...u,,a) v /\ O /\ /\ 0 = d'a + a’a. (IV.S)

donde
A o= Ouy..u,a0® N\ O A ... A O (IV.6)

A" = (Ouy.uyo — L5 Cuguga) 67 A 01N\ ol A O (IV.7)
De (I1.23) se sigue
mod=d 'y @, d=ad" (IV.8)
Comparando (IV.1) y (IV.5) se deduce

=0 y d=0—09 (IV.9)
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§ 2. — Hojas holonémicas
Para una variedad foliada M, la referencia llana del espacio
cotangente es tal que
0r = dy”
y por tanto:
abr =ddyr =0

Consideremos la forma diferencial general « de grado ¢ =7 + s.

o® = aa;...a,.,ul.‘.u,eul /\ /\ eu,/\ d}’"‘ /\ /\ dy“‘

En la expresion de da sélo aparecen términos de los tipos
*+1,9), (r, s+ 1)y (r—1, s+ 2), ya que los del tipo (r 4 2,
s — 1) son nulos.

De (I1.20) obtenemos

o= tay.oay i a G20 A O A o A O A dym A A dy
+ Gagugu @Y N 0N o A AV o, 00 A A a6« A ... A\
/\ far /\ dyul /\ /\ dyu,.

Sustituyendo dx° y d 0% por sus expresiones y agrupando términos
se encuentra finalmente

do = a“al...arul...us /\ fu /\ /\ 0ar /\ dy"l /\ /\ dy“' +
"|_ (.3— Xay ... ug _bglaal...a...a,,ul..‘u, sz) /\ 6 /\ /\ 6 /\

Ay A e Ay B (= D g 0 A A

AGTeN o A B A dys A . A dye. (IV.10)
donde
Y=g —0=0"—20 (Iv.11)

€ I'* = Q% es una (2, Q)-forma, puesto que I'* es una (1, Q)-forma

y 0" — &' es del tipo (7, s 4 1).
En la base de las (2, Q)-formas £° se puede expresar

Q= 1/2R5,6° A 6 (IV.12)
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donde
Ry, =0,T% — 0,T% + (8, %) Ty, — (3, T%) T, (IV.13)
DeFINICION 4.1: Hojas HOLONOMICAS. — Las hojas de una va-

riedad foliada M son holonémicas si v sélo si la distribucién H es com-
pletamente integrable.

PrOPOSICION 4.1. — Las hojas de una variedad foliada M son
holondmicas st y sélo st 2% = 0.

DEMOSTRACION, —

Q= e =g — gIe=dge — o p\ (8,7) 0% =
— 0T — N O == dfe = A O 4 Qe (IV.14)

siendo 6, una (1, Q)-forma.
Si =0 c—= (d—0I"=0 «—= dl*= ol (IV.15)

En términos de los coeficientes, la condicién necesaria y sufi-
ciente para que las hojas sean holonémicas es, pues, R, = 0.
Como 4" = d — 0, las hojas son holonémicas si y sélo si

@I =0 (IV.16)

§ 3. — Formas casi-base. Propiedades
DEFINICION 4.2: FORMA CASI-BASE. — Una (s, Q)-forma dife-

rencial
o= Oy, q AV N ... A\ Ay

se dice forma casi-base si, localmente

KLty v ttg, @ — 0 (IV17)

CorOLARIO 4.1. — Una (s, Q)-forma « es casi-base si y sdlo st
d a=0.

La demostracién es inmediata.

CoroLARIO 4.2. — Si una (s, Q)-forma o es casi-base sobre una

variedad foliada M, entonces o es localmente invariante sobre las hojas
de la foliacion.
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DEMOSTRACION. — Si « es casi-base, tiene la representacién local

K = Uy ...uy (y) dy“l A . A dy"‘
puesto que las hojas son las subvariedades integrales que satisfacen
yl:cl; _)'2:(:2;.--;3/‘]:6’7

(c* constantes), su valor es constante sobre cada placa. El reciproco
puede no ser cierto.

Definamos un operador laplaciana que aplique las formas casi-
base en si mismas. Supongamos sobre M métrica casi-fibrada, resul-
tando asi bien definidos los operadores, puesto que el factor de trans-
formacién de componentes contravariantes a covariantes es también
un coeficiente de una forma casi-base, a saber g,, (y).

La transformacién adjunta de una forma casi-base estd dada por

EY4 _ N 1..q
o'~u1 e u,l_s - 21 601 e Ug i1 oae uq_n *
1 <. <

* (Det (guo)) 12 811 .. 8747 0y ., (IV.18)

donde J es el tensor de KRONECKER.
De la misma forma que 4 : T, (M) ———— T, (M) y d res-
tringida a las formas casi-base es 4",

01 Typy (M) ———— T, (M)

es el operador que restringido a las formas casi-base define el opera-
dor ¢” dual de 4", tal que

§ o= (— )starlEr grany (IV.19)

Sobre las variedades foliadas admitiendo métrica casi-fibrada
estd bien definido un operador 4” que aplica las formas casi-base
en si mismas tal que

AII — d” 6” + 6/[ dll

§ 4. — Orientabilidad. Propiedades

DEFINICION 4.3: VARIEDAD ORIENTABTE. — Una variedad dife-
renciabte M se dice ovientable si existe un atlas (U;, ¢;) tal que todas
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las tramsformaciones ¢;- ;=1 tengan el jacobiano de signo constante
en los correspondientes abiertos U; n U;. En caso contrario se dice
variedad no orientable.

Puesto que sobre una variedad diferenciable A/ en la que estd
definida una foliacién F, los cambios de coordenadas en los correspon-
dientes entornos llanos son de la forma:

Xt = x° (x’b, )_,’7,') ; yu — },u (:\yli.')

por tanto, la definicién (4.3) es equivalente a que el jacobiano

|
|

= (IV.20)
|

tenga signo constante en las transformaciones de coordenadas.

Sea M la variedad foliada por hojas L. En el punto x, considere-
mos las orientaciones 0, de L, en un entorno distinguido U de x.
Mediante la aplicacién distinguida ¢ : ' ————— RY, las orienta-
ciones 0, son las inducidas.

Sea el conjunto E = U (x, 0,), donde 0,, como hemos dicho, son
las orientaciones de L,. La aplicacién &t : E —————— M es tal que
@ (¥, 0,) — -— x, por tanto

alx)=(x —0,) 6 =z '(x)=(x, 0) (Iv.21)
El grupo Z, = {e, 7} opera sobre E de la siguiente manera:
T (v, 0,) = (x, —0,) (IV.22)

v localmente E es un revestimiento de M formado por dos hojas.

Si U es un abierto distinguido conexo, ¢ una aplicacién distin-
guida, definimos 6, de la manera siguiente :

Sea la seccién o : U ~Ei; o(x) = (x, O4,).

Sea y otra aplicaciéon distinguida del mismo abierto definiendo 0,
y una seccién o’ tal que o’ (x) = (1, 0,,.).

Siendo U conexo, existen dos posibilidades de relacionar 6, y 6,.

0,=0, «<==> o' =0 6 Oy=—0, === ¢ =10 (IV.23)

6 — Collectanea Mathematica
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Una base de abiertos de una topologia de E estd formada por los
conjuntos o4 (U), siendo E con esta topologia un revestimiento de 34,
ya que cada x ¢ M posee un entorno U tal que la imagen reciproca
mediante 7 estd formada por dos conjuntos o, (U) y 7o, (U), ambos
disjuntos v abiertos, siendo la restriccién de la proyeccién un homeo-
mofismo. Iiste revestimiento se dice de orientacién u orientabilidad

para la foliacién.

DEFINICION 4.4 : FOLIACION ORIENTABLE. — Una foliacion F se
dice orientable si el revestimiento E es trivial.

La estructura foliada [ se levanta a E de una manera natural
y la nueva variedad foliada es siempre orientable.

En efecto, si construimos el revestimiento E’ de E sus puntos
son de la forma ((x, 8,), 0’,) y es siempre posible definir una seccién
global

¢ E~————F con o¢(x0)=(x0,),0,) (IV.24)

lo cual implica que E’ es un espacio fibrado trivial.

ProrosiciON 4.2. — Sea M una variedad diferenciable con una
estructura casi-producto (P, Q) integrable; entonces

1). — S las foliaciones Py Q son orientables, entonces la varie-
dad M es orientable.

2). — Si la variedad M v la foliacion I, (Q) son orientables, cn-
tonces la foliacion Q, (P), es orientable.

DrMosTRACION. — En el caso 1) para probar que el revestimiento
de orientabilidad para la variedad .M es trivial, basta tomar en cada
punto como orientacién del espacio tangente a la variedad el producto
de las orientaciones de las foliaciones P y Q.

2). — Es inmediato.

CorOLARIO 4.3. — Una variedad M se dice orientable si el reves-
timiento de orientabilidad E de su espacio tangente es un espacio fibvado
- trivial. .

El corolario se sigue de manera inmediata de la definicién 4.4.

Se prueba, (29), que los grupos de cohomologia respecto a d” de
las formas casi-base sobre una variedad foliada orientable con mé-
trica casi-fibrada son finitos y que Dim H" = Dim H"?-%, siendo
H"s el s-avo grupo de cohomologia de la variedad.



Carfruro V

HOLONOMIA DE LAS FOLIACIONES CON METRICA
CASI-FIBRADA

§ 1. — Holonomia de una variedad de RIEMANN fibrada

DEFINICION 5.1: VARIEDAD DE RIEMANN FIBRADA. — Una
(p + 9)-variedad de RIEMANN M se dice de RIEMANN fibrada st :

1). M tiene estructura de espacio fibrado con base B, fibra L y
grupo G, siendo B y L variedades p 'y q dimensionales respectivamente.

2). Euxiste un campo de p-planos H ortogonal al espacio tangente
a la fibva L en cada punto.

3). Sea o* una curva arbitrarvia diferenciable uniendo y e y'; vy,
y' € B, entonces o* es la proyeccion de una curva integral de H,
uniendo z ¢ L, con 2’ ¢ L, siendo z un punto arbitrario de L, (*).

PROPOSICION 5.1. — El grupo de holonomia de un espacio de
RIEMANN fibrado es la identidad si y solo si las fibvas son holonémicas.

DEMOSTRACION. — Si las hojas son holonémicas, el grupo de holo-
nomia es la identidad, véase MuTO (19).

Si el grupo de holonomia de cada fibra es la identidad, todos los
levantamientos de curvas cerradas contenidas en el espacio base son
asimismo curvas cerradas. Definamos en M un sistema de coordena-
das (1, ..., 2, y1, ..., 99), tal que tengan iguales coordenadas (v}, ..., y9)
en las fibras todos aquellos puntos que puedan unirse mediante una
curva ortogonal arbitraria contenida en un abierto U de M. Para
todo z ¢ U las subvariedades de U dadas por yl =cl, ..., y? =¢? son
las placas de una foliacién. Por tanto H es completamente integrable.

(*) La definicion 5.1 cumple todas las condiciones precisas que se necesitan
para nuestro estudio.

6* — Collectanea Mathematica
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§ 2. — Holonomia. Construccion y propiedades

Sea L una hoja de la foliacién F y m; (L, z) el grupo de POINCARE
de L con punto base z ¢ L. La holonomia de L es una representacién

$:m (L, ) ———G (V.1)

donde G es el grupo de gérmenes de difeomorfismos locales de Ry,
dejando el origen fijo. Esta representacién estd definida salvo un
automorfismo interior y la imagen mediante ¢ es el grupo de holo-
nomia de la hoja L. Una construccién del grupo de holonomia de
una hoja, siguiendo a HAEFLIGER y SACKSTEDER es la siguiente:

Sea la hoja L una subvariedad embebida en M mediante la apli-
cacién 5. Construyamos sobre L un espacio fibrado con fibra R? y sea
W un entorno de la cero-seccién y : L ————— E. Si la inmersién
t: W———— M verifica 1y = 4§, mediante la misma, las im4-
genes de las fibras de E cortan a las hojas transversalmente. Sean
x e y puntos de L, H,, H, las fibras sobre x e y respectivamente.
Sea g:[0,1]] ———— L una curva tal que g(0) =x, g(l)=y.
Construyamos un difeomorfismo de un entorno del origen en H, sobre
un entorno del origen en H,. Para ello identifiquemos la cero-sec-
ci6n y en E con L. La curva g la podemos levantar en una curva
g¥:[01]] ———— E con g*¥(0) =x*cH, y g¥(1) =y*e¢H,. La
correspondencia entre fibras es el difeomorfismo deseado para puntos
suficientemente préximos al origen sobre las fibras. Asi el conjunto
de gérmenes de aplicaciones obtenidas de esta forma es G (x, y).
Si x =y, G(» %) = G (x) coincide con la representacién del primer
grupo fundamental con punto base en x, siendo el grupo de holo-
nomia de la hoja L.

Enunciamos sin demostracién, por ser ésta bien conocida, el
siguiente

LeMA 5.1. — A cada clase de homotopia en 7, (L, z) se asocia el
mismo y unico germen de difeomorfismos locales.

Asi, pues, a cada difeomorfismo f: R? ———— R?¢ podemos
hacer corresponder un automorfismo f, : R# ———— R? obte-
nido diferenciando la aplicacién f.

Elijamos un sistema de coordenadas sobre M. E1 automorfismo f,
se expresa mediante una ¢ X ¢ matriz, estando definido el grupo de
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holonomia diferenciando el grupo de las matrices correspondientes
a los difeomorfismos de R? para todos los caminos de = (L, 2).

Representemos por 4 (z) el grupo de matrices obtenido de esta
forma. La correspondencia entre clases de homotopia de curvas con
punto base y los elementos de A (z) estd univocamente definida de la
manera siguiente :

Si H;, H, y G’ (x) son los correspondientes a H,, H, y G (x), existen
difeomorfismos locales f: H, ——— H, y g: H, H

y
de forma que para % &G (x), ' ¢ G' (¥) es conmutativo el diagrama

h

H, > H,
f £ (V.2)
H: /4 > H;

donde g = f~1si x = y.

Diferenciando los difeomorfismos f, g, 4, 4’ obtenemos las ¢ X ¢
matrices f, =S, g, =1, hy =M, hy, = M'. Asi de (V.2) se sigue
M =SM'T. Si x =y entonces M = SM’'S-1. (V.3)

El grupo A (z) define asi una conexién sobre el haz transversal
al embebimiento j.

§ 3. — Primer grupo de cohomologia singular de un espacio M con
coeficientes en un grupo G discreto — mo mecesariamente abe-
liano — vy de su revestimiento universal

Sea G un grupo no mnecesariamente abeliano con la topologia
discreta. Es posible construir el primer grupo de cohomologia de un
espacio M con coeficientes en G, (H1 (M, G)), cumpliendo:

Hi\ (M, G) = Hom (m; (M, o), G) (V.4)

donde m; (M, y,), como se sabe, es el primer grupo de homotopia
de M con punto base yy y Hom (7 (M, ¥;), G) es el conjunto de
clases de equivalencia de homomorfismos de =z (7, yy) en G salvo
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un automorfismo interior. Omitimos la construccién de H! (M, G) ya
que es semejante al caso en que G es abeliano asi como la demostra-
cién de (V.4).

PROPOSICION 5.2. — Sea M wuna variedad diferenciable, E un re-
vestimiento A-principal de M conexo por arcos, A grupo finito. St
H1 (M, R) # 0 también H! (E, R) # 0.

DEMOSTRACION. — Sea E el revestimiento A-principal de M. Est4
definida asi una sucesién exacta de grupos en general no abelianos

e ———m (E, z20) ———m (M, yo) —— A4 ———e¢ (V.5

Un camino de = (M, yo) da lugar a un levantamiento con ori-
gen zy v extremo zp = 2°8, g¢ 4.

Consideremos las cohomologias singulares de grado uno de E y
A; HY (M, G) = Hom (n; (M, o), G) = Hom (7, (M, y,), G) si G
es abeliano, pues s6lo posee un automorfismo interior: la identidad.

Mediante el functor Hom obtenemos a partir de la sucesién
exacta (V.5) la sucesién semi-exacta

Hom (7 (E, 2p), G) ~—— Hom (= (M, yo), G) —— H! (4, G) ——0
(V.6)
Si identificamos G y R en (V.6), obtenemos

Hom (71 (E, 2), R) Hom (7 (M, yo), R), —— H1(A, R) —— 0

(V.7
6 equivalentemente

HY'(E, R)«———H!'(M, R) — - H'(4, R) ———0 (V.g)
Siendo A finito, los homomortfismos ¢ : 4 ———— R forman
un subgrupo finito de R. No existiendo ninguno distinto de {0} se

sigue H1 (4, R) = 0, asi

H1(E, R) —

Hi(M, R) ——— 0 (V.9)
es decir

HY(E, R) o H'!(M, R) ysi H!(M, R)#0,
entonces HY'(E, R)#0
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Si la variedad M es no orientada, el revestimiento A-principal E
formado por dos hojas es variedad orientada, 4 = Z, y en este caso
el primer grupo de cohomologia singular del revestimiento contiene
al de la variedad.

Si ¢ e H (M, G) a cada cociclo corresponde univocamente una
clase de homomorfismos o.

Si H(¢)=Im a:(n (M, yo) ——— G), H()c G (V.10)

es un grupo y estd definido salvo un automorfismo interior. H (¢) se
llama el grupo de holonomia de la clase ¢.

Si  $+#0 entonces H(¢) # 0y asimismo ¢ =20
implica H(¢) = 0.

§ 4. — Holonomia de las foliaciones métricas cerradas

PROPOSICION 5.3. — Sea F una foliacion métrica cerrada de co-
dimension g sobre M, entonces el grupo de holonomia G (L) de cada
hoja L es finito.

Para la demostracién, véase (30).

PROPOSICION 5.4. — Sea F uma foliacion de codimension uno
sobre la variedad M admitiendo métrica casi-fibvada. Los grupos de
holonomia de las hojas son finitos y a lo sumo de orden dos si:

1). — Las hojas de la foliacion son cerradas.
2). — La variedad M es compacta.

LEMA 5.2. — Sea G el grupo de gérmenes de difeomorfismos en el
origen de R en R. Todo subgrupo H c G, finito, estd formado o por el
elemento unidad, o por el unidad y el simétrico.

La demostracién es bien conocida.

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION. — El apartado 1) se sigue
de la proposicién 5.3 de forma inmediata.

2). — En este caso la esfera de isometrias locales consta a lo sumo
de dos elementos, por tanto G (L) es a lo sumo de orden dos.

COROLARIO 5.1. — Siendo la foliacién F sobre la variedad M de
codimensién uno, la métrica casi-fibvada y las hojas de la foliacion
compactas, entonces el grupo de holonomia de cada hoja es a lo sumo
de orden dos.



Carituro VI

GENERALIZACION A LAS VARIEDADES FOLIADAS
DE ALGUNAS PROPIEDADES DE ILOS ESPACIOS
DE RIEMANN FIBRADOS

§ 1. — Correspondencia entre hojas

Sea ze M, z = (%, y). El elemento de longitud de la variedad
foliada M, como sabemos, estd dado por

ds?2 =g, (x, y)dx*dx® + 2g,, (x, v)dx*dy* + g,. (%, y) dy*dy’

el cual es reducible a la forma (II.8). Suponemos |g,| % 0, puesto
que asi estd bien determinado el elemento de longitud sobre la hoja L.
La hoja pasando por el punto z la representaremos por L (z2).

La métrica dada en M induce una correspondencia entre hojas
proximas, es decir, al punto (x%, y*) en la hoja L (z) corresponde el
punto (x* 4 dx®, y* + dy*) en la hoja L (2 + dz) cuando el vector de
componentes (dx%, dy*) es ortogonal a L (z) en el punto z. Esto es (¥)

g Ay dx’t + gpdxtdx’ + g, dx*dy" + g,,dy*dy’™” =0
Como dy* = dy'* = 0, obtenemos

adx*(gdx"% + g,,dy"") =0
asi, por tanto

gab dx' + 8av dy’v =

6 equivalentemente

dx" + I'ydy™* =0 (VL.1)

(*) La correspondencia entre hojas dentro de un abierto distinguido U ha
de ser considerada entre placas dentro del mismo abierto.
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§ 2. — Hojas paralelas

DEFINICION 6.1 : HOJAS PARALELAS. — Las hojas de una varie-
dad de RIEMANN foliada M con métrica (11.8) se dice que son paralelas
st y sélo si G, , = 0.

PROPOSICION 6.1. — Las hojas L de la variedad foliada M son
paralelas si v sélo si

gm..-,c + gbu,c FZ + gbu F:,c = 0 (VI2)

DEMOSTRACION. —

Guv = Buv + 8ay Iw;zt I’Z = Euw + 8bu Fﬁ

Guv,c = Buz,c + 8ou,c Fz + 8bu F‘IZ’,C
Por tanto

guv,c "|— gbu,crz _}" gbu I’f',c =0

si y sélo si G,,, = 0.

Como la distancia entre un par de puntos correspondientes en-
tre las hojas L(2) y L (2 4+ dz) viene dada por la expresién
ds? = G, dy*dy®, ésta es independiente de los puntos escogidos sobre
las mismas si las hojas son paralelas.

§ 3. — Hojas isométricas

PROPOSICION 6.2. — Las hojas de una foliacion métrica son sub-
variedades totalmente geodésicas st y sélo si son isométricas.

DEMOSTRACION. — Sea o : [0,1] — — L una curva vertical
y X:t————— X () e M, un campo vectorial a lo largo de o.
Utilizando (II1.22), cuya férmula nos da la derivada covariante
de un campo vectorial en funcién de los coeficientes de la conexién
asociada a la métrica de RIEMANN, podemos escribir:

o (v X () = &

50 (X (1) — T (0" () 0 (0" (9) o (X () (VI3)

donde ¢’ (¢) es un campo vectorial tangente a L, w’ una base del es-
pacio cotangente.
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Si X también es vertical a lo largo de o, entoncesl
o* (X () = w?(@ () =0 (VIL.4)
Las hojas de la foliacién son subespacios geodésicos si y sélo si

w* (v X () = 0, pero

w* (VX (#)) = % 0 (X () — I'a (0" () * (0" (7)) 0 (X (1)) —

— T2 (0" (t)) (0" () 0" (X () — I'ow (0" (1) 0° (0" (})) @* (X (f)) (VL5)
Probemos que 'z = 0 si y sélo si las hojas son isométricas.

FZb = 1/2 (gac,b + 8bc,a _gab,c) g“‘ + 1/2 (gav,b + 8bv,a _gab,v) g“” =
= 1/2(8acs + o0 — Burc) (€% + £ 1) (VL.6)
donde g7 son las componentes contravariantes del tensor métrico
g7, como

8“8ur + 88w = 04 = 0
se sigue

(8™ + & I's) g = O
Puesto que |g,;| # 0, se verificard
g +gwIl'y =0 (VL.7)

por tanto, sustituyendo (VI.7) en (VI.6), deducimos Iz = 0, que
juntamente con (VI.4) implica o* (v X (f)) = 0.

COROLARIO 6.1. — St las hojas de una foliacion métrica son iso-
métricas y paralelas, entonces la métrica es casi-haz.



Carituro VII

EJEMPLOS DE FOLIACIONES QUE ADMITEN METRICA
CASI-FIBRADA Y FOLIACIONES DE LIE

§ 1. — Espacios fibrados

ProposicION 7.1. — Todo espacio fibrado paracompacto admite mé-
trica casi-fibrada.

DEMOSTRACION. — Sea E un espacio fibrado con base M para-
compacta y proyeccién z. {V,} una cubierta de abiertos de M de
trivialidad local. Sea L la fibra tipo. Las formas casi-base sobre E
son las inducidas mediante = de las formas de M, con

U, x L=U,U, XV, (VIL1)

donde V, es un entorno coordenado en L.
Si en U, tomamos la métrica

dsty = gu (¥) dy* dy”
y suponemos L metrizable con métrica
dst = g, (%) dxrdb
en el abierto U, X V, estd bien definida de la forma
ds? = gy (x) 6°6° + g, (y) dy“ dy° (VIL.2)

Mediante una particién de la unidad en M obtenemos una métrica
casi-fibrada sobre todo E.

§ 2. — Grupo de isometrias actuando sobrve una variedad de RIEMANN

Sea M una variedad de RIEMANN sobre la que actia un grupo
de isometrias H, de forma que las 6rbitas son todas de la misma di-
mension ; estando definida asi una foliacién sobre M. % ¢ H, h sufi-
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cientemente préximo a ¢, aplica cada curva ortogonal en otra también

ortogonal con igual proyeccién y longitud, por tanto, la métrica es
casi-fibrada (Prop. 3.1).

CASO PARTICULAR. — Sea G un grupo de Lir y consideremos
las clases G/H, siendo H un subgrupo analitico de G. Esta asi defi-
nida una foliacién sobre G. Todas las hojas son difeomorfas y estin
relacionadas mediante la accién de un elemento del grupo. H actiia
entonces como un grupo de isometrias sobre G. Tomando una métrica
invariante a la derecha sobre G obtenemos una métrica casi-fibrada,
pudiendo no ser G un espacio fibrado sobre G/H (H abierto, en cuyo
caso sobre G estd definida una foliacién).

El ejemplo mds simple se obtiene tomando como G el 2-toro
y como H el subgrupo de un pardmetro determinado por una recta
pasando por el origen y de pendiente irracional.

Otros ejemplos de variedades foliadas admitiendo métrica casi-
fibrada pueden verse en (15) y (35).

§ 3. — Foliaciones de LiE

Sea G un grupo de LIiE conexo de dimensién # — p. Sean
Tpyy oo Ty una base de l-formas invariantes sobre G y suponga-
mos dn, = 1/2 ¢y, 7w, N\ m,, donde c,,, son las constantes de estruc-
tura del 4lgebra de LIE de G.

PROPOSICION 7.2. — Sea M una variedad simplemente comexa con
1-formas diferenciales o, tales que d w, = 1/2 ¢y 0, \ ©,. Entonces
existe una aplicacion ¢ : M G con ¢*(m,) = w, Esta
aplicacion es tinica salvo la multiplicacion a la izquierda por un
elemento de G.

La demostracién puede verse en (10).

DEFINICION 7.1: FOLIACION PRIMITIVA DE LIE. — Una folia-
cion F de dimension p sobve M se llama foliacion primitiva de LIE
con grupo de estructura G si existe una base de formas invariantes w,
con dw, = 1/2 Clpy 0, \ @y

Como consecuencia de la proposicién 7.2, en las foliaciones pri-
mitivas de LIE existe una aplicacién ¢ : M G, que es
una aplicacién de descomposicién global, por tanto, toda foliacién
de LiE es regular.




Variedades foliadas con métrica casi-fibrada 93

Teniendo en cuenta que todo grupo de LiE es HAUSDORFF, pro-
bemos la siguiente

ProproSICION 7.3. — Sea M wuna variedad diferenciable, conexa,
compacta v HAUSDORFF, I' una foliacién de LIk sobre M con grupo de
1ie G. Sea ¢ : M ————— G la aplicacion de descomposicion. St
M|F es compacta, si ¢~1(g) conexa pava todo g ¢ G, entonces:

1). — G es localmente difeomorfo a M|F.
2). — ¢ es sobre.

DEMOSTRACION.

1). — Siendo el rango de ¢ constante en un abierto U, (M, N, ¢)
son localmente semejantes a sus espacios tangentes y a la aplicacién
inducida en los puntos correspondientes.

Si sobre la variedad M tenemos definida una foliacién regular F,
entonces M/F es variedad diferenciable, lo cual es equivalente a dar
una aplicacién de descomposicién global de M en otra variedad B.
Si H es la subvariedad de B sobre la cual se aplica M mediante ¢,
entonces

(M, H, %, 9, §)5 (M., Hy, % 5, bs)
y
(M, M|F, x, ¥, n) E (M,, (M|F),, x, ', m,)

donde y = ¢ (). Como dos espacios vectoriales de igual dimensién
son siempre isomorfos, se sigue que

(M., H,), %, y, ¢) Z (M,, (M|F)y, %, y', m,)
Por tanto

(M, H, x, v, ) E(M, M|F, %, y', =)

Puesto que una variedad diferenciable localmente es siempre
difeomorfa a su espacio tangente, entre H y M/F, existe, pues, un
difeomorfismo local.

2). — Puesto que F es foliacién de Lig, M es simplemente conexa
(10) y G es HAUSDORFF, entonces M/F es un revestimiento de G,
por tanto 4 : M/IF —————— G es sobre. w: M M|F es
siempre sobre y ¢ = ha: M ————— G es sobre, como queria-
mos probar.
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PrOPOSICION 7.4. — Sea F una foliacion regular sobve M, si M|F
es localmente difeomorfo a G, G un grupo de 11y ¢ : M ———— G
sobre, entonces G es un grupo de transformaciones de LIE sobre M|F.

DEMOSTRACION :

1). — Para todo par g, g, ambos pertenecientes a G, existe g ¢ G
tal que g, = g1g. Si en el difeomorfismo local % a g; corresponde x;
y a g3, %5, entonces G induce una transformacién en M/F de la forma
Xy = %1 8-

2). — ILa transformacién inducida anteriormente es diferenciable,
pues si 2y &' son los difeomorfismos locales, 7% (%)) = g,; &' (x2) = g2
implican A'~1#4 diferenciable.

3). — Es asociativa dicha transformacién como se deduce de
forma inmediata del siguiente diagrama.
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