ZUR FOURIERENTWICKLUNG PLUSGEQUANTELTER
FELDOPERATOREN

Jostpr WEIER (Bonn)

Die iibliche Darstellung, eines plusgequantelten Feldoperators ¥ ist

+ ZJ% B:(y) Us (Y) e—i(yx — 0x0)

Dabei ist y = (y1, 2, 33) ein reeller 3-Vektor, und die Integration
erstreckt sich {iber den ganzen reellen 3-Raum. Ebenso sind x1, x2, x3, x0
reelle Zahlen, es ist X = (x1, %2, 3), ferner

mit einer reellen Zahl m. Der Index s durchliuft die Zahlen 1 und 2.
Bei festem y sind #, (y), s = 1, 2, die zum Eigenwert sm und v, (y),
s = 1, 2, die zum Eigenwert -im gehorigen Eigenvektoren der Matrix

2y'yr mit y4 =1 o.

Fiir alle y und s sind 4, (y) und B, (y) linears Operatoren.

Im folgenden wird eine neue Herleitung fiir die Darstellbarkeit
plusgequantelter Feldoperatoren in der obigen Form angegeben.
Unter anderem werden die komplexen 4-Vektoren #, und v, s = 1, 2,
zu einem konreten Diracquatrupel (!, ..., y4) explizit berechnet.
Eine komplexwertige Funktion f iiber dem reellen Lorentzraum L,
die sich als

fw = [F()er=am
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darstellen lisst, heisse hyperbolisch darstellbar. Dabei ist M die
3-Mannigfaltigkeit y2 4+ m2 = 0 in L. Es heisse F die hyperbolische
Fouriertransformierte von f. Die hyperbolisch darstellbaren Funk-
tionen und die Losungen von {J — m2 = 0 fallen im wesentlichen
zusammen. Welche Figenschaften der {iblichen euklidischen Fou-
riertransformierten {ibertragen sich auf die hyperbolische? Die Ana-
logie kann nicht glatt sein, da M und der euklidische 3-Raum
verschiedene Zusammenhangseigenschaften haben. Einfache Eigen-
schaften der hyperbolischen Fouriertransformierten sind unten
bewiesen.

Die nachfolgenden Uberlegungen gehoéren noch dem Teil der
Theorie an, der mathematisch gesichert ist. Die Situation in der
Nachbarschaft bezeichnet D. KASTLER schon als décourageante du
point de vue mathématique. Aber auch fiir freis Felder liegen
verschiedene Existenz- und Eindeutigkeitssitze, die immer wieder
benutzt werden, "nicht mehr im Anwendungsbereich dessen, was
bekannte Darstellungen der Fourieranalysis wie (1) bringen. Dies zei-
gen strenge Aufsitze wie (2), (3), wo mit grosserem Aufwand verhilt-
nismissig einfache Zerlegungssitze bewiesen sind.

1. LORENTZQUADRUPEI, KOMPLEXER 4-MATRIZEN

Die Cliffordalgebra C (L’) iiber dem komplexen Lorentzzraum L’
und die Algebra A der komplexen 4-Matrizen sind isomorph. Ein
natiirlicher Isomorphismus von C (L’) auf A ergibt sich wie folgt.
Sind x = (x1, %2, %3, 20) und y = (1, »2, 33, y0) Punkte aus L’, so
ist x-y = 2 x'y” — x090, Es seien dann ey, ¢, €3, ¢g die Vektoren
(1, 0,0,0),..,(0,0,0, 1), so dass also ¢,-¢, =1 fiir v =1, 2, 3 und
eo*¢g = — 1. Bedeutet \/ den Produktoperator in C (L’), so wird
C (L) von den Elementen ¢,, ¢, V e, (u <), &, \V ¢, V &, (A< u <),
e1 V ey V e3V ¢y und 1 linear aufgespannt.

Seien jetzt o1, 05, 03, die iiblichen Paulimatrizen. Setzt man dann

0 —1io 0 1E
v = ” ’ - 1) 2, 3} 0 = . )
P (i% 0 ) ’ p (zE 0 )

wobei E die zweireihige Finheitsmatrix bedeutet, soist g* 4 " ¢ =0
fir u#», und es ist (B1)2 = (22 = (B3)2= — (B9)2 = 1. Die p
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erzeugen die Algebra A. Mit 9* = g fiir v=1, 2, 3, 4= — i 0
bilden die ein Diracquadrupel: es ist y#y* -+ " p# = 2 6#* fiir alle u, ».
Durch die Zuordnung ¢, <— %, v =1, 2, 3, 0, wird C (L’) isomroph
auf A abgebildet.

2. Die EIGENWERTE HYPERBOLISCHER MATRIZEN

Die Bedeutung von f” und y” sei dieselbe wie im ersten Abschnitt.
Ist y = (y1, %2, ¥3) ein reeller 3-Vektor und w = ,(y2 + m?)!/2, so
heisse die Matrix

I'=2Xyy mit y4=+4+70

eine «hyperbolische Matrixy. Wegen f4 = iy4 ist jede hyperbolische
Matrix eine reelle Linearkombination aus den Matrizen (¥ des Lo-
rentzquadrupels (B, ..., f4).

Ses I' = Xy*y* eine hyperbolische Matrix. Mit

A= “523=1y”6,+y4E, B=i23=1y”0',+y4E
1st dann
0 4
I =
(B 0)
und
(*) AB=BA = —m2, TI?=—m2

Zum Beweis von
0 4
I'=
(2 )
braucht man nur die Definition der B’ einzusetzen. Verbleibt, (*) zu
beweisen:

AB = (y*E —iX2yc) (y*E + 12y q,)
= (VPE - (2y o) = (y2F + (2y o)
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Nun ist ¢,05 4 050, = 20,5 daher
(Zy 0,2 = 2,57y 0,05 = D5 + Zonp + Zucp = Z(y)20%
= y2E.
Dabei ist benutzt, dass

Zu<l3 + Zvaz>13 = 2a<15 + Z‘;ff>myﬂy‘z 0 Oy

=2, py*y? (0,05 + 0g0,) = 0.
Also ist

AB:y2+(iiw)2=y2_w2_—-_ — m2,
Entsprechend ist

BA = (y4E +1i2y"0,) (*E —iZy o) = (V2E — (i 2y 0,2,

woraus wie fiir 4 B folgt, dass 4 = — m2. Schliesslich ist
F2=(0 A)(O A)=(AB 0),
B 0/\B 0 0 BA
wegen A B = BA = — m? also 12 = — m2, wie behauptet.

Aus I'? = — m2 folgt:
Mt einem veellen 3-Vektor y = (y1, 32, ¥3), mit o = | (y2 + m2)1/2,
V4= 4+ 1w und I' = Xy*y* hat I'2 die charakteristische Gleichung

(A 4 m2)4 =0,
es ist also A = — m2 vierfacher Eigenwert der Matrix I'2.

Ohne die Gleichung I'2 = — m2 lisst sich dieses Ergebnis auch
so einsehen. Allgemein gilt: ist

C, 0
c— ,
(0 Cz)

und sind y, x1, x2 die charakteristischen Polynome von C, Cy, C,, so
ist y = g1 2. Danach ist

2 (%) = x(AB)y (B4).
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Weiter gilt allgemein: fiir beliebige quadratische Matrizen M,
und M, haben MM, und M, M, dasselbe charakteristische Poly-
nom. Somit

x (') = (x (4 B)).

Wegen AB = — m2E folgt hieraus nochmals die Behauptung.

Die charakteristischen Wurzeln dey Matrix I'= 2y y* mit y4= + i o,
w = (y2 + m2)V2 sind die Zahlen im und -im, deren jede die Viel-
fachheit 2 hat.

Beweis. Wegen I'2 = —m2 ist 42=1, wenn man A = (1/im) I"
setzt. Allgemein gilt: mit M” = E, 7 natiirlich, sind simtliche Wur-
zeln der Matrix M Wurzeln der Einheit. Es ist also |4 — u| =0
fiir 4 = 4 1, und sonst hat die Gleichung |4 — u| = 0 keine Wur-
zeln. Daher ist

limA —impu| =0

fiir u = &+ 1, woraus wegen im 4 = I" die Behauptung folgt.

Aussagen iiber die Wurzeln von I erhilt man auch so. Allgemein
gilt: hat M die charakteristischen Wurzeln 4, 2,, ..., so hat M" die
Wurzeln 4], 13, .... Seien jetzt [y, ..., /4 die charakteristischen Wurzeln
von I' undl 4, ..., 44 die von I'2. Dann ist also A; = (;)2, daher
B =2 ..A = (A4%=m8, somit /| ... l4 = 4 m4. Allgemein ist
die Spur einer Matrix gleich der Summe ihrer charakteristischen
Wurzeln. Wegen spur I'= 0 also J; 4 ... + 4, = 0.

3. DiE EIGENVEKTOREN HYPERBOLISCHER MATRIZEN

Wie im letzten Abschnitt bezeichne I' die Matrix X'y”y” mit
y4 = 4 tw. Mit 4 = (im)~11I ist, wie dort gezeigt, 42 = E.

Allgemein gilt: eine komplexe Matrix ist nur dann periodisch,
wenn sie zu einer Diagonalmatrix #hnlich ist und lauter Wurzeln
-+ 1 hat.

Weiter gilt: dann und nur dann ist eine komplexe n-Matrix dia-
gonalisierbar, wenn sie # linear unabhingige Eigenvektoren hat.
Also ist

A=SDS-1

mit einer Diagonalmatrix D. Dann ist aber auch

I'=tmd =S (EmD)S,
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also I' diagonalisierbar. Somit besitzt I' vier linear unabhingige
Eigenvektoren. Wir haben also gezeigt: jede hyperbolische Matrix
besitzt vier linear unabhdngige Eigenvektoren.

Weiter gilt:

Seien u, v zu verschiedenen Eigenwerten gehirvige Eigemvektoren
der hyperbolischen Matrix I'. Dann stehen u und v im Sinne

v =2ur =

aufeinander senkrecht.

E
Beweis. Mit G = Z_;y*y* und 4 = ((1)? O) ist

I'=G+io0d.
Es ist
A2=<0 E)(O E):(EE O):l.
E 0/\E 0 0 EE
Weiter ist
GZ:yZ_

Es ist namlich

(Zy*y™) (ZyryP) = Z, gy 3Py yP = 2, p+ Zpoo + Wpmp
= Z,cp)*yPy P + Zp Py Pyt + Y2
= Zocp VP yP + Py +¥2 =2

wie behauptet.

Die Matrix G ist hermitisch: Die Summe hermitischer Matrizen
ist hermitisch. Wegen

(01 0 —i 1o
=10 27\ J’ “”@-J

ist

1 — 2 — 3 =
y i > y 1 ) y 1:

1 -1 —1

Die Matrizen y1, 2, 93 sind also hermitisch. Da die Zahlen y1, y2, 3
reellen sind, ist also G hermitisch.
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Sei jetzt

I'u = (im)u, I'y = (—im)wv.

Im Sinne der Matrizenmultiplikation, also nicht im Sinne des
obigen Skalarproduktes #-v, ist dann

(Tu)T (I'v) = (—im)uT (—im)v = — m2uT v.
Andererseits ist

(W)™ (I'v) = {{(G Liwdu}" | (G Liowd)v}
=uT (T Fiod) (G Liod)v
T (G2 — (fod))v
al (y2 + w2 42) v =(y2 + y2 + m2) uT v,

I

I

Dies ist nur fiir #7 v = 0 moglich.

4. GRUNDLOSUNGEN IM VEKTORRAUM DER FELDOPERATOREN

Mit reellen Zahlen ¢, al, a2, a3, a® und a2 = X-_; (a*)2 ist
die Funktion y(x) = exp (¢2a’x*) genau dann Ldsung von
0O — m2 = 0, wenn
(1) al = -+ (aZ -+ m2)1/2.

Wegen []= Zi_; 8, d, — 0o 9 ist
(D —m)p () = {Z- (02 — (1002 — m2} p (v).

Sei erstens (1) erfiillt. Dann ist offenbar {..} = 0. Es sei zwei-
tens ¢ Losung. Dann ist {..}y(x) = 0, daher auch {..} =0, also
gilt (1). Die Bedingung (1) kann auch in
(1) a2 +m?2=0

mit a = (al, ..., a%) umgeformt werden.
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Mit reellen Zahlen {; #£0, 4, v =1, 2, 3, 0, j = 1, 2, ..., 7, mit a;
= 22_; (4)? und a; = (aj, ..., 4) seien die Vektoren a,, a,, ... linear
unabhingig. Es sei

¥ (x) = 2 exp (24;%)
eine Losung von [] — m2 = 0. Dann ist
(2) a) = 4 (a% + m2)v2 fiir alle 4.
Mit ¢, (x) = exp (2 a;x*) ist
@ —m2)p =25 {(@)? — @) —m2} g,

Zum Beweis geniigt es also zu zeigen, dass die Funktionen ¢, linear
unabhéngig sind.

Es gilt aber der Satz: die reellen Zahlen 7, ..., 7, seien paarweis
verschieden, dann sind die Funktionen exp (7;%), ..., exp (#,?) linear
unabhéngig. Verallgemeinerung dieses Resultates auf 4 Dimensionen
liefert die Unabhingigkeit der ¢;.

Seien a* und b ganze Zahlen, ferner a = 2m(al, a2, a3) und
b =2n (b, 82, b3). Mit w = , (a2 + m2)V2 und Q = . (b2 + m2)V2 sei

g (¥) — (27) 32 (2 ) ~V2gilax—o® 4 (x) = (20)~3/2 (2 )~ V2 gibx—25)

Mit )
gy = inX{Wx)-aow(x) — dop () p (%)}
0
ist dann

A3) ppy=0 fir as£b und @-py=1 fur a=D>.

Beweis. Es ist
2z

12 0- 1/2de{ e=i@x—0) (_ { Q) gibx—2:)

PY = 3 2ap '
— (1 0) e—i@x—0m?) giby—-a:)}
2n
w-12 O-1/2 . _
= =375 3 i(b—a)X pi(w—2Q) 20
2(27t)3 (-Q-I—w)JdXe e

0
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Ist a £ b, so istfdxei(b-xw — 0. Ist a=b, so ist

[dxew-ax— f ix = (2a)3,

woraus die Behauptung folgt.
Mit o = (y2 + m2)V2, y4 = i w und einem komplexen 4-Vektor u
ist

4 p ) = weireem

dann und nur dann Lisung von v* 0, + m = 0, wenn u Eigenvektor
der Matrix X y*y* 2um Eigenwert + im ist.
Beweis. Sei erstens y Losung. Dann ist

7 8,)p =1 (i) v’y + v* dap.

Wegen x4 = 7x0 und x0 = — 7x4 ist
0 0 dx0 .
42 - 2 2% _
9 0x* 0x0 dx4 ¢ 0o,
also
Oy = —100p= —i(—t0)y=1yty
also

o)y =i (=159 p.
Daher

("0, +m)y = @2y + m)p.
Nach Voraussetzung ist dies Null, also

(Eyry — im)p = 0.

Durch exp (¢ (yX — wx9)) kann man kiirzen. Also ist # Eigenvektor
zum Eigenwert im.

Zweitens sei » Eigenvektor der Matrix X'y*y” zum Eigenwert im.
Wie im ersten Falle ist wieder

(7 0,)p =i (Z-15"9") .
Dann ist

0, +m)yp = (T 'y, + m)p =i (E_iyy —im)y.
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Nach Voraussetzung ist # Eigenvektor zum FEigenwert im, also
(Zh-1yy® — im)u = O.

Somit auch (y*d, + m)y = 0, wie behauptet.
Mit y4 = — i und einem komplexen 4-Vektor v ist

(5 P (1) = veitx s

dann und nur dann Losung von y*0, 4+ m = 0, wenn v Eigenwert der
Matrix 2 vy 2um Eigenwert + im ist.
Zunichst ist wieder

(7 8,) v = Zii (69") Y’ v + y4 04,

wegen 04 = — 10y Weiter

Y404y = —iytdoy = —iyi(io)y
= 1(—10)yty = iytyty,
daher (y*8,)y = 7 (Zy—; y*") v. Der Beweis verlduft dann wie fiir (4).
Es lassen sich (4) und (5) auch so zusammenfassen.

Mit veellen Zahlen al, a2, a3, a® und einem vierkomponentigen
komplexen Vektor t ist

) P =t

dann und nur dann Liésung von y*0, + m = 0, wenn gleichzeitig (*)
und (**) gilt: (*) es ist

a0 = + (a2 4 m2)12,

wober a2 = (al)2 + (a2)2 + (a3)2 gesetzt ist; (*¥*) mit a* = — ia0 st ¢
Eigenvektor der Matrix X a*y® zum Eigenwert 4 im.

Ist ndmlich a® positiv, so liegt der Fall (5) vor. Ist a® negativ,
so ist (6) mit (4) gleichwertig, es ist dann a4 =7 (— a% =7 w.

5. FOURIERZERLEGUNG SPINORIELLER FELDOPERATOREN

Beziiglich eines festen Koordinatensystems ist das Spinorfeld o
ein vierkomponentiges Feld komplexwertiger Skalarfunktionen w,.
Man kann also p beliebig genau approximieren durch eine endliche
Summe

¢(x) =2fxT,



Zur Fourierentwicklung plusgequantelter Feldoperatoren 217

wobei die 7, konstante komplexe 4-Vektoren und die f, komplex-
wertige Skalarfunktionen sind. Verschwindet u ausserhalb einer
hinreichend grossen Vollkugel, so lassen sich die f wiederum durch
endliche Summen aus komplexen e-Funktionen beliebig genau
approximieren. Mit den Ergebnissen des letzten Abschnittes gelangt
man so zu folgendem Satz.

Jede Losung von y*0, + m = O ldsst sich in der Gestalt

1) p) =2 J 4, (5) 4, () #7*dM

M,

darstellen, wobei by (y) und t (y) filr y e M, linear unabhingige Eigen-
vektoren der Matrix X z2*y® wmit

=y fir v=1, 2, 3 24 =i, w = ,(y2 + m2)l2,

zum Eigenwert + im, fiir p e M _ linear unabhdingige Eigenvektoren
der Matrix X 2"y mit

2=y fir v=1, 2,3 #=—10

zum Eigenwert + tm sind. Umgekehrt gilt: sind die komplexwertigen
Funktionen ay und a, so gewdhlt, dass (1) existiert, so ist (1) eine
Lésung von y* 0, + m = 0.

Mit M, ist die positive und mit M _ die negative Halfte von M
bezeichnet. Geht man auf die differentialgeometrische Definition
des Flichen-integrals zuriick, so ldsst sich zeigen:

r "

o) |roras =m| D s, o),

M.,

: ‘ (dy
@) rwan=m D, — o),
Dabei ist f irgendeine komplexwertige, vektorwertige oder operator-
wertige Funktion iiber M.

Es gestattet (1) eine Reihe einfacherer Folgerungen.

Jede Losung von y* 0, + m = 0 ldsst sich in der Gestalt

3 wk= ZJ% a; (y, o)t (y, o)eyx—o

ay .
o — — — — —i(yx—ow x0)
+2J2was( y, o)t (—Y, w) et
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darstellen. Daber sind t,(y, w), s =1, 2, linear unabhingige Eigen-
vektoren der Matrix X z°y* mit

=9 fir v=1, 2, 3, =10

zum Eigenwert im, und die t,(—Yy, — w) sind linear unabhingige
Eigenvektoren der Matrix 222y zum Eigenwert — im.

Beweis. Wegen (1) und (2), (2') ist zunidchst die Darstellung

(4 (x) == ZJ% A (y, a)) ts (y, w) gi(yx—wxo)

+ ZJZ—ZU 0y, — )b (y, — o) e

moglich. Durch die Substitution y = —z wird dy = — dz, und die
Integrationsgrenzen vertauschen sich. Es ist dann

(4 (x) = ZJ d_y. a (y, w) A (y, a)) i (YX—w10)

2w

ay )
_J _ — — — —i(yx—wx0)
—i—Zszas( y, — o)t (—y, —w)e .

Der Vektor —y kommt offenbar unter den Vektoren y, wenn
diese den reellen 3-Raum durchlaufen, vor. Definitionsgemiss ist
t,(—Yy, — o) Eigenvektor der Matrix

(= y)y —ioyt

zum Eigenwert - im, also Eigenwert der Matrix X).;y"y* + { wy4
zum Eigenwert — im.

Es war a,(y) eine komplexwertige Funktion. Sei jetzt 4 (y) eine
operatorwertige Funktion.

Fiir jeden Punkt y = (y, 2, y3, y0) von M sei u(y) ein Eigen-
vektor der Matrix I' = X y*y* mit y4 = 1y0 zum Eigenwert im. Dann
1st
(4) ¥ () =JA ()¢ (y) er=aM

M

etne Liosung von "0, + m = 0.



Zur Fourierentwicklung plusgequantelter Feldoperatoren 219

Es ldsst sich (4) auch in der Gestalt

schreiben. Dabei ist

Ly, o) =uly), (=Y, —o)=02v(y),
Ay, ) =C(y), A*(—y, —w)=DJy)

gesetzt, und es bedeutet A* den zu A hermitisch konjugierten Opera-
tor. Es ist also » (y) Eigenvektor der Matrix X}_; (—,) " + (— i w) y*
zum Eigenwert - ¢m, daher Eigenvektor der Matrix X)_; y,7" + ¢ w4
zum Eigenwert — im.

Man kann auch folgendes sagen.

Fiiy jeden reellen 3-Vektor y seien u,(y), s = 1, 2, zum Eigenwert
+ im und v, (y), s =1, 2, zum Eigenwert -im gehorige linear unab-
héingige Eigenvektoren der Matrix

Zy'y mit yA=io, o= ,(y2 + m2)L2,

Es seten C, (y) und D, (y) fiir alle y und fiir s = 1, 2 lineare Ope-
ratoren. Existiert dann das Integral

O e =2 Cmu e

dy * —i(yx—wa0)
¢2J2mD (¥) vs (y) e=s0x=e),

so ist ¥ ein vierkomponentiger Feldoperator, der v’ 0, + m = 0 erfiiltt.

Umgekehrt lisst sich jede Losung von ', +m =0 in der
Gestalt (5) darstellen. In der {iblichen Terminologie sind: die C; (y)
die zu ¥ gehorigen «Fermionen-Vernichtungsoperatoren», die D, (y)
die zu ¥ gehorigen «Antifermionen-Vernichtungsoperatoren», die
C* (y), wobei wieder C* den zu C hermitisch konjugierten Operator
bedeutet, die zu ¥ gehorigen« Fermionen-Erzeugungsoperatorenn,
und die D*(y) sind die zu ¥ gehorigen «Antifermionen-Erzeugungs-
operatoreny.

Eine Verallgemeinerung von (4) ist folgende Aussage. Fiir jeden
Punkt y = (y1, 2, y3, y9) des Massenhyperboloides M seien t, (y) und
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t1 (y) und t,(y) linear unabhingige Eigenvektoven der Matrix I' = X y*y*
mit y4 = 190 zum Eigenweri im. Dann st

(6) ¥ (x) = ZJAS ()4 (3) v dM

M

etne Liosung von y* 0, +m = 0. Mit £ (y, o) =%, (y), b (—y, — o) =
= (y) und A (y, o) =C,(y), A (=Y, — ) =D;(y) ist

(6) ¥Y=2 J LY ¢ (y) u, (y) e vx—am

w

dy * —i(Xy—wx0
+2JTst(y>vs(y)e g,

Die Vektoren v, (y) sind Eigenvektoren der Matrix I" zum Eigen-
wert — im.

6. ZUM HYPERBOLISCHEN SKALARPRODUKTE

Die Differentialgleichung y" + Ay = 0 besitzt fiir jedes 4 zwei
linear unabhingige I.0sungen. Mit den Randbedingungen y (0) =
v (z) = 0 gibt es nur noch abzdhlbar viele 1, fiir die nichttriviale
Losungen existieren. Auferlegt man den Losungen # (x!, 22, x3), der
Differentialgleichung (— 4 + a) u = Eu, wobei a eine reelle Funktion

von x1, x2, 3 ist, die Randbedingung J‘ | (21, %2, x3) 2 dxl dx2dx3 < oo,
so wird sie nur noch fiir gewisse E 14sbar. Entsprechend hat die

Schrédinger-Gordon-Gleichung (g — m2) v = 0 fiir alle m I.dsungen
Fordert man dagegen y-y < o, wobei wie {iblich

gy =[dy{e@- oy () — dop @ v @)

gesetzt ist, so wird die Gleichung nur noch fiir gewisse # Il6sbar.
Anders ausgedriickt : die Frage nach den Eigenvektoren des linearen
Operators O, speziell nach den zu positiven Eigenwerten m2 geho-
"rigen Eigenvektoren wird erst nichttrivial, wenn man die Losungs-
gesamtheit durch Randbedingungen zu einem vollstindigen Vek-
torraum zusammenfasst.
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Das Integral iiber dx {g (%) dow (¥) — 8o (x) v ()} ist von der
Zeit unabhdngig, wenn @, y wie oben Losungen von 0 — m2 = 0 sind,
die ausserhalb einer himreichend grossem Vollkugel verschwinden.

Beweis. Es ist 9y f dx{.} gleich

fdx dog (%) - oy ()
+ ¢ @) 8000y (8) — 80009 3)* (>—ao p (@) G0 (x) |
=[x {p ()3 8o () — 60009 M-y (¥) }

Nun ist O = 2Z2_; 8,0, — g 8p, daher 99y = A — m2, also
oo [dxt.y=[dxlg@ -4y —do@ v @)}
Weiter ist

_(7)'3131'/’(") — 01019 (%) p (%) =01 (p (%) By (%) — 019 (%) v (v)),

fdx %)+ 01019 (%) — 81019 (%) v (%)
—ff<j Or9 (%) al’l)(x)—alm‘w(x))dxl)dxzdx3
=@ @ - @ @] D andn.

Hieraus und aus der Voraussetzung, dass ¢ und g ausserhalb
einer Vollkugel verschiwinden, folgt die Behauptung.

Der Zeitunabhingigkeit des oben genannten Integrals ent-
spricht in der elementaren Quantenmechanik die Zeitunabhingigkeit
voun (y(#), y(¢) fur die Losungen y (f) der Schrodingergleichung
Hy = — (h/i) 0,y. Der iibliche Beweis verlduft so. Es ist

V=0 [r*@) -y @)= [ ay* Oy @) di+ [y*@)- oy () ds,

wegen (Hy)* = (— (h/i) 0,y)* = (h/i) 0,p* also
% (v, 7) =j% (Hy)* @)y () at =J7* ®) (— %Hy(t)) dt

=§{j<ﬂy>*<t)-y(t) —jy*m ()}dt— (Hy, ) — (v, Hy),

woraus wegen der Hermitizitdt von H die Behauptung folgt.

16 — Collectanea Mathematica
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Lassen sich die Losungen ¢, v von 0 — m2 =0 als

¢ (x) = {d;y e op (), p(x) = j"%z e 57 Wy (2)

mit o = (y2 + m2)12 und Q (z2 + m?)12 darstellen, so ist

() [ax 178 20w 0 — 7@ v ) = @02+ [ LgrGr v,
wobei g (¥, @) much mit gy (y) bezeichnet ist.
Beweis von (*). Offenbar istjdx {o (@) dow (¥) — dog (%) w(®)}
=1 — II mit
I— deJti P ) J%’ (i Q) Wy (2),
m=[ax [ Y (o emjd—; e Wy 2),

wobei Y% = yX — wx0 und zx = zX — Q20 benutzt ist. Weiter ist

I= jJ ({dxe‘(y“z)x) g2 =) z—u or (Y) yr(2)dydz.

Bekanntlich istJJde exp ((X(y —z)) = (2#)3 6 (y — z), also

I= ()i ”My —geee Lo )y () dyde

w

v

_ (2n)3iJ%Ww (2).

Entsprechend ergibt sich, dass IT = I ist, woraus dann die Be-
hauptung folgt.
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7. U¥BER DIE WURZEL AUS m2 — 2

Sei V' der Vektorraum iiber den komplexen Zahlen bestehend
aus allen beliebig oft differenzierbaren Funktionen iiber dem reellen
3-Raum, die ausserhalb einer individuellen Vollkugel verschwinden.
Es sei V mit einem positiv definiten Skalarprodukt versehen. Wir
betten V in einen Hilbertraum W ein, in welchem ¥V dicht liegt.
Wenn der lineare Operator T = m2 — y2 auf V stetig ist, lasst er
sich itber W — V linear fortsetzen.

Die Elemente aus ¥V lassen sich beliebig gut durch endliche
Linearkombinationen von Funktionen f folgender Art approximieren :
f(x) =exp (¢yX) fiir X e F und f(X) = 0 sonst. Dabei ist F eine zu f
gehorige Vollkugel. Offenbar liegt f in W — V. Anwendung von T
auf f ergibt

(2 — ) f = tm2 — Z(iy) [ = (2 + m) .

Wegen f-f > 0 ist also (Tf)-f = (y2 + m?) (f-f) = 0.

Zum Operator T existiert ein eindeutig bestimmier Operator S mit
SS=T.

Beweis. Statt (Pw)-w >0 fiir alle w e W schreibt man auch
P > 0. Es heisst dann P positiv. Jeder positive Operator ist hermi-
tisch.”Und es gilt der Satz: wenn P > 0, so existiert ein eindeutig
bestimmter Operator Q mit QQ = P. Dieser Satz ldsst sich auf T' = P
anwenden.

Sei @ (x1, x2, %3, x0) = @ (x, x0) = ¢ (¥) ein von x0 abhingiges
Element aus W, das o — m2= 0 erfiillt. Wegen 0 = X,_, 8,8, — 890y
ist — 990y = m2 — y2 oder

(G2 =m2 —y2=T,

daher 7 8y = S. Es geniigt also ¢ der Differentialgleichung 7 dgp = S ¢.
Formal ist damit die Losung von g — m2? = 0 auf folgendes Pro-
blem reduziert.

Sei R ein Hilbertraum und A ein linearer Operator iiber R. Ge-
sucht Losungen der Differentialgleichung dg/dt = A ¢, wobei ¢ (f)
ein vom reellen Parameter ¢ abhidngiger Vektor aus R ist. Es bezeichne
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jetzt (e, ey, ...), ein vollstindiges Orthonormalsystem in R. Mit
@) =2&, () e, ist dann

Xée,=¢ =Adp=2E4e,

nach Multiplikation mit ¢; also & = X, A, &,, wobei Az, = (de,) ¢
gesetzt ist. In Matrizenschreibweise ist daher & = A4 &. Ist der Ope-
rator A hermitisch, so lisst er sich gemiss

A=SBS1

auf Diagonalgestalt bringen. Erkldrt man dann die unendliche Folge ¢
durch { = S-1¢§, soist & =S¢ = AS¢, also

¢ =S-14S¢ = Be.

Damit ist die Integration der Schriodinger-Gordon-Gleichung formal
auf die triviale Differentialgleichung 2z’ = 2; zuriickgefiihrt.

8. ZUr INTEGRATION PBER DAS MASSENHYPERBOLOID

Eine Funktion ¢ iiber dem reellen Lorentzraume, die sich als

(n #() = | a(y) eraM
schreiben l4sst, heisse «hyperbolisch darstellbary. Wie aus den Be-
merkungen des vierten Abschnittes leicht folgt, fallen die hyper-
bolisch darstellbaren Funktionen im wesentlichen mit den Idsungen
von 0 — m2 = 0 zusammen.

Setzt man wie {iblich 6 (y2 4 m2) = (1/2 w) (6 (Y0 — w) 4+ 6 (yo + »))
mit w = ,(y2 + m2)l/2, so gilt

@ Jrwan=2m o621+ w010y

Der Beweis ist nicht mehr trivial: Nach der Definition vo
0 (y2 4+ m?) ist

Jé(y2 +m2) f(y) dy =J%f(y, ) +ﬁ—if(y, — ).
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Nach der iiblichen Definition des Flichenintegrals ist

Mjf(y) aM = J(f(y, w)gii2dy + Jf()ﬁ — o) gli2dy,

wobei g die Funktionaldeterminante des benutzten Koordinaten-
systems von M bezeichnet. Es ist also zu zeigen, dass

() g2 = m(y2 -+ m2)i2 = mjo.

Der Beweis von (3) erfordert eine lingere differentialgeometrische
Rechnung.
Elementer ist folgende Aussage. Mit

@ (x) = 2mf<5(;v2 + m2) a(y) ev* dy

4 200 = | 9L oy, ) s 1 [ 2 oy, — o) emieem

Wegen der Bedeutung von 6 (y2 + m2) und o ist ndmlich

1

ay . ay ,
— i (yX— o x0) — 1 (yX+ %0
57 P @ Lwa(y, w) ¢ +f2wa(y, w)iyxto,

Der zweite Summand der rechten Seite geht durch die Substi-

tution y = — z in den zweiten Summanden der rechten Seite von
(4) tber.

9. DIE HYPERBOTISCHE FOURIERTRANSFORMIERTE

Ist ¢ eine Losung von O — m2 = 0, so ldsst sie sich, wie oben
dargelegt, als

(1) P (x) = 2—lm thpp (y) €*vd M

darstellen. Es heisst g weiterhin die «hyperbolische Fouriertransfor-
miertery von ¢. Wie im letzten Abschnitt gezeigt, ist

@) o) = J 8 (y2 + m2) gr (3) %7 dy



226 Joseph Weier

Da sich jede hyperbolisch darstellbare Funktion aus Funktionen
¢* mit y e M aufbauen ldsst, sind die hyperbolischen Fourier-
transformierten der letzteren Funktionen von besonderer Wichtig-
keit. Wir wollen zeigen: zu

@ (x) — ei(ax—wxo)
gehort die durch
or (¥) = 2 (a2 + m?)!20 (x) 6 (x — a)
bestimmte Funktion ¢, als hyperbolische Fouriertransformierte.

Beweis. Mit o = +(yz + m2)1/2 ist J 8 (y2 + m2) r (v) €%y dy
gleich

d . a .
25 P 0 060 4 J S pr (Y, — w) eexresn

d .

ay )
= 2 212 | ZL — i (yX—w 20)
2 (a2 + m2) szé(x a)e
e (aZ + ml) 1/2 (32 4 7n2)"1/2 gilax—wi) — @ (x),
wie behauptet.
Mt
® (x) — ei(ax—wxo), P (x) — gilax—wai0)
1st

ZJWW(@dM: d(a —b),

wobei ¢ eine reelle Zahl +# 0 bedeutet, die nur von m und b abhingt.

Beweis. Wie oben gezeigt, ist

2 (a2 4 m2)120 (x) 6 (x — a),
2 (b2 4 m2)120 (x) 6 (x — b).

or (%)
vr (%)

I
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Mit o = ,(y2 + m2)12 ist, wie oben gezeigt,

—J——W ¥ @)y, “’)+f2—wmw(y, — o).

Wie im letzten Beweis fillt der zweite Summand weg, da defini-
tionsgemiss 0 (x) = 0 (x0) = 1 fiir 20 > 0 und 6 (x) = O sonst ist.
Wir rechnen also weiter mit

f%mw(» )—Z(aZerZ)”ZJ‘;y v —a)yr(y, o).

Mit Q = | (a2 + m?)12 ist dies gleich
yr(a, 2) =2(b2+ m2)l26(a —b),

so dass man = 4m (b2 + m?2)1/2 setzen kann.

10. UMKEHRUNG DER HYPERBOLISCHEN FOURIERTRANSFORMATION

Sei @ eine hyperbolisch darstellbare Funktion iiber reellen Lo-
rentzraum. Dann gibt es hyperbolisch darstellbare Funktionen ¢+
und @~ mit

@ (x) =¢t (x) + ¢~ (x) fir alle x

derart, dass die hyperbolische Fouriertransformierte von ¢+ auf M_
und die hyperbolische Fouriertransformierte von ¢~ auf M, versch-
windet. Mit N = M, und g als hyperbolischer Fouriertransformier-
ten von ¢ kann man ja

ot (1) = 1 fw () e AN

m N,
setzen.
Die Funktion ¢ lasse sich als

p0) = 55 | SV an
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mit f(y) = O fiir y e M_ darstellen. Dann ist

fy) = é—n)gfw (X, 0) e=ivxdx.

Dabei ist f(y, w) = f(y) mit w = (y2 + m2)V2 gesetzt.
Beweis. Mit Q = | (22 + m2)1/2 ist

d . dz :
p ) = | S0 Qe i [ 1L 7(— s, - )emiex-am,

also, da f auf M _ verschwindet,

dz )
— i(zXx—82x0)
daher

J @ (X, 0)e~yxdx = JJ e"(z-Y)"dij;’Q@ dz

= (275)3J6(z — y)f(z’ Q) dz = (z_n)3f(yr w),

20 2m

wie behauptet.
Die Funktion ¢ lasse sich als

~

o) =5y | SO e aM

mit f(y) = 0 fiir y e M darstellen. Dann ist

fly) = é—j;; f @ (x, 0)e=ivxdx,

wober f(y, — w) = f(y) mit o = _(y2 + m2)l2 gesetzt ist.
Beweis. Wegen f(M,) = 0 ist

dz
x) = | — — 1z, — 0 e—i(zx—ﬂx")’
v (%) sz 21 )
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daher
ftp(x, 0) eiyx =JJ.ei(y—2)def(___;;Q;@dz

— (27t)3J(6(y —z) j_lf%__!?) iz — (3733f(— . o).
Also ist

wie hehauptet.
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