EL RETICULO DE LOS SUBOBJETOS DE UN
OBJETO EN UNA CATEGORIA EXACTA

por

MIGUEL L. LAPLAZA

El objeto de este trabajo es el demostrar que en una categoria
exacta el reticulo de los subobjetos de un objeto satisface a la ley de
DEDEKIND, es decir, es un reticulo modular. Se habla aquf de reticulo
en un sentido amplio, puesto que los subobjetos de un conjunto son
una clase, que en general no es un conjunto.

Se suponen conocidas las nociones generales de categorias exac-
tas, habiendo tomado como punto de partida la exposicién de (1),
precisando en el § 1 algunos resultados sobre categorias exactas que
no estan explicitamente espresados en la obra citada, omitiendo las
demostraciones que son ya conocidas.

En todas las definiciones y notaciones que no se indiquen explici-
tamente seguiremos a (1).

Finalmente hemos de hacer constar nuestro agradecimiento al
Dr. Abellanas, a cuya orientacién se debe la realizacién del presente
trabajo.

§ 1. PRELIMINARES SOBRE CATEGORIAS EXACTAS

Siguiendo a (1), una categoria exacta es una categoria normal,
conormal, con nucleos y contcleos, en que todo morfismo, a, puede
factorizarse en la forma, a = me, en que m es un monomorfirmo y e
es un epimorfismo. Esta factorizacién es denominada descomposi-
cién o factorizacién natural; esta denominacién estd justificada por
las observaciones siguientes, cldsicas dentro de la teoria de las cate-
gorfas exactas y que enunciaremos sin demostracién:

1.1, Sea, A ¢, I » B, la descomposicién natural del morfismo,
a € Hom (A, B); si ker a = {ker a,1}, coker a = {p, coker a}, se veri-
fican las relaciones, {e, I} = coker i, {I, m} = ker p.
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1.2. Con las notaciones de la observacién anterior, {I, m} = im a,
{e, I} = coim a.

1.3. La descomposicién natural de un morfismo es tinica salvo iso-
morfismos.

1.4, Deim a = {I, m}, a = mb, se deduce que b es un epimorfismo.

1.5. De coim a = {e, I}, a = be, se deduce que b es un monomor-
fismo.

§ 2. IMAGENES DIRECTAS E INVERSAS DE SUBOBJETOS EN EPIMOR-
FISMOS

En todo este apartado, {4, a’} serd un subobjeto de un objeto,
A, fr A - AJA’, el morfismo natural, es decir, {f, A/A'} = coker a'.
Si {4;, a} c A, indicaremos con f {4;, a;} o con fA; la imagen direc-
ta de {4;, a;} en el morfismo f; si {4';, a’;} ¢ AJA’, indicaremos con
f71{4';, a';} o con f7!A’ a la imagen inversa de {4’;, a’;} en el
morfismo f.

ProrosiciOéN 2.1, La condicién necesaria y suficiente para que,
{B,b} = N {4;, a;} es que {B, b} sea maximo entre los subobjetos con-
tenidos en todo {4;, a;}, es decir, que si un subobjeto {B’, b’} est4
contenido en todo {4;, a;} se verifica que {B’, b’} c {B’ b}, siendo
{B, b} un subobjeto, tal que {B, b} c {4;, a;} para todo z.

En efecto:

La condicién es necesaria, como se deduce inmediatamente de
la definicién de interseccién de subobjetos. Veamos que la condicién
es suficiente: sea, ¢: C - A, un morfismo para el que existan diagramas
conmutativos del tipo

A

Y

C
a;
A

para cualquier #; si, C 2. sm b ™ A, es la descomposicién natural
de ¢, se deduce de la propiedad minimal de la definicién de imagen
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que, {im bm} c {A;, a;} para cualquier z, de donde se deduce que,
{B, b} c {im b,m}, es decir, m = br, por lo que, ¢ = me = b(re).

ProposicioON 2.2, La condicién necesaria y suficiente para que,
{B, b} =u {4;, a;}, es que {B, b} sea minimo entre los subobjetos que,
contienen a {4’, a’}, es decir, que si un subobjeto {B’, b’} contiene a
todo {4;, a;} se verifica que, {B’, b’} > {B, b} siendo {B, b} un subob-
jeto que contiene a todo {4;, a;}.

En efecto:”

La condicién es necesaria, como se deduce inmediatamente de la
definicién de unién de subobjetos. Veamos que la condicién es su-
ficiente: sean ¢ € Hom (4, C), ¢’ ¢ Hom (C’, C), en que ¢’ es un mono-
morfismo, de modo que para todo ¢ existe un diagrama conmutativo
del tipo

A, d — B

De acuerdo con la definicién de imagen inversa, existe un morfismo,
d;, para todo z, tal que son conmutativos los diagramas (I) y (II)
en el diagrama

4 ¢ > C

A

a| (1

CI

De aqui se deduce que, {4;, a;} ¢ {¢"'C’, ¢}, para todo ¢, y por lo tanto,
{B, b} c {c1C', &}, b = er, y de ahi se deduce que, cb = cer = ¢’ dr.
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ProrosicioN 2.3. Si, m: A’ N A; — A;, m;: A; -~ A;JA; n A,
son los morfismos naturales, se verifica que, {4’ N 4;, m} = ker fa;,
coker m = coim fa;.

En efecto:
Consideremos el diagrama

’ a’
A‘ —> / —- A/’
) M \
r 3
b R a; a’;
r
A4'n4; > Ai 1747
3 7 > A ™ —s> 4;/4'n4;

en que a’; se ha tomado de forma que sea conmutativo el diagrama
rectangular de la derecha; se tiene, fa,m = a’;mm = 0; si 7 es un mor-
fismo, tal que, fa;7 = 0, existe un morfismo 7', tal que, a'7’ = a;7,
puesto que, {4', a’} = ker f, tomando, s = a'7’ = a;7, {R, s} c {A',a"},
{R, s} c {4, a;}, y por las propiedades de la interseccién de subobje-
tos, » se factoriza a través del morfismo .

El resto de la proposicién es consecuencia inmediata de las obser-
vaciones del § 1.

PropPoSICION 2.4, Si it A — B es un epimorfismo, b: B -~ B
es un monomorfismo y el diagrama

A h - B
a 'b
A’ h B

’

es un tirador («pullback» segtin la terminologia de (1)), A
morfismo.

es un epi-
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En efecto:
Se deduce de las hipétesis de la proposicién que a es un mono-
morfismo [(1), chp I, prop. 7.1].

Consideremos el diagrama

]I ”

ioker a > coker b
A
r yll
a’ bl
R
r
A h > B
A A
b
m,
ker b’} K > B

m,

construido a partir de los morfismos 2y b, en que @, 2" y &'’ se toman
de modo que sean conmutativos los diagramas rectangulares corres-
pondientes.

Vamos a demostrar que el diagrama rectangular inferior es un
tirador: el diagrama es conmutativo por definicién; si #, y m, son mor-
fismos tales que, hm, = bm,, se tiene que, b'hm; = b'bm, = 0, y por
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la definicién de nucleo, existe un morfismo, m, tal que, m; = am, y
de aqui se deduce que, bh'm = ham = hm; = bm,, y como b es un
monomorfismo, m, = h'm.

De la relacién b'h = &”’a’, y del hecho de ser b'% epimorfismo (por
ser producto de epimorfismos) se deduce que A" es un epimorfismo;
por otra parte, {a’, coker a} = coker a, {ker b'h, a} = ker b'h, implica,
de acuerdo con las observaciones del § 1, que {a’, coker a} = coim
b'h y que h''a’ es la descomposicién natural de b'%, por lo que 4" es
un monomorfismo. Como las categorias exactas son equilibradas (todo
morfismo que es monomorfismo y epimorfismo es un isomorfismo),
A" es un isomorfismo.

Demostraremos ahora que, {b’, coker b} = coker ha.b'ha="h""a’a = 0;
si 7 es un morfismo tal que, 74a = 0, de acuerdo con la definicién de
conucleo, existe un morfismo 7’ tal que, 74 = 7" a’. Si tomamos

! =1 se tiene que, 7" A" = 7', y por lo tanto, "' b h =

' =7h !
=7"h"a = v a =rh, y como h es un epimorfismo, »'d’ = 7.

De acuerdo.con las observaciones del § 1, teniendo en cuenta que,
{B’, b} = ker b, {B’, b} = im ha y bh' es la descomposicién natural de
ha, por lo que %’ es un epimorfismo.

Prorosicion 2.5. Con las hipétesis y notaciones de la proposi-
cién anterior se verifica que, {coker b,b'} = coker ha, {A’, a} = ker b'h.
En efecto:

Estas relaciones han sido comprobadas explicitamente en la de-
mostracién de la proposicion anterior.

ProPOsICION 2.6. Consideremos el diagrama conmutativo

4, i > 4 ‘s - AJA,
a a, a
b b
4, > A, > A,4/4,

en que ay, d,, a3 son monomotfismos y 'y, b’ son los morfismos na-
turales; la condicién necesaria y suficiente para que 4’ sea un mo-
nomorfismo es que {4,, a;} = {43, a3} N {4y, a1}
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En efecto:

Observemos primeramente que la condicién necesaria y sufi-
ciente para que, {4, a;} N {43, a3} = A,, a5}, es que el diagrama rec-
tangular de la izquierda sea un tirador [(1), chp. I, prop. 8.1].

Consideremos el diagrama

a a

A, ' 4 . > A/4,

\j

wy

Al

y supongamos que a4’ es un monomorfismo. Si m; y m3 son morfismos
tales que, a;m;=a3ms, tenemos que a'b’'m3y =a’\azmy=a’yaym; =0,
y como a’ es un monomorfismo, b'm3 = 0, y siendo {4,, b} = ker b’,
existe un morfismo m, tal que, m3 = bm; por otra parte, aja m =
= a3zbm = aym; = aym,, y como a, es un monomorfismo, a m = m;.
Supongamos ahora que, {4,, a;} = {4, a;} N {43, a3}, lo que es
equivalente a que el diagrama rectangular de la izquierda sea un ti-
rador; de acuerdo con la proposicién 2.3, (o', A3/A} = coim a'y a;,
lo que implica, de acuerdo con las observaciones del § 1 que 4'd’ es la
descomposicién natural de a’; a3 y por lo tanto, 4’ es un monomorfismo.

ProrosicioN 2.7. Para cualquier subobjeto A’ de A/A’ se ve-
rifica la relacién, ff™! A'; = A4;.

En efecto:
Si consideramos el diagrama, que es un tirador,
A f # A/;] ?
a; a’;
f—l A’i ,fi - Al'_

a través del que se define f~!' A’;, f; es un epimorfismo, de acuerdo
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con la proposicién 2.4, lo que implica, de acuerdo con las observa-

ciones del § 1, que {4';, a} =1im fa,;, es decir, {A';, a'} = ff1{4", a'}.
ProrosiciON 2.8. Para cualquier subobjeto {A';, 4’} de AJA’

se verifica que, f! {4';, a’} > A’.

En efecto: f

. . ; - ’
Si consideramos que, fa' = %! > A/A
=a’;0 =0, y que es un tirador
el diagrama
a; aIA
13
VAR ¥ fi » A’

de la definicién de tirador se deduce la existencia de un morfismo, 7,
tal que, a’ = a'7, es decir, {4', a'y c f~! {4";, a'}.

ProposiciON 2.9. Para cualquier subobjeto A’; de A se veri-
fica que f(4A';u 4') = fA;.
En efecto:

De acuerdo con un resultado conocido [(1), chp. I, prop. 11.2],
f(A4';u A"y = fA";u fA', y es inmediato el comprobar a partir de la
definicién que, fA’ = 0, y de estas relaciones se deduce la proposicién.

ProrosiciON 2.10. Para todo subobjeto, A, de A4, tal que, A’
> A" se verifica que, f7' f4,/ = A4;.

En efecto: iz
Consideremos el dia- A4 _ = c?ker a’;
1 A
grama
ai W b
| a > A — > A/A’
A f A
m
aj M a’;
d
/

A; f > fA;
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en que d es el morfismo natural de inclusién; el diagrama rectangular
inferior es el de definicién de fA4;.

La relacién a’, a’ = a’; a; d = 0, implica la existencia de un mor-
fismo &', tal que, a’; = b'f; de acuerdo con las observaciones del § 1, si
', B’y = coker fa;, {fA;, a’';} = ker V', lo que implica que, {3’, B’} =
= coker a'’;, luego, {b, coker a’’;} ~ {b’, B'}, es decir, {b, coker a’’;} =
coker fa;; como b'fa;=a'"’a’ =0, existe un morfismo f’ tal que &' =f"b.

Vamos a demostrar que {4;, a;} = ker bf, con lo que quedara de-
mostrada Ia proposicién, de acuerdo con la proposicién 2.5. Si m es un
morfismo tal que, bfm = 0, tenemos que a’; m = b’ fm = f'bfm =0,
por lo que existe un morfismo m’ tal que m' = a;m.

Prorosicion 2.11. La correspondencia entre los subobjetos de
A que contienen A’ y los subobjetos de A/A’, dada por, 4; — fA4;,
es biyectiva, y su inversa es f~!. Esta biunivocidad debe entenderse
salvo isomorfismos entre subobjetos.
En efecto:

Esta proposicién es consecuencia inmediata de las proposiciones
2.7, 2.8 y 2.10.

ProposiciON 2.12 Para cualquier subobjeto, 4;, de A, se veri-
fica que, f7! fA, = A"uU A.
En efecto:

De acuerdo con la proposicién 2.9, f (A" u 4;) = fA;, y de acuerdo
con la proposicion 2.10, 4;u 4" = f7! fl(4;,u 4") =71 fA,.

ProprosiciON 2.13. Para cualesquiera subobjetos 4; y 4; de 4
que contienen a A’ se verifica la implicacién, 4; ¢ 4; <=» fA; c fA,.
En efecto:

La implicacién 4; ¢ 4; = fA; c fA; es un resultado conocido [(1),
chp. I, prop. 11.1]. Si f4, ¢ f4;, de acuerdo con [(1), chp. I, prop.
11.1], f7' fA,c f~' fA;, y por la proposicién 2.10, 4;=f"! fA;c
cfTrfA; = A;.

ProrosiciON 2.14. Para cualesquiera subobjetos 4'; y A'; de
A[A" se verifica la implicacién, A’;c A’ <=» f"1 A", c f71 A';.
En efecto:

A'icA';= f7V A, ¢ f71 A'; es un resultado ya conocido [(1), chp. I,
prop. 11.1]. Supongamos que, f~' A’; c f7! A’;; esto implica, de
acuerdo con la proposicion 2.7, que, A"’ = ff~! A’;c ff71 A’; = A;.
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ProrosiciON 2.15. Si A; y B es un conjunto de subobjetos de 4
que contienen A’, se verifican las implicaciones

i) B=uA4,<=> fB=u fA,;.
En efecto:

Demostracién de 17):

Supongamos que B = n 4;; de aqui se deduce que, por la propo-
sicién 2.1, A" ¢ B c 4;, y de acuerdo con [(1), chp. I, prop. 11.1],
fB c fA;; si B’ es un subobjeto de A/A4’, tal que fB c B’ c fA;,
de acuerdo con [(1), chp. I, prop. 11.1], y la proposicién 2.10,
B=f1fBcf !B cf!fA;,= A;, y de acuerdo con la proposicién
2.1, B= f7! B’, 1o que implica que, fB = ff~! B’ = B’ y de acuerdo
con la proposicién 2.1, fB = n fA,;. Supongamos ahora que, fB=n fA;;
de aqui se deduce que, B c 4;;si B c B’ c A;, de aqui se deduce que,
B c fB’ c f4;, y por la proposicién 2.1, fB = fB’, de donde se de-
duce, por la proposicién 2.11, que, B = B’, y de acuerdo con la pro-
posicién 2.1, B=nN4;.

Demostracién de 7):

Si B = u 4;, de acuerdo con [(1), I. prop. 11.2], fB = n fA;.
Si fB=ufA;*; si B> B’ >A’, como ya hemos visto anteriormente,
fB > fB’ > fA;, lo que implica por [(1), chp. I, prop. 11.1] que fB=fB’,
y de acuerdo con la proposicién 2.11, B = B’, con lo que queda
demostrada la proposicién, de acuerdo con la proposicién 2.2.

ProrosiciON 2,16. Si{A’;} es un conjunto de subobjetos de 4 /A4’
se verifican las implicaciones:

i) B =nA';<=>f"1"B=nf"14,
i) B'=yA';<=>f"1B =y f' 4.
En efecto:

Demostracién de i):

Si B’=n A4’;, de acuerdo con [(1), chp. I, prop. 11.3], f~! B' =
Nnf1t4..81f 1B =nf14’, de acuerdo con la proposicién 2.15,
B =ff'B=nff14,=n4";.

*fBcC /A, y por la proposicion 2.13, B D A4;;
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Demostracién de #i):

SiB'=uAd’;, BP>A';, y por la proposicién 2.14, f' B’ > f"1 A’,
si f7'B">B"” 5> f™' A’ > A’, de acuerdo con la proposicién 2.14,
B'=ff'B' >fB" > ff 'A’; = A’';, lo que implica que, B’ = fB",
y por lo tanto, /7! B’ = f~! fB"” = B,y de acuerdo con la proposi-
cion 2.1, f!' B ' =nf1r A SifT' B =y f ! A", de acuerdo con
la proposicién 2.15, B'= ff ' B’ =y ff ' A, =u 4’;.

§ 3. LA LEY DE DEDEKIND ENTRL SUBOBJETOS

ProrosiciON 3.1, Sean {4,, a,}, {43, a3}, subobjetos de 4, tales
que, A, N A; = 0. Existe un epimorfismo, dy: A, U 43 — 4,, tal
que la sucesién

by dy
0—>A3 —->A2UA3 ——>A2 -0

es una sucesién exacta, siendo b, el morfismo natural de Az en A,u 43.
En efecto:

-De acuerdo con [(1), chp. I, cor. 16.7] el diagrama

0 > 0 . > 4, > 4, > 0
J s :
0 > A, b, > A,UA, £ 5 A,ud, /4, —0

es conmutativo, sus filas son sucesiones exactas y b es un isomorfis-
mo. De aqui se deduce que cb, es un isomorfismo, puesto que 4 es un
bimorfismo, y por ser la categoria equilibrada es un isomorfismo.
Sea ¢ = (cby) ™!, y consideremos el morfismo, ec = d,

c e
dy: Ayu Ay —~ Ayu A3/A5 > 4,

Por ser ¢ un isomorfismo, ker ec = ker ¢ = {As, a3}, y por ser ¢ un
epimorfismo, lo es d, = ec.
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ProrosiciON 3.2. Sean {4, a,,}, {Ai, a3}, {41, a1} subobjetos
de A4, tales que, A, N A3=0, 4; c A;. Existe un epimorfismo,
d'y: Ayu Ay - A,, tal que la sucesién
bll d/z
0 -4, - A Uy 4; - 4, -0

es una sucesién exacta y que es conmutativo el diagrama

z',
A0, ‘

>4,

En efecto:

Como 4, c A3 = A, n A, c A3 n 4, = 0, se verifica que
Ay N A4y = 0, y de acuerdo con la proposiciéon anterior, definimos,
d'y = €'c’, siendo ¢ = (c'b’y)7!, en que
b’z ’
'ty Ay —

¢
A1 u 4y » Ay u 4y/4,
Consideremos el diagrama

d,ud,

¢ > A, Uy,
b,
h
Y
2 o dyud,l,
l
b, k

Y y
A,U4, ‘

—> AU Ad,/d,
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en que & y & estan tomados de forma que, #' = lg,c = kI, y gesel
morfismo natural de 4, U 4, en A3 U A,. De aqui se deduce que,
Rhc'b’y = kigh’'y = cby; y de ahi se deduce que, ¢’ = e (cb,) ¢’ = ekh,
y si consideramos el diagrama

’

4

4,04, —> A, U,/

AZ
k e
v i

A}U/]2 — /'IJUAZ/A.‘

tenemos que, d,g = ecg = ekhc’ = ¢', con lo que queda demostrada
la proposicidn.

Prorosicion 3.3. Si {4', a'}, {43, a3}, {A,, ay} son subobjetos
de A, tales que, AN A3 = 0, 4; c A;, se verifica que, 4; =
= (4dju 4y n4;.

En efecto:
Si consideramos el diagrama conmutativo
b’ ’
A, ! > 4,ud, £ > 4,
d g l’;lz
b\ ¢
A3 - C ot AJUAZ > A?

en que 4 es el morfismo natural de inclusién, 1,, es un epimorfismo,
lo que implica por la proposicién 2.6 que, 4, = (4; U 4,) N 4;.

ProprosiciON 3.4, Si {4y, ay}, {4y, a3}, {43, a3} son subobjetos
de A, tales que 4; > A4;, se verifica la igualdad, (4, U 4,) N 4; =
= Al 8] (A2 n A?,)

3 — Collectanea Mathematica
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En efecto:

Si se designa por f: A - A/A, N A3 la aplicacién natural, de
acuerdo con la proposicién 2.15, la relacién anterior es equivalente
a la relacién, f [(4, U A)) N A3] = f [4A; u (42 N 43)].

De acuerdo con la proposicién 2.9, f[A;u (4, N A3)] = fA;; de
acuerdo con la proposicién 2.15, f[(A; U 4,) N A3] = f(4d; u 45) n
N fA; = (fA1 U f4;) N fA;, es decir, hemos de comprobar la rela-
cién, fA; = (fA, u f4,) N fA;, en que fA; > fA;, de acuerdo con la
proposicién 2.13 y fA, N fA; = f (4, N A3) = O, de acuerdo con
la proposicién 2.15, relacién que estd demostrada por la proposi-
cién 3.3.

Miguel I,. Laplaza
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