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INTRODUCCION

En la presente nota se establecen dos criterios que generalizan res-
pectivamente, los criterios de transitividad que figuran en los n.°s 3 y 5
del § 2, Chap. IV del Livre I de N. Bourbaki [1] (*), relativos a estruc-
turas iniciales o a estructuras finales sobre un conjunto E para una
familia (4,, S f)ier, de conjuntos (4,),; dotados cada uno de una
estructura 57 de la misma especie, y una familia de aplicaciones
(f.)ier de E en A, o de A, en E respectivamente.

Dichos criterios generalizados establecen la equivalencia de la
existencia de una estructura inicial J (resp. final F) sobre un conjunto
E para una familia (4,, 5 f).er, v de la existencia de una estruc-
tura inicial J* (resp. final F*) sobre un conjunto E* imagen de E
mediante una biyeccién %4 de E sobre E*, para una cierta familia
(Bi, G4, f*seL, verificando ciertas condiciones bien precisadas por
los criterios, siendo estas estructuras iniciales (resp. finales) idénticas,
salvo un isomorfismo, es decir, la biyeccién considerada % es un iso-
morfismo de E dotado de la estructura inicial J (resp. final F) para
la familia (4,, S f).r sobre E* dotado de la estructura inicial J*
(resp. final F*) para la familia (B;, S%’, f*1)aer-

Mediante estos dos criterios de transitividad generalizados, se
deducen consecuencias que generalizan otras tantas que figuran en

(*) Véase la Nota Bibliografica al final de la PARTE SEGUNDA. Para
abreviar, en lo que sigue, siempre que nos refiramos a algiin capitulo de la ci-
tada obra, antepondremos las iniciales N. B.
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el ya citado Livre de N. BOURBAKI, y permiten asimismo establecer
criterios nada inmediatos relativos a estructuras iniciales o finales
sobre ciertos conjuntos especiales (conjuntos productos, conjuntos
cocientes, subconjuntos de uno dado, etc.), criterios que figuran asi-
mismo en el expresado Livre de N. BOURBAKI, pero que nosotros de-
mostramos de un modo relativamente sencillo, por simple aplica-
cién a los correspondientes casos particulares de los referidos criterios
de transitividad generalizados.

Suponemos a lo largo de todo el trabajo, que nos desenvolvemos
en una teorfa & méas fuerte que la teoria de conjuntos, en la cual
hay definida una especie de estructura X (N. B. Livre I, Chap. IV, § 1,
n.° 4, [1]), habiéndose definido ademas, para la especie X, una no-
cién de g-morfismo. (N. B. Livre I, Chap. IV, § 2, n.0 1, [1]).

PARTE PRIMERA

CRITERIO DE TRANSITIVIDAD GENERALIZADO RELATIVO
A ESTRUCIURAS INICIALES Y CONSECUENCIAS QUE SE
DERIVAN DEL MISMO

1. Lema preliminar.— «Sea (4,),¢r una familia de conjuntos, do-
tado cada uno de una estructura .5 de especie 2. Sean E, E* dos
conjuntos, y » una biyeccién de E* sobre E. Consideremos para cada
tel una aplicacién f, de E en 4,, y pongamos para cada tel, f* = f, 0 h.
Las proposiciones siguientes son equivalentes:

«) Existe una estructura inicial J sobre E de especie X para la fa-
milia (An '-%fl)teI-
B) Existe una estructura inicial J* sobre E* de especie X para la fa-
milia (An L9?.]“1*)16:1-
Ademés estas proposiciones entrafian que la estructura J* se ob-

tenga transportando la estructura 7 sobre E al conjunto E* mediante
-1
la aplicacién biyectiva /».
En efecto, supuesto verificado «), sea J* la estructura obtenida

transportando la estructura J sobre E al conjunto E* mediante la

-1
aplicacién biyectiva #. En virtud de (MOpy), (N. B. Livre I,
Chap. IV, § 2, n.0 1, [1]), se puede escribir: ke E*, E, 7%, 7'y
-1

hes E, E*, 7, 7%, (1). Demostraremos que J* es una estructura
inicial sobre E* de especie X para la familia (4,, 5 f,*),¢r. Para ello,
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sea g una aplicacién de un conjunto E’ dotado de una estructura .&’
de especie X, en E*. La relacién:

- geo (E', E* &7, J*

entrafia junto con la primera de las relaciones (1) y en virtud de
(MOyy); (N. B. Livre I, Chap. IV, § 2, n.° 1, [1]) la relacién:

hog e E',E, &, 7

y en virtud de «) por aplicacién de la condicién (IN) que caracte-
riza a las estructuras iniciales (N. B. Livre I, Chap. IV, § 2, n.° 3, [1]),
ésta Ultima a su vez entrafia la relacién:

(V) (el == fio(hog)=(fioh)og=f* ogeco E, A, &', K1),
es decir, es un teorema en la teorfa £ la relacién:
gelE B % = () (el = f*og c ol B, Ay &', 51)

Inversamente, la relacién: (v,) (¢ €I => f*ogec E', 4, &, X))
es idéntica a la: (y,) (t € I => fio(hog) e ¢ 'E', A,, ., F}), que
en virtud de la hipétesis «), y por aplicacién de la referida condicién
(IN) entrafia:

hogeo E', E, &, 7

Combinando esta relacién con la segunda de las relaciones (1), y te-
niendo en cuenta la indicada condicién (MOy;), se obtiene la relacién:

geUEE,: E*: y’: j*
Asi pués, a) entrafia la relacién:
geo B, E¥ ', T+ <=> (V) (] == f*ogeo E', A, ', )

Por consiguiente, la estructura J* sobre E* por verificar la condicién
(IN) que caracteriza a las estructuras iniciales, es una estructura
inicial sobre E* para la familia (4, .5 f*).er, quedando por tanto
establecida la relacién a) => B).

Reciprocamente, supuesto verificado f), sea 7 la estructura obte-
nida transportando la estructura J* sobre E* al conjunto E, mediante
la aplicacién biyectiva h. Probemos que J es una estructura inicial
sobre E de especie X, para la familia (4,, .5 f.).r. Para ello, consi-
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deremos una aplicacién g cualquiera de un conjunto E’ dotado de
una estructura &'’ de especie X en E. La relacién: g eo { E', E, &, 7!
entrafia teniendo en cuenta la segunda de las relaciones (1), en vir-

—1

tud de (MOy;) la relacién ho g e g E’, E*, &, J*! y en virtud de p)
por aplicacién de la condicién (IN), ésta dltima a su vez entrafia la
relacién:

—1 —1
(Vo) (bel =>fiog=(f*oh)og =f*o(hog) eciE' A, 7, //, ),
es decir, es un teorema en la teoria £ la relacién:

geoc E'VE, ., T =>(V) el =>fiogeo E', A, /', X}).

Inversamente, la relacién (y,) (te I =»> fiogeo E', A,, 7', 7 ) es

idéntica a la relacién: (y,) (te I =>f*o(hog)ec i E', A, . /", ),
la cual en virtud de la hipétesis g), y mediante aplicacién de la con-
—1

dicién (IN), entrafia la relacién: hog e ¢! E’, E*, &', J* | que com-
binada con la primera de las relaciones (1) y en virtud de la condicién
(MOy;), establece la relacién g e E', E, &, J1.

Por tanto f) entrafia la relacién:

geo ELE, U] <=> (V) (tel =>fiogeoiE A, ., 5),

que es la condicién (IN) que caracteriza la estructura inicial sobre E
para la familia (4,, .57, f)er-

Se obtiene pués, f) => a) que junto con el anterior resultado esta-
blecen:

a) <=> f).

La tltima parte del Lema se obtiene inmediatamente, teniendo
en cuenta la propiedad de unicidad de la estructura inicial.

De este Lema y de la definicién de estructura inicial sobre un
conjunto E para una familia (4,, .57, f.).e1, se obtiene el siguiente cri-
terio de transitividad generalizado:

2. CSTG — «Sean E, E* dos conjuntos, # una biyeccién de E*
sobre E; (4,),e; una familia de conjuntos, y para cada te I, sea S una
estructura de especie X sobre A,. Sea ([;)ie una particién de I, y
sea (B;)ir una familia de conjuntos teniendo L como conjunto de
indices. Para cada 4 ¢ L, sea %, una aplicacién de E en B;, y pongamos
h*;, = h; o h; paratodo A ¢ L ytodo: e [J,, sea g; una aplicacién de
B; en A,; se pone f, = gj..0 h;. Se supone que, para todo 14 € L, existe
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una estructura inicial &7’ sobre B, para la familia (4,, .5 &) J1-
En estas condiciones, las proposiciones siguientes son equivalentes:

a) existe una estructura inicial 7 sobre E para la familia (4,, .5 f.).er-

b) existe una estructura inicial J* sobre E* para la familia (B,;, .%7{’,
h*;) e Ademis, estas proposiciones entrafian que /% es un isomorfismo
de E* dotado de la estructura J* sobre E dotado de la estructura
Ir. (%)

En efecto, pongamos f* = foh =gy 0 (hyoh) = g, 0 h*,, y sea
F un conjunto dotado de una estructura &% de especie X, y » una
aplicacién de F en E*. Observemos que por definicién de estructura
inicial, se verifica la siguiente equivalencia:

I¥ouco F, By Fr, A" <= (W) (€ J2=> gu o (hs* o u) =

== (gllohl*)ou =.fl*ou GGEF’ An (9;! /))

y por tanto, teniendo en cuenta que (J;);ez es una particién de I, tie-
ne lugar la equivalencia:

(V2) (Ae L => Iy*oueo F, By, Y5 55 1) <=> (V) (te I

=>f*oueo! F, A, &%, 5) (1)

Ahora bien, si J es una estructura inicial sobre E para la familia
(4., 55 f)ier, en virtud del Lema preliminar existe una estructura
inicial J* sobre E* para la familia (4,, .5 f*).er, ¥ # es un isomorfismo
de E* dotado de dicha estructura J*, sobre E dotado de la estructura
7, por lo que en virtud de la condicién (IN) que caracteriza a las
estructuras iniciales, se verifica la siguiente equivalencia:

MGO'EF, E*, %: j*<=>‘ (V,) (‘GI ='>fg*0M€GEFJ Au ‘9/;‘» 967)’
y por tanto teniendo en cuenta (1):
weo. F,E*, &%, 7% <=> (Y1) (Ae L=>hy*ouec F, B;, &%, SK'}),

es decir, la existencia de una estructura inicial J sobre E, para la fa-
milia (4,, .9, f.).e1, entrafia que J* sea una estructura inicial sobre E*
para la familia (Bj, %%’ #2%)zeL-

(*) En particular si % es la aplicacién idéntica de E sobre E, resulta el cri-
terio de trausitividad CST 10 que figuraen N. B., Livre I, Chap. IV, §2,n.° 3, [1].
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Inversamente, si J* es una estructura inicial sobre E* para la
familia (B;, .77, 73*) e, se verifica en virtud de (IN) la equivalencia:

uwea:F, E*, OF, J%i <=> (V) (Ae L=> h*;ouec! F, B;, %, ')

y por tanto, habida cuenta de la relacién (1), se verifica asimismo
la equivalencia:

uweo F, E*, /5 T¥i<=> (V) (tel => f*oueo' F, A, S, )

es decir, la existencia de una estructura inicial J* sobre E* para la
familia (B;, .94, h*1).c1, entrafia que J* sea estructura inicial sobre E*
para la familia (4,, .9 f*)es, ¥ en virtud del referido Lema, que
exista sobre E una estructura inicial J para la familia (4,, .5, f.)eel,
tal que % es un isomorfismo de E* dotado de la estructura J*, sobre
E dotado de la estructura J.

El Criterio resulta asi demostrado.

3. Consecuencias que se derivan del Criterio de Transitividad Ge-
neralizado relativo a estructuras iniciales. — Recordemos que cuando
I es un conjunto reducido a un sélo elemento, la estructura inicial
7 sobre E para la tnica terna (A4, . f), (sl ella existe) es denomi-
nada «magen reciproca mediante f, de la estructura &, [la cual
est4 caracterizada pués, por la condicién (IN): gecE’, E, &', i <=>
<=» fogeciE', A, &, & ],y quesi A es un conjunto dotado de
una estructura &7 de especie, X, E € 4, una parte de 4, y j la
inyeccién canénica de E en 4, la estructura inicial sobre E imagen
reciproca (si ella existe) de la estructura .’ mediante la inyeccién 7,
es designada «estructura inducida por .57 sobre E». Aplicando el
Lema preliminar anterior se obtiene la siguiente:

Proposicién I.— «Sean E y E* dos conjuntos, y # una biyeccién
de E* sobre E. Sean por otra parte, A un conjunto dotado de una
estructura .&” de especie X, y f una aplicacién de E en A. Para que
exista sobre E una estructura 7, imagen reciproca de % mediante la
aplicacién f, es necesario y suficiente que exista sobre E* una estructu-
ra J* imagen reciproca de .&” mediante la aplicacién f o 4, y la biyec-
cién & de E* (dotado de J*) sobre E (dotado de J) es un isomorfismo».
Simple aplicacién del referido Lema, cuando I es un conjunto reducido
a un s6lo elemento, y ademias (y,) (te [ => &%= .Sy fi=fy 4.=4).

En particular, si 4 es un conjunto dotado de una estructura &~
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de especie X, E € 4, una parte de 4, y j denota la inyeccién canénica
de E en A, resulta la:

Proposicién II.— «Sea A un conjunto dotado de una estruc-
tura &”de especie 2, E c 4, una parte de 4, y 4 una biyeccién de un
conjunto E* sobre E. Para que & induzca sobre E una estructura
%" de la misma especie X, es necesario y suficiente que exista sobre
E*, una estructura &%*, imagen reciproca de S“mediante joh, y la
biyeccién 4 de E* (dotado de .&z*) sobre E (dotado de la estructura
%' indncida por &) es un isomorfismoy.

El Criterio Generalizado CSTG, proporciona para las estructuras
inducidas el siguiente «criterio de transitividady:

Proposicion II1I.— «Sean B una parte de un conjunto 4, C
una parte de B, .&”una estructura de especie X' sobre A induciendo
sobre B una estructura &' de la misma especie, y 4 una biyeccién
de un conjunto C* sobre C. Para que .7’ induzca sobre C una estruc-
tura " de especie X, es necesario y suficiente que exista sobre C*
nna estructura .&Z* imagen reciproca de .&”’ mediante la aplicacién
jic.) 0 b, (jua,x) designa la inyeccién canénica de H ¢ K en K), y la
biyeccién % es un isomorfismo de C* (dotado de .5%s), sobre C (dotado
de la estructura .&”” inducida por la estructura &7 de A)». (*)

Esta proposicién es caso particular de CSTG, suponiendo que I
es un conjunto reducido a un tnico elemento, (y por tanto, L es asi-
mismo un conjunto a un sélo elemento) y que adema4s:

W) el =>4, =4y SX=5);, (V) (AeL=»B,=By A=
yhy = Jen) Y (Va) (V) (AeLyeel = gi = js, 4)

Se tiene sucesivamente, (v.) (¢ € I => fi=gu 0 by = jB,a)0jicpy =
= jica) Y (V) (A e L => h*; = haoh = jicp oh).

En virtud del referido criterio CSTG, la existencia de una estruc-
tura inicial sobre C para la terna (4, .9/ jic,4)), es decir, la existencia
sobre C de estructura inducida por & es equivalente a la existencia
sobre C* de estructura inicial para la terna (B, &, jic,p) o %), es decir,
a la existencia sobre C* de estructura imagen reciproca de la estruc-
tura &7’ mediante la aplicacién j g o #, y ambos conjuntos C* y C

(*) En particular, cuando % es la aplicaci6n idéntica de C sobre C, resulta
el criterio CST 11, que figura en N. B., Livre I, Chap. IV, § 2, n.o 4, [1].
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dotados de las respectivas estructuras referidas, son isomorfos entre
si mediante la aplicacién biyectiva k.

3'. Estructura producto.— Sea (A4,),; una familia de conjuntos
cuiyo conjunto de indices no es vacio, y sobre cada conjunto 4,, sea .57

una estructura de especie X; sea E = Il 4,, el conjunto producto de
el

la familia (4,).er, ¥ sea p7, la proyeccién de E en 4,. Como se sabe se
llama estructura producto de la familia (.5 ),¢;, la estructura inicial
(si ella existe) sobre E para la familia (4,, .5 p7.).cr-

El Criterio CSTG establece de un modo sencillo para las estruc-
turas producto, (*) el siguiente «criterio de asociatividad»:

«Sea (A,),er una familia de conjuntos, y para cada ¢ €I, sea .7/
una estructura de especie X' sobre 4,. Sea ([;); una particién de I.
Se supone que sobre cada producto parcial B, = q A,, la familia

LE,
(9% )ies, J 1 admite una estructura producto . 55'. En estlas condiciones,
para que la familia (.%),; admita una estructura producto & es ne-
cesario y suficiente que la familia (.S4'),; admita una estructura

producto &', y la aplicacién canénica de E = I A,, dotado de la

€l
estructura &4 sobre F = II B; dotado de la estructura ¢’ es un

) leL
isomorfismon.
Este criterio es caso particular de CSTG, haciendo E = Il 4,;
194
E* = F = Il B,, adoptando para % la aplicacién canénica de F sobre
aeL

E, y para todo 1 € L, se elige como 7%; la proyeccién pr;, de indice J,
de E = 1l A, en B,, es decir, para todo 4 € L, (véase N. B., Chap. II,

el
§ 5,n.24, [2]) la aplicacién #; estd definida como sigue:

GeE=114,51(6)=G,4,,¢I1 4, = B,, (4;, diagonalde J; X J1)
€]

€l
o bién, utilizando la notacién indicial:

(@)er € g A~ @)y, = bieBy=11 4,

€]y

(*) Este criterio de asociatividad, figura en N. B., Livre I, Chap. IV, § 2,
n.° 4, [1], aunque no su demostracién, limitandose a indicar que se obtiene
por aplicacién del criterio de tramsitividad CST 10 (Livre I, Chap. IV, § 2,
n.° 3, [1]). Como puede comprobarse, la demostracién del mismo sin el cri-
terio de transitividad gemneralizado CSTG, no es en absoluto inmediata.
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—1 . :
y h [existente siempre, por ser la aplicacién canénica biyectiva,

(N. B, Livre I, Chap. II, § 5, n.25 [2]) ] estd definida por:
-1
GeE >h (G) = (pr7,Gher = (God),)se € F
o, utilizando asimismo la notacién indicial:
(at)tel € E—~ (“z)ne J;)/’.GL = (bZ)AGL eF

De acuerdo con las notaciones de CSTG, para todo A € L, h*;="h;0h,
serd por tanto la aplicacién:

(bll)ﬂGL =((“:)z€]u)y€L eF f>h*l ((bu)/.ceL) = h). (h‘((by);‘EL)) =p7]A ((a’z)tel) =
= (al)lEJ;' =b,= b ((b,u)[lEL) € B,

es decir, 4*, es la proyeccién pr; de indice 4, de F en B,.

Finalmente, para todo A € L y todo ¢ ¢ J,, adoptamos como g;,,

la proyeccién prz,, de indice 1 de B; = I A,end,; f, = & 0 hy, serd por
€]
consiguiente la aplicacién de E en 4,, definida por:

G cE > £,(G) = gu (11 (G)) = g1 (G0 4,,) = pr5, (Go Ay) =
= (Godz) () =G () = pr.(G) e 4,

(Véase N. B., Livre I, Chap. II, § 5, n.° 3, [2], es decir, para todos : € I,
f. coincide con la proyeccién p7, de indice ¢ de E en A,. Como las
condiciones requeridas por CSTG son verificadas, se concluye por
aplicacién del mismo, que la existencia de estructura inicial ,&”sobre
E=1I 4. para la familia (4,, .57, p7.).er, s decir, de estructura pro-

€l
ducto .&”de la familia (.%7),¢;, es equivalente a la existencia de estruc-

tura inicial & sobre F = I1 B, parala familia (B;,. 55", 73)scz, es decir,
A€EL

de estructura ,&”’ producto de la familia (.%}’),¢;, v la aplicacién ca-
: —1
nénica 4 de E = [l A, dotado de .&” sobre F = [l B;, dotado de

el A€L
.Y, es un isomorfismo.

El criterio resulta asi demostrado.
El criterio siguiente relaciona los conceptos de estructura pro-
ducto y de estructura imagen reciproca:

Proposicion IV.— «Sea (4,).; una familia de conjuntos, y para
cada ¢ € I, sean .57 una estructura de especie X sobre 4,, y f, una apli-
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cacién de un conjunto E en A,. Consideremos asimismo un conjunto
E* y una biyeccién % de E* sobre E. Se supone que existe sobre el

conjunto producto 4 = Il 4, una estructura .94 producto de la fa-
el

milia (.97 )ier-

Entonces, para que exista una estructura inicial ,%“sobre E para la
familia (A4,, .9, f.).e1, €s necesario y suficiente que exista sobre E*
una estructura ,&“* imagen reciproca de & mediante la aplicacién
x = f(h(x)) = (f. (h (x)))ez de E* en A4; la estructura .&"se obtiene
entonces, transportando la estructura .”* sobre E*, al conjunto E
mediante la aplicacién biyectiva Z&» (*)

La demostracién se obtiene sin dificultad a partir de CSTG,
suponiendo (J;)iez reducido a un sélo elemento, asi como
(Vi) AeL =~ B,=Ayh=fy .5 =.9), vy finalmente,
(Vi) (W) (AeLywel =>g,= pr,) (pr. proyeccién de indice ¢ de 4
en A,) Como f, = p7, o f, se tendra por tanto:

(V2) (V) (AeLytel =>guoh=f),
y ademis por lo precedente:
(V) (AeL =>M*=h,0h=foh).

Verificandose, las condiciones requeridas en CSTG, se puede afirmar
que la existencia de una estructura inicial .5”sobre E para la familia
(A,, &, f)er es equivalente a la existencia de una estructura inicial
* sobre E* para la familia (4, 545, f o h), es decir, a la exis-
tencia de estructura .&7* sobre E*, imagen reciproca de .54 mediante
la aplicacién x — f (& (x)) = (f, (7 (x))).er de E* en A4, y la biyeccién
% es un isomorfismo de E* dotado de .&“* sobre E dotado de .&~

El criterio resulta asi demostrado.

Una aplicacién interesante del anterior criterio es la siguiente:

Proposicion V.— «Sea (.97 )i una familia de estructuras de es-
pecie X sobre un mismo conjunto A; se designa para todo 1 € L, por
A; el conjunto A dotado de la estructura .&;, y por I, la aplicacién

idéntica de A sobre A;. Sean B el conjunto producto 4L = a4 1 4B
A€L

la diagonal de este producto (Véase N. B. , Livre I, Chap. II, § 5, n.° 3,
[2]), ¥ & la aplicacién reciproca de la aplicacién diagonal de 4 sobre 45,

(*) En particular, si % es la aplicacién idéntica I, de E sobre E, resulta
el criterio CST 15 de N. B, Livre I, § 2, n.o 4, [1].
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-1
es decir, % (x) siendo por tanto el elemento (x;);er, tal que x; = %

para todo 4 € L. Se supone que existe sobre B, la estructura producto
" de la familia (.9]);e. En estas condiciones, las proposiciones
siguientes son equivalentes:

o) existe una estructura inicial & sobre A para la familia
(A S Li)ser-
B) existe sobre Ap una estructura .&” inducida por la estructura ,5°’.

Ademis estas proposiciones entrafian que 4 sea un isomorfismo
de Ap dotado de la estructura &”” sobre A dotado de la estructura
.. En particular, cuando todas las estructuras .54 son idénticas, %
es un isomorfismo de A dotado de esta estructura comtn, sobre Ap
dotado de .&7"».

Esta proposicién es caso particular del criterio anterior, (*) en la
que los conjuntos E, 4 y E*, que intervienen en el mismo, se suponen
que son respectivamente los 4, B, y 4p que figuran en la Propo-
sicién.

La aplicacién % que figura en el criterio, es precisamente la apli-
cacién reciproca de la aplicacién diagonal de A sobre Ap, asi como
5% v &% se suponen que son respectivamente &' y &”. Fi-
nalmente, se suponen sustituidos I, .57, f,, 4, respectivamente por
L, &4, 1; A,

Después de estas sustituciones, observemos que la aplicacién fo 4
que figura en el enunciado del criterio, es la aplicacién:

(2)see € A5 > (L (b ((ser) ) Juer = (hser € B = 11 4,
es decir, fo & es la inyeccién canénica j (4g, B) de 4z en B, por lo que
la estructura .&”” sobre Ap, imagen reciproca de la estructura &’
sobre B mediante la aplicacién fo %, es precisamente la estructura
inducida sobre Ap por ./”'. El resto de lo afirmado en la Proposi-

cién es inmediato.

(*) El criterio anterior que generaliza el criterio CST 15, de N. B. (Livre I,
Chap. IV, § 2, n.2 4, [1]), puede aparecer a primera vista un tanto artificioso.
El razonamiento empleado en la demostracién de la Proposicién V, pone de
maniflesto que esta aparente artificiosidad no es supérflua.
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PARTE SEGUNDA

CRITERIO DE TRANSITIVIDAD GENERALIZADO RELATIVO
A ESTRUCTURAS FINALES Y CONSECUENCIAS QUE SE
DERIVAN DEIL, MISMO

1. Lema preliminar. — «Sea (A4,),er una familia de conjuntos, do-
tado cada uno de una estructura & de especie 2. Sean E, E* dos
conjuntos, y 4 una biyeccién de E sobre E*.. Consideremos para ca-
da ¢ € I una aplicacién g, de 4, en E, y pongamos para cada ¢ eI,
g* = hog,. Las proposiciones siguientes son equivalentes:

«) Existe una estructura final F sobre E de especie X' para la fami-
lia (Al, (7:: g:)Lel.
B) Existe una estructura final F* sobre E* de especie 2 para la fa-
milia (4,, .7, &*)er-

Ademés estas proposiciones entrafian que la estructura F* se ob-
tenga transportando la estructura F sobre E al conjunto E* median-

te la aplicacién biyectiva h».

En efecto, supuesto verificado o), sea F* la estructura obtenida
transportando la estructura F sobre E, al conjunto E* mediante la
aplicacién biyectiva 4. Se tiene entonces, en virtud de (MOpy),

(Livre I, Chap. IV, § 2, n.o1, [1]).
—1
heolE, EX, F, F* y heo E* E, F* Fi(l).

Demostremos que F* es una estructura final sobre E*, de espe-
cie X, para la familia (4,, 7, §*).er- Para ello, sea f una aplicacién
de E* dotado de la estructura F* en un conjunto E’ dotado de
una estructura &7’ de especie X. La relacién: feo E*, E', F¥, S
entrafia junto con la primera de las relaciones (1) y en virtud de
(MOy;), (N. B., Livre I, Chap. IV, § 2, n.o 1 [1]) la relacién:

foheo E, E,F, &'

y en virtud de ), por aplicacién de la condicién (FI) que caracteriza
a las estructuras finales (N. B., Livre I, Chap. IV, § 2, no5, [1]),
esta tiltima a su vez entrafia la relacién:

(v) (eI =>(foh) o g.=fo (hog)=fog* eoid, E', 71, F")
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es decir, es un teorema en la teoria £ la relacién:
fea E* E', F* " =>(y)(tel=fog*eco A, E, ¥, ")
Inversamente, la relacién (y,) (te I => fog*eo ! A, E', &, 57")

—1
es idéntica a la: (y,) t e I=(foh)og eoc A, E', &, &), que
en virtud de la hipétesis «), y por aplicacién de la referida condicién
(FI) entrafia:

foheoE E,F, &'

Combinando esta relacién con la segunda de las relaciones (1), y te-
niendo en cuenta la indicada condicién (MO;;), se obtiene la rela-
cién:

feolE* E', F* &
Asi pués, «) entrafia la relacién:

feo EX B, F* S <=> (V) el = fog¥cal A E', 5 ).

Por consiguiente, la estructura F* sobre E*, por verificar la condi-
cién (FI) que caracteriza a las estructuras finales, es una estruc-
tura final sobre E* para la familia (4,, .57, £*).e1, quedando por tanto
establecida la relacién «) =» B).

Reciprocamente, supuesto verificado f), sea F la estructura obte-
nida transportando la estructura F* sobre E*, al conjunto E mediante

la aplicacién biyectiva h.l Probemos que F es una estructura final
sobre E de especie X, para la familia (4,, .57, g).e;- Para ello con-
sideremos una aplicacién f cualquiera de E dotado de F, en un con-
junto E’ dotado de una estructura &’ de especie X. La relacién:
feo E,E',F, &' entrafia teniendo en cuenta la1 segunda de las rela-
ciones (1), y en virtud de (MOy) 1a relacién fo he o E*, E', F*, &,
y en virtud de B) por aplicacién de la condicién (FI), esta tltima a
su vez entrafia la relacién:

(V) (e eI => (fo i)lag,* =fo(_hlog,*) =fog.eciA,.E, ¥, ")
es decir, es un teorema en la teorfa £ la relacién:

feolE, E,F, " =>(Y) (el =>fog ecid,E, ¥ )
Inversamente, la relacién: (y,) (¢ € 7 =>]fo gedidE, 7, T )es

L

idéntica ala relacién: (v,) (te I => (foh)og*ec o A, E', .5, . 7"}), 1a
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cual en virtud de la hipétesis B), y mediante aplicacién de la referida
—1
condicién (FI) entrafia la relacién: foh ec! E*, E', F*, .&' que
junto con la primera de las relaciones (1) y en virtud de la condicién
(MOy,), establece la relacién: feoiE, E', F, ./ . '
Asi pués, B) entrafia la relacién:

feo B E,F, " <= (V) (el = fog,ca A, E', 5, 1),

que es la condicién (FI) que caracteriza la estructura final sobre E
para la familia (4., ., &)er-

Se obtiene pués: ) =»> «), que junto con el anterior resultado
establecen:

«) <=> f).

La tltima parte del Lema se obtiene inmediatamente, teniendo
en cuenta la propiedad de unicidad de la estructura final.

De esta Lema y de la definicién de estructura final sobre un con-
junto E para una familia (4,, .%7, g.).e1, se obtiene el siguiente crite-
rio de transitividad generalizado:

2. CSTG.— Sean E, E* dos conjuntos, » una biyeccién de E
sobre E*; (4,),e; una familia de conjuntos, y para cada ¢ ¢ I, sea .5/
una estructura de especie X sobre A,. Sea (1)1 una particién de 7,
y sea (B;)z tna familia de conjuntos teniendo L como conjunto de
fndices. Para todo A € L, sea h, una aplicacién de B; en E, y ponga-
mos k*, = ho h;; paratodo A € L y todo ¢ € J;, sea g,; una aplicacién
de A, en B;; se pone f, = h; 0 g,;. Se supone que, para todo 1€ L,
existe una estructura final &4’ sobre B, para la familia (4,, %%, 1)y, -
En estas condiciones, las proposiciones siguientes son equivalentes:

a) existe una estructura final F sobre E para la familia (4,, .9, f)e-

b) existe una estructura final F* sobre E* para la familia (B;, .7/,

h*A)).eL-

Adems3s, estas proposiciones entrafian que la biyeccién 4 sea un
isomorfismo de E dotado 'de la estructura F sobre E* dotado de la
estructura F*.» (¥)

En efecto, pongamos f,* =ho f,="ho (hyogs) = (hohy) o g, =
= h*,0g,,y sea F un conjunto dotado de una estructura 5% de espe-

(*) En particular, si 4 es la aplicacién idéntica de E sobre E, resulta elcri-
terio de transitividad CST 19 que figuraen N. B., LivreI, Chap. IV, §2,n.05, [1].
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cie X, y # una aplicacién de E* en F. Observemos que por defini-
cién de estructura final, se verifica la siguiente equivalencia:

woh* co By, F, &y, Upi<=> (W) (te],=> (uwoh*)og, =
=“0(h;.*"g¢1)=“"f¢* €O'§A“ F, t(:/j! //F):

y por tanto, teniendo en cuenta que (J;);e. es una participacién de I,
tiene lugar la equivalencia:

(Vi) (AeL=>uoh*eo B, F, ', 95 ) <=> (V) tel =>uof*e
O‘EAD F; (.9:‘;’ (/F) (l)

Ahora bien, si F es una estructura final sobre E para la familia
(A,, S, f)er, en virtud del Lema preliminar, existe una estructura
final F* sobre E* para la familia (4,, .57, f*).e1, ¥ # es un isomorfis-
mo de E dotado de la estructura F, sobre E* dotado de la estructura
F*, por lo que en virtud de la condicién (FI) que caracteriza a las
estructuras finales, se verifica la siguiente equivalencia:

weo E¥ F,F* % <=>(Y) (el =>uof*ca A, F, & ')
y por tanto teniendo en cuenta (1):
ueo E*, F,F*, % i<=> (V) (Ae L => uoh*eo:B,, F, .5, %)

es decir, la existencia de una estructura final F sobre E, para la fa-
milia (4,, .57, f).e1, entrafia que F* sea una estructura final sobre E*
para la familia (B,, .7, 7*)seL.

Inversamente, si F* es una estructura final sobre E* para la fa-
milia (B, . %%", #1*)se, se verifica en virtud de (FI) la equivalencia:

uea E* F, F*, S5t <=> (W) (Ae L=>uoh*eco! B,, F, %', %)

y por tanto, habida cuenta de la relacién (1), se verfica asimismo la
equivalencia:

ueo E* F, F*, S5 <=> (Y.) el =>uo f*eoiA, F, % %)

es decir, la existencia de una estructura final F* sobre E*, para la
familia (B;, %%, h1*)seL, entrafia que F* sea estructura final sobre E*
para la familia (4,, % f,*¥).e1, v en virtud del referido Lema, que exis-
ta sobre E una estructura final F para la familia (4, %, f.).er, tal

19 — Collectanea Mathematica
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que % es un isomorfismo de E dotado de la estructura F, sobre E*
dotado de la estructura F*.
El criterio resulta asi demostrado.

3. Consecuencias que se derivan del Criterio de Transitividad Gene-
ralizado rvelativo a estructuras finales. — Recordemos que cuando [
es un conjunto reducido a un sélo elemento, la estructura final F
sobre E para la tinica terna (4, ./, f) es denominada, (si ella existe)
«imagen directa mediante f de la estructura ./ », y que en particular,
si A es un conjunto dotado de una estructura ./, de especie 2, R una
relacién de equivalencia en 4, y ¢ la aplicacién canénica de A sobre
el conjunto E = A/R, la estructura final sobre E, imagen directa
(si ella existe) de la estructura ./, mediante la aplicacién canénica ¢,
es designada «estructura cociente de .7/ por la relacién R».

Aplicando el Lema preliminar anterior se obtiene la siguiente:

Proposicion I.— «Sean E y E* dos conjuntos, y # una biyec-
cién de E sobre E*. Sean por otra parte, 4 un conjunto dotado de
una estructura ./’ de especie 2, y f una aplicacién de 4 en E. Para
que exista sobre E una estructura F imagen directa de .&” mediante
la aplicacién f, es necesario y suficiente que exista sobre E* una
estructura F* imagen directa de .7 mediante la aplicacién Ao f, y
la biyeccién % de E (dotado F) sobre E* (dotado de F*) es un iso-
morfismoy. '

Simple aplicacién del referido Lema, cuando / es un conjunto
reducido a un sélo elemento, y ademis (y,) te [ =>4, =4y ./, =
=9y f. = /)

En particular, si 4 es un conjunto dotado de una estructura &~
de especie Z, en el que hay definido una relacién de equivalencia R,
y ¢ denota la aplicacién canénica de 4 sobre E = A/R, resulta la:

Proposicion. II.— «Sean A un conjunto dotado de una es-
tructura .~ de especie X, en el que hay definido una relacién de equi-
valencia R, y & una biyeccién de E = A/R sobre un conjunto E*.
Para que exista estructura F cociente de .o "por la relacién de equiva-
lencia R, es necesario y suficiente, (designando por ¢ la aplicacién ca-
nénica de 4 sobre A/R), que exista sobre E* una estructura F*, ima-
gen directa de .&”mediante la aplicacién 4o ¢, y E=A/R dotado de
F es isomorfo a E* dotado de F*».

El criterio de transitividad generalizado CSTG relativo a estruc-
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turas finales, permite demostrar sin dificultad el criterio siguiente que
figura en N. B., Livre I, Chap. IV, § 2, n.26, [1]:

Proposicion II1.— «Sean A un conjunto dotado de una estruc-
tura & de especie X, R una relacién de equivalencia en 4, tal que
exista sobre A/R una estructura cociente '/’ de ./ por R. Sea S una
relacién de equivalencia en A4, menos fina que R, (N. B., Livre I,
Chap. 11, § 6, n.07, [2]) v sea S/R, la relaci6n de equivalencia en
A/R, cociente de S por R (véase ref. citada). Para que exista sobre
(A/R)/(S/R) una estructura cociente ,°" de .”/”' por S/R, es nece-
sario y suficiente que exista sobre A/S una estructura cociente &
de &por S, y la aplicacion canénica de A/S (dotado de &), sobre
(A/R)/(S/R) (dotado de .©"") es un isomorfismo».

En efecto, sean ¢ y y respectivamente, las aplicaciones canéni-

cas de A sobre A/R y de A sobre A/S; sea l:lla funcién deducida de y
por paso al cociente segtin R (N. B., Livre I, Chap II, § 6, n.2 5, [2]).

Sea h— hy 0 ¥, la descomposicién canénica de h en la que y es la
aplicacién candénica de A/R sobre (4/R)/(S/R), h, una aplicacién
biyectiva de (A/R)/(S/R) sobre A/S (N. B., Livre I, Chap. II, § 6,
n.° 5, [2]):

(AIRXS/IR) — - A/S=hJA/R)=h((A/R)(S/R))

AIR—-ﬁ—-—. AIS=h(AR)=(Rap)(A) "

Apliquemos CSTG, suponiendo que I es un conjunto reducido

a un s6lo elemento; L ser por tanto, asimismo un conjunto de un sélo

elemento, y ademds evidentemente: (y;) (A ¢ L => J; = I). Tomemos:

= (A/R)/(S/R), E* = A[S, vy supongamos: (y,) (t €[ => A, = AR

y .U =9,y (V) (AeL=>B, =4y 9% =.9"), y que la biyec-

cién % considerada en CSTG sea la aplicacién biyectiva %,. Por otra

parte, supondremos que el tinico elemento de la familia (%), es la
aplicacién % 0 ¢, con lo que:

(Vl)(ZeL=>h,1*=hok,1=h2o(xo<p)=(hzox)oq):;mp:Y’)

Finalmente, supondremos que el tnico elemento de la familia
(€.) . nerxz € una seccién s asociada a la aplicacién canénica ¢ de 4
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sobre A/R (N. B., Livre I, Chap. II, § 3, n.08y § 6, n.2 2, [2]); evi-
dentemente:

(Vl)(LeI=>f,=h;,og,,,=(xo<p)os=xo(q;os)=on‘4lk=x)

Resulta asi, por aplicacién del referido criterio, la equivalencia de las
proposiciones siguientes:

«) existe una estructura final '/ ” sobre (A/R)/(S/R) para la terna
(A/R, &', %), es decir, existe una estructura cociente de .o/’
por S/R.

B) existe una estructura final 9 sobre 4/S para la terna (4, .7/, v),
es decir, existe una estructura cociente de .~ “por S.

Ademas, estas proposiciones entrafian que %, sea un isomorfismo
de (A/R)/(S/R) dotado de &" sobre A/S dotado de ..
Resulta asi demostrado el criterio.
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