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INTRODUCCION

Las funciones enteras han sido objeto de multitud de trabajos
después de las Memorias de Laguerre, Poincaré, Hadamard, Borel,
etcétera, pero se han ocupado de cuestiones de crecimiento y distri-
bucién de los ceros, clasificindolas segin el género, orden, estudio
de valores asintéticos, etc.; el presente trabajo las enfoca desde un
punto de vista distinto, independiente de estas consideraciones, aqui
se hace el estudio de sus propiedades algebraicas. El anillo que forman
es de los mis sencillos de anillos no noetherianos, tiene propiedades
que lo asemejan a anillos de ideales principales, asi que el ideal en-
gendrado por dos ideales principales es principal, que las funciones
que admiten descomposicién factorial en elementos primos, ésta es
tinica, etc.

Este anillo es un subanillo del de series de potencias formales, y
el de series de potencias convergentes de una variable, sobre el cuerpo
de los niimeros complejos, que son estudiadas por Krull, W. Thimm,
etcétera.

El anillo estudiado tiene la propiedad de que es monogéneo (einar-
tig), es decir, que todo ideal primo, excepto del nulo y del unidad es
maximal,

El presente trabajo estd dividido, primero en unos preliminares,
luego el Cap. I en el estudio de ideales principales, el II en el de ideales
no principales, el cual no es exhaustivo, se puede prolongar la inves-
tigacién de algunos puntos relativos a ideales maximales, y el III a
valoracién, estudiando las valoraciones exponenciales del cuerpo de
funciones meromorfas tales que el anillo de valoracién correspon-
diente contenga al de funciones enteras (tinico caso que tiene ligazén



106 Rafael Aguilé Fuster

con el estudio del anillo de funciones enteras) no ocupandose si son
posibles otras valoraciones.

En varias cuestiones es precisa la aplicacién del Axioma de la
Fleccién de Zermelo, vy sus consecuencias.

1. — PRELIMINARES.

I.as funciones enteras forman un anillo €, sus elementos unitarios
son las funciones enteras cuyas inversas también lo son (o sea, las
funciones enteras sin ceros, o con el valor cero excepcional), que, como
es sabido, su expresién general es de la forma e® donde g (f) es una
funcién entera arbitraria (en particular, una constante o un poli-
nomio).

Sea f(f) € € todos sus elementos asociados® son de la forma
e f () con VY g () € €, y sblo éstos.

Sea V/(f) e € y f(¢) #0; indiquemos con S; su conjunto de ceros,
que es un conjunto de ntimeros complejos en el que un elemento
puede estar repetido un niimero finito de veces, que llamaremos mul-
tiplicidad del elemento (que corresponde a los ceros miltiples), y que
es finito (incluyendo el vacio correspondiente a las funciones unita-
rias) o infinito numerable, con el dnico punto de acumulacién el del
infinito.®)

Dos funciones asociadas tienen el mismo conjunto de ceros, y
reciprocamente, segun el teorema de factores primarios de WEIERS-
TRASS.® En otras palabras: los conjuntos de ceros estdn en correspon-
dencia biunivoca con las clases de funciones enteras asociadas. (Exclu-
sién de la funcion nula), en particular la clase unitaria con el conjunto
vacio.

Antes de proseguir, conviene precisar las operaciones con los
conjuntos de ceros.

La interseccién S;nS, son los elementos comunes a S; y Se, ¥
la multiplicidad de cada elemento en S;n S, es el minimo de las
multiplicidades en S; y S,.

La reunién S;U S, son los elementos pertenecientes a S; o a S,
y la multiplicidad de un elemento de S;uU S, es el miximo de las
multiplicidades en S; y en S,. (Si « ¢ S; diremos que es de multi-
plicidad nula).

(1) Goursat, pag. 147.

(2) Van der Waerden (1), parr. 20, pag. 69 y sigs.
3) Goursat, parr. 308, pag. 148.

4) Goursat, parr. 308, pag. 146 y sigs.
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Lasuma S; 4 S, son los elementos pertenecientes a S, 0a S, y la
multiplicidad de un elemento de S; + S, es la suma de las multi-
plicidades en S; y en S,.

La diferencia S; — S, son los elementos pertenecientes a S, y
10 a S, y la multiplicidad de un elemento de S; — S, es la diferencia
de multiplicidades en S; y en S, si ésta es >0, y 0 si es < 0.

Evidentemente estas cuatro operaciones proporcionan otro con-
junto de ceros, las tres primeras son asociativas y conmutativas y se
pueden extender a un ndmero finito. La primera se puede extender
también a un ndmero infinito, y en cambio las otras dos si se ex-
tienden a un némero infinito pueden proporcionar puntos de acumu-
lacién a distancia finita o puntos de multiplicidad infinita.

A 1a funcién entera producto de dos funciones enteras corresponde
el conjunto de ceros suma de los conjuntos de ceros de cada factor,
es decir

Sie=Sr+ S,

Si S; # ¢ contiene méds de un punto, o un punto de multipli-
cidad superior a uno, se puede descomponer en suma de dos con-
juntos no vacios y reciprocamente, la suma de dos conjuntos de ceros
no vacios contiene mas de un punto o un punto de multiplicidad su-
perior a uno. De aqui resulta:

Los elementos primos de € son las funciones con un solo cero y éste
de multiplicidad uno.

Son, por tanto, de la forma
es® (¢ — a)

donde 4 es un ndmero complejo arbitrario.

Evidentemente € no es de descomposicién factorial,™ pues sélo
se pueden descomponer en producto de factores primos (en ntimero
finito) las funciones enteras cuyo conjunto de ceros es finito, es decir:
las asociadas a polinomios, y en éstas la descomposicién es tdnica
(salvo factores unitarios, naturalmente).

(1) Van der Waerden (1) parr. 22, pig. 69 y sgs.
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CAPITULO 1

Ideales principales de €

Sea f la funcién engendradora del ideal (f), consiste en todas las
funciones enteras cuyo conjunto de ceros contiene a S;, y sélo en
éstas, excluyendo el ideal (0) hay una correspondencia biunivoca
entre los ideales principales de ¢ y los conjuntos de ceros, incluyendo
el conjunto vacio que corresponde al ideal unidad.

LEMA. — Sean f y g dos funciones enteras con S;n S, = ¢. Existen
otras dos funciones enteras ¢ y y de modo que se verifica idénticamente

(L 1) l=9@7@) +v@e@)

DEMOSTRACION. — Cusideremos el cuerpo cociente del anillo ¢ es
decir, el cuerpo de las funciones meromorfas.
La funcién meromorfa

(I, 2) ;

f@®g®

tiene como polos los puntos de S; 4- S,, y éstos solamente. Cada polo
contado con su multiplicidad respectiva. Por ser S; y S, disjuntos, es
S;uS, =S5;+ S,, segtin el conocido teorema de MITTAG-LEFFLER
es: ()

1 1
I, 3 — =t G P, (¢
R TOFL0 ()+E"[ (t—ak)+ "”]

cona, e S;uS,yG ( ) la parte principal de (I,2) en el punto a;.

I —ay
Pero si a, € S; => a, ¢ S,, y reciprocamente, por tanto, el sumatorio
que aparece en (I,3) se puede descomponer en dos: el relativo a los
puntos de S; y el relativo a los puntos de S,, y % (¢) la podemos des-
componer de forma arbitraria en suma de dos funciones enteras %, y %,.
Tenemos, pues, que (I,3) es la suma de

(1) Goursat, parr. 312, pag. 155 y sigs.
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mm+2[6(1)+mm]

VaxeSy t—ay

(L4)

%m+2[c(1)+am]

Va.ES, t— a,
el primero es una funcién meromorfa que tiene como polos los puntos
de S;, con sus multiplicidades respectivas, y el segundo una funcién

meromorfa con los polos los puntos de S,, también con sus multi-
plicidades respectivas. La primera férmula de (I,4) es, por consi-

guiente de la forma%(%)y la segunda(pT(tt)), es decir:

(L5) L _v®, oW
| Foe® 10 ew

de donde resulta (I,1). q.e.d.

CoroLARIO. — Sean f(t) v g(8) dos funciones enteras arbitrarias,
y h(t) una funcién entera cuyo conjunto de ceros sea S;n S,, entonces
existen otras dos funciones enteras @ () y vy (8) tales que se verifica idén-
ticamente :

(L6) ht) =@ 1)+ v (@) g@)

DEMOSTRACION. — Sean S, = S; — 5;nS, vy S, =S, — 5nS,
como S;n S, cS;, se verifica
Si=S,+5nS; Se=3S5,+5nS,
es decir
V f=¢ehh g=mngh

donde & y 7 son elementos unitarios de €, y
(I,7) S/l n Sgl = ¢

pues VaeS; =>aceS;, si a¢S,, => a¢S,, o inversamente, ya
estaria demostrado.

SiaeS;nS,, sean n,, m,, v, las multiplicidades de a en S;, S,,
S; n S, respectivamente. Es v, = min {n,, m,}; si aeS;, su mul-
tiplicidad es #, — v,, ¥ si a € S,,, su multiplicidad es m, — », y estos
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dos numeros no pueden ser ambos positivos, por tantosiaeS; =>a¢ S,
v reciprocamente, de donde resulta (I,7).
Segun el lema, 3 ¢, (¢) v vy, (¢) tales que se verifica idénticamente

(L,8) =g ()}, @)+ v () g @)
multiplicando ambos miembros por % (f), v llamando
¢()=¢elo (), p(@) =n"y ()

resulta (I,6) g.e.d.
De aqui resulta:

TEOREMA 1. — El ideal engendrado por dos funciones enteras f y g
es principal y corresponde al conjunto de ceros S;n S,.

DEMOSTRACION. — Si §5;,nS, = ¢, es consecuencia inmediata de
(L1), si $;nS, = S, +# #, es consecuencia inmediata de (I,6) y de

f=vh
(L9)
g =sh

pues S, €S, <=>(f)c (k) y S, €S, <=>(g) € (k) de donde (1,9)V) q.e.d.

TEOREMA 2. — El ideal engendrado por un nimero finito de fun-
ciones enteras fy, fo, ... f, es principal y corresponde al comjunto de
ceros de S; NS, N ...n Sy,

La demostracién por induccién completa no ofrece ninguna difi-
cultad.

TEOREMA 3. — El ideal m.com de (f) v (g), o sea (f) n (g)? es
principal y corresponde al conjunto de ceros S;U S,, y el ideal pro-
ducto (fg)? corresponde a S; + S,.

En efecto: Sea S, = S,uS, => (h)c(f)y (k) c (&) y V pe(/)n(g) =>
=>5,25;y S,0S,0sea 5,05US,=S,<=>9pe(h)=>()=(f)n(g)
la segunda parte es inmediata. q.e.d.

La extensién a un ndmero finito por induccién completa no
ofrece ninguna dificultad.

(1) Van der Waerden:: (1) parr. 21, pag. 67.
(2) Van der Waerden : (1) parr. 20, pag. 65.
(2) Van der Waerden : (2) parr. 91, pag. 22 y sigs.
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TEOREMA 4. — El ideal interseccion de infinitos ideales princi-
pales es principal, y corresponde al conjumto de ceros reunion de los
conjuntos de ceros de cada uno de estos ideales, si esta veunién no tiene
ningin punto de acumulacién a distancia finita ni ningin punto de
multiplicidad infinita, en caso contrario es el ideal (0).

DEMOSTRACION. — Sean (f;) ¢ € I los ideales principales, I el con-

junto de subindices, si U S;; no tiene puntos de acumulacién a dis-
i€l

tancia finita, ni puntos de multiplicidad infinita, corresponde a un

ideal principal (%), y (k) € (f;) para Vi, por tanto

(h) € n (f)
i€l

v
por otra parte, Vge € tal que ge n (/) o S, o Sy; para Viel por
vi€l

tanto contiene a su reunién, es decir (g) ¢ (4), y
n(f)c(h) osea (k)= n(f)
vi€el viel

Si U S;, tuviera puntos de acumulacién a distancia finita, o
vi€l
puntos de multiplicidad infinita V g € n (f;) tendria como ceros todos
viel

los de esta reunién, es decir, g (¢) tendria puntos de acumulacién de
ceros a distancia finita, o ceros de multiplicidad infinita, en ambos
casos exige que g () =0. q.e.d.

TEOREMA 5. — El ideal cociente V) de dos ideales principales (f) : (g)
es principal y corresponde al conjunto de ceros S; —S,.

DEeMOSTRACION. — El ideal cociente estd formado por las fun-
ciones ¢ tales que pg =0 (f), o sea

See=Sp+ Sg2S5;<=»S5,25S, — S,

y reciprocamente, de donde resulta el teorema. g.e.d.

DEFINICION. — Indicaremos con
(1,10 =0

(1) Van der Waerden (2) parr. 91, pig. 24 y sgs.

8 — Collectanea Mathematica
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(" la derivada de f), segtin el teorema 5, S;, son todos los puntos de
S; pero con multiplicidad uno ((f*) = (f) <=» f desprovisto de ceros
multiples). '

SiS;=ay, a,,...a,, ..con las multiplicidades #,, #,, ...

Ny eve

respectivamente, es S; = 4, 4, ... 4,, ... todos con multiplicidad
uno.

Si el conjunto {n;} esta acotado, llamando ¢ = Sup #,; tenemos :
(I,11) (7*)e c (/)

y o es el minimo exponente para que se verifique (I, 11), de donde
resulta que

(%) = Rad ()™

(Rad % = {a €€, a" ¢ A para un % entero > 03},
en cambio si {#;} no esti acotado, tenemos

Rad (f) € (/)

vy no es ideal principal (se estudiard en el Cap. II).
Procedamos ahora a estudiar los ideales principales primos.
El ideal (0) es primo por ser € un dominio de integridad.

~ Aparte de éste, tenemos el teorema :

TEOREMA 6. — Un elemento primo de €2 engendra un ideal maxi-
mal (o sin divisores),® y un elemento compuesto un ideal no primo.

. DEMOSTRACION. — Un elemento. prirnq dg' € es asociado a t —a
Vge€ g(t) =g(a) (t—a) |
vy g(a) es cualquier nimero complejo, de donde resulta
(I, 12) Cle_ay= 2

donde Q2 es el cuerpo de los ntimeros cdmplej os, de donde resulta qué
el anillo de clases de restos respecto a (¢ — a) es un cuerpo, es decir
(¢ — a) es maximal.

(1) Krull, pag. 6.
(2) Véase pag. 3.
(3) Van der Waerden (1), parr. 20, pag. 64.
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¥ £ ¥ h son no unitarios, resulta que S; = S, 4 S,y S, E S;, Si i S;, es

decir: g == 0 (f), 2 == 0 (f), pero gh = 0 (f) de donde (f) es no primo.
q.e.d.

De aqui resulta que los ideales principales primos, excepto el
(0) v el (1) son también maximales.

TEOREMA 7. — Los ideales principales primarios) son los (f)
tales que (f*) es primo, y sélo éstos.

Es decir: si f # 0, S; es vacio o consta de un solo punto de mul-
tiplicidad arbitraria.

DEMOSTRACION. — Para los ideales (0) y (1) es trivial, si

[O)=(¢—aye® hp=0()y h==0()=>¢" =0()

pues ¢ (a) = 0 con multiplicidad > 1.
Por el contrario, si S; consta de més de un punto, podemos
descomponer f = g@h, (p, #) = (1), (p) # (1) (h) # (1) de donde

ph =0(), p=£0(f) = 1" = 0()
para yn > 1, es decir, (f) no es primario. q.e.d.
TEOREMA 8. — € %0 es noetheriano.
DEMOSTRACION. — 3 f € € con infinitos ceros, sea
S;=ay, a3, ... a,, ..

con multiplicidades #;, #,, ... #,, ...

tenemos:
(N e () i (7*): (¢ —ay) i ()@ —a)(t—ay) E g

() (¢ — @) o ¢ —a) S ..

una sucesién de ideales que no vale el signo = a partir de un valor
en adelante. q.e.d.

TEOREMA 9. — Todo ideal principal es tnierseccion de ideales pri-
marios en wumero fintto o infinidad numerable.

(1) Van der Waerden (2), parr. 92.
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DEMOSTRACION. — Si f tiene un ndmero finito de ceros, es decir,
S; = ay, a,, ... a, con n; multiplicidad de a; es

() = (¢ —a)™) n (¢ —a)™) N — — n ((t — a,)™)

Si f tiene infinitos ceros, del teorema 4 resulta

(= n ((t —ays) qed.

i=1

TreOREMA 10. — € es entero algebraicamente cerrado™) en su cuerpo
cociente.

DEMOSTRACION. — Sea 7 una indeterminada.

F(T) =Tn+gl LA + .. +gn—lr+gn

un polinomio de € [7] con el coeficiente de mayor grado iguala 1. Si ¢
es una funcién meromorfa tal que F (¢) = 0, es suficiente demostrar
que ¢ es una funcién entera.

En efecto: ¢ = 1 es el cociente de dos funciones enteras que po-

demos supomner sin ceros comunes, es decir (f, g) = (1), pues en caso
contrario seria (f, g) = (#) (teorema 1) y dividiriamos numerador y
denominador por k. Sustituyendo en F(r), y multiplicando por g,
tenemos

fr+aftet a2+ . +gafg ' +g.e=0

todos los términos excepto el primero son congruentes con cero moé-
dulo (g), por tanto

f*=0(g)

lo que sélo es posible si (g) = (1), es decir, g unitaria, y por tanto
@ entera. q.e.d.

(1) Van der Waerden (2), Cap. XIV, pag. 73 (en aleman «ganz algebraisch-
abgeschlossen).
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CAPITULO 1I

Ideales mo principales de €

1. — GENERALIDADES.

Sea ¥ un ideal de €. En el capitulo anterior hemos visto que si
% es engendrado por un ntimero finito de elementos de € es principal
(teorema 1).

Sea % = {f;} iel (conjunto de subindices) el ideal engendrado
por infinitas funciones,!) sea
(IL, 1) S=nS,

viel

resulta que S € S, para cada 7, de donde resulta que S es un con-
junto de ceros de la forma especificada en pag. 4 (S puede ser el conjun-
to vacfo). A S, por tanto, corresponde una clase de funciones aso-
ciadas. Sea g una funcién de esta clase (es decir, S = S,) Vf e ¥ ve-
rifica f € (g), es decir:

(IL, 2) A c(g)

TEOREMA 11. — Todo ideal principal divisor de U es también di-
visor de (g).

DEMOSTRACION. — Sea (¢) D % un ideal principal divisor del %
basta demostrar que S, € S,, pues implica que (¢) D (g).

SiS,noc S;, daeS,—S,, yuna funcién engendradora de ¥, f;,
tal que f;(a) # 0 6 f;(a) = 0, de multiplicidad menor que en ¢, pues
de (IL, 1) sia ¢ S, =>37 tal que a ¢ S;, y si aeS;=»aeS, con
multiplicidad mayor y 3 7 tal que @ € Sy, con la misma multiplicidad
que en S,, por tanto menor que en S,,.

En cualquier caso resulta f; ¢ (p) y por tanto % no € (¢). q.e.d.

De donde resulta que (g) es el ideal principal minimo que sea di-
visor de .

TEOREMA 12. — La condicién necesaria y suficiente para que el
tdeal U = {f} sea principal, es que el conjunto S dado por (11,1), pueda
expresarse como interseccion de un nimero finito de Sy,.

(1) Todo ideal es engendrado por un niimero finito o infinito de elementos,
pues podemos tomar como engendradores todos sus elementos.
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DEMOSTRACION. — La condicién es necesaria. En efecto: si existe
un subconjunto finito de I, (i, 7,, ... 7,) tal que
Sg= n Stu
. [‘_
entonces

(8) = (fip fiz: fif,)

(teorema 2) es decir,

@eu
y comparando con (II, 2) resulta
A=)

La condicién es suficiente. En efecto: si % es principal, debe ser
A = (g) seglin el teorema 11; por -consiguiente, por g € A sera

§= 2 ®u fin (Pu func_iones enteras)

vcomb1nac1on lineal de un numero finito de engend_radores de %,
y por tanto :

S, o n Sf1 D> NSy,
#=1 - viel
por tanto debe ser .

S, = n Stiu

q.e.d.

COROLARIO. — S7 existe una funcion h e U asociada a un polino-
mio (es decir : S, finito) entonces es A principal.

DEMOSTRACION. — Se verifica

(hyc A c(g)=>S,0S,

i n '
pero A =E @, i, con @, enteras, y S, =n S; v S,—S, es finito,
v=1

si fuese vacio, seria S, = S =>(h) = (g) v ya estarfa demostrado,
sino,aya, €S, —S; 3 unaf,,,tal que f;, (a,) # Osia, ¢ S;6fip(a,) = 0
con multiplicidad menor que en % si a, € S,, y como los @, son finitos
es S, =S, n Sf;,;, por tanto es interseccién finita.

vp

q.e.d.
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" Como ejemplo, vamos a hallar el radlcal de un ideal principal (f)
(véase pag. 9). : .

Como sabemos, es el con]un‘co de funciones enteras de las cuales
una potencia pertenece al ideal (f). Si S; tiene sus mult1pl1c1dades
acotadas es (f*) el radical de (f), si no es :

Rad (fy = {/, f for oo foo 3

(fo =) n): (7, (l) =" n f1 (%)

y en general

con

(Fa) = (%) (fazi) = (F%)
es decir: _

S, se obtiene de S, " conservando los puntos de multiplicidad
uno, y reduciendo en una unldad las mult1p11c1dades de los restantes
puntos. (S;, = S;).

En efecto : :

Vf, e Rad (f), pues f, € ( f) reciprocamente, si g € Rad (f) 3n>0

tal que g" e (f) =>g e (f), Y Vge A= {}, ], e Fup e} €5 g = va € ()
pues (f;) € (fi4+1)-
Aqui es

y es interseccién finita sélo si es f, = f,,, a partir de un % en adelante,
es decir : si las multiplicidades de los ceros estan acotadas.

2. —Caso S = ¢

En este caso el ideal correspondiente a S es el ideal unidad, por
consiguiente del teorema 11 se deduce que % no es maltiplo de ningtin
ideal principal excepto del unidad, y reciprocamente.

Del teorema 12 tenemos que % = (1) si y sélo si la interseccién
de un ntmero finito de S;, es vacia. En particular si la interseccién
de un ndmero finito de S es finita, segtin el corolario a dicho teo-
rema.

Tenemos :

TrOREMA 13. — La condicién necesaria y suficiente para que el ideal
A= {f;}, 1€l no sea principal, y no sea miltiplo de ningin ideal
principal excepto del ideal unidad es que ¥ @ (t) € U tenga infinitos
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ceros, y dado al arbitrio un mimero real R > 0, 3 @(t) € U tal que todos
sus cevos sean de médulo superior a R.

DEMOSTRACION. — La condicién es necesaria. En efecto: V¢ (£) e %
es de la forma

‘P=2 (Pvfiv

=1
r
y el conjunto S, = n S, debe tener infinitos elementos, pues si
v=1

fuera finito serfa A = (1), y S, o S,, por tanto ¢ tiene infinitos
ceros. Por otra parte, V S, tiene un niimero finito de elementos de
médulo igual o menor que R, sean ay, a4, ... a,. ParaVa, (v = 1, 2... p)
dun Sy tal. que 4, ¢ Sy, pues en ca§o con1’:rario a, € S,,." paraViel,
y por consiguiente, la n S; no serfa vacfa. Las funciones enteras

for b o Fiy

engendran un ideal principal (¢ (#)) (teorema 1), y S;=S,n Sh, n..n
n S,i” no contiene ningin punto 4, y como S,cC S; no contiene
ningtin punto en |¢| < R, y por otra parte ¢ ¢ U.

La condicién es suficiente. En efecto: si para VR>03 pe¥

con todos sus ceros de médulo superior a R, n S;, debe ser vacia,
i€l

pues si a pertenece a esta interseccién =» @ () =0y si R>|a]| esta
en contradiccién con la hipétesis.

Ademais, si V ¢ ¢ % tiene infinitos ceros, % no puede ser principal,
pues el tnico ideal principal que contiene al % es el unidad (teo-
rema 11), y por tanto si % fuera principal seria % = (1), y habria fun-
ciones de % sin ceros, lo que estd en contradiccién con la hipétesis.

q.e.d.
Ejemplos :
1) Las funciones enteras
1 1 1
reyreg+1" —~r'@+n)’
tienen como conjunto de ceros

S

; = niimeros enteros no positivos
re

S | = ntimeros enteros negativos

(t+)
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S | = ntmeros enteros < — 7
Tt+n)

Su interseccién es vacia, pero la de un nitmero finito de ellos no lo
es, es decir :

o — { 1 1 1
rey’re+1° " reg+n’ }

no es principal ni estd contenido en ningtin ideal principal excepto
el unidad.

2) Las funciones enteras

sen 7t T
— sen —
sen 7t 2 2"

) g ese ) eee

¢ 13 14

sus conjuntos de ceros son :

Todos los enteros excepto el 0.

» » » pares excepto el 0.
4 » »
» » » 2" excepto el cero.

cuya interseccién es vacia, pero no la de un nimero finito.
Importante es el siguiente teorema : (1)

TEOREMA 14. — Todo ideal % mno principal, y no contenido en
ningiin ideal principal excepto del umidad, estd contenido en un ideal
maximal no principal.

DEMOSTRACION. — De los ideales conteniendo al ¥ y distintos
del unidad hagamos una cadena ordenada por contencién, la reunién
de éstos es otro ideal que los contiene, por consiguiente se puede
aplicar el Lema de ZORN @, es decir, habrd elemento maximal M,

(1) Este teorema es consecuencia del teorema general para todos los anillos
conmutativos con elemento unidad, y ideal 9[ # (1) estd contemnido en
un ideal maximal.

(2) Birkhoff, pag. 42.
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el cual no estd contenido més-que en si mismo y en el 1dea1 unidad,
es decir, es ideal maximal. q.e.d. :

3. — Caso que 1 sea numemble. En este caso podemos suponer
que [ es el conjunto de los niimeros naturales; en este caso es :

(II, 3) - . 91 == {fl’ fz, eee fn, ...}
con

" oo - ° h : 'A ..
(1L, 4) nS, =¢ nS;, #¢  (hntmero natural arbitrario)
n=1 ) | S

n=

(la interseccién de un ndmero finito de S, si # = max 7 contiene
B

n S;, v por tanto no.es vacfa).

n=1

Consideremos los ideales principales

(11, 5) (‘pl) = (fl): ((PZ) = (.fl» fz), ((pn) = (flr f2> fn)

las funciones enteras ¢, estdn determinadas salvo factores unitarios.
Tenemos :

(I1, 6) So, =f;l S,
v por consiguiente
(11, 7) S, D Se,_y
" Sea
(11, 8) B = {¢p1, P20 e P -oi}

TEOREMA 15. — Se verifica B = .

"DEMOSTRACION. —V g ¢ B es de la forma

(IL, 9) g=27,%
_dbnde sélo un niimero ﬁnito dey, son distintas de cero. Sea n = Mépé v,
entonces "

N ge(p) €U

pues si » < g => (¢,) C (@,). Es decir,
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Por otra parte, Vf e es de la forma

(I, 11) F=201
con s6lo un ntmero finito de g, # 0. Sea n = Mizé v, entonces es:
e
(I, 12) fe(f fo o 1) = (@) € B
es decir : - ‘
(11, 13) AcCB
v de (IT, 10) y (IT, 13) resulta
(II, 14) : A =9
q.e.d.

Del teorema 13, resulta que Sg, tiene infinitos elementos para
cadan, y a VR > 0 (real) corresponde un numero natural » tal que
para n > v es Sg, exterior al circulo || =

Por tanto es:

(I, 15) *="U (@n)

n=1

y en la sucesién A
(@) € (p2) € ... € (py) C ...

hay infinitos distintos, y se pueden lsuprimir los repetidos.
TEOREMA 16. — Si I es numerable, % no es primo.

"DEMOSTRACION. — Veamos primeramente que no es maximal.
Sea:Vgee sidntal que Sgn Sp,= D <=> (g, 2) = (1) => (¥, g)=(1).
(Es suficiente que 3 tal que Sg n S¢, sea finito, segin corolario
del teorema 12).

Sidn tal que S, 5 S, <=>ge(p,) =>ge¥

Sise verifica S,n S,, #P, y S, D S, para Vz, entonces (¥, g) # (1),
pues si (¥, g) = (1) de (II, 15) debe ser (¢,, g) = (1) a partir de un
valor de # en adelante, y analogamente g ¢ U, pues serfa ge (<p,,)
a partir de un #.

Un tal S, existe siempre, pues sea

by € Sp; — Sy, by € Sp, — Sgs, ... b, € Sp, — S@,pq, ..o @

(1) Se aplica aqui el Axioma de la Eleccién.
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el conjunto

Sg= {bl’ bz, aee b”, ...}

su interseccién con V S¢, no es vacfa, pues contiene b,, si para Vn
dm > n tal que Sg,, — S@,,,, conste de mas de un elemento, enton-
ces Sgno o Sp, para Vn. (Ejemplo 2, pag. 17).

Pero si a partir de un # en adelante Sg, — Sg,.;, consta de
un solo elemento (ejemplo 1, pag. 16), entonces S, > S, a partir
de un » y verificard para todo n > v que S, — S, es finito, si

S% = {Cy, C3y v Cpy ouu}
tomemos
Sg = {¢y, €3 ... €34y, ...} y cumple las condiciones exigidas.
En ambos casos es
(I1, 16) xS e S

por tanto % no es maximal.
Veamos que no es primo, sea g verificando (I, 16), sea

(h) =(p):(8)  Si=3S,—S

Si 3# tal que
SinS,, = ¢ <=>(Sy, — S,) NS, = <=>5,,nS, —S; n Se, =
=¢<=> S, = S5,nS, c5nS, <=>S5,nS, =S, <=>5,28,
(contradiccién).

Si 3# tal que
S50 Spn <=> Sp, — SgD Sgu<=>S,, N S, — S, 0 S,, — S, <=>S,,
nS,=4¢ (pues S, n S, cS;=>S,, nS;,—S;=4¢) contradiccién.

Por tanto

héAy (A, h) #(1)

pero ghe(py) => ghe¥, ynignih pertenecen a %. g.e.d.
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El ideal (¥, g) (II, 16) tampoco serd primo, y por tanto no maximal,
pues tiene también una infinidad numerable de engendradores, es :

L=(%9=0 =0 m )=

y tenemos
c c c c c
‘2[ # 9«[1 ?,__ ‘2[2 # oo :,é Q[n ¢ oo Q‘In = (an-l) gn-—l)
sea
oo
A, = U
i=D

SiVg,e€ es g,eU,<=>g,c, para un #.
Si (%, go) = (1) <=> (¥, g,) = (1) para un z.

%, tiene también una infinidad numerable de engendradores,
pues tiene los @; més los g;. Por consiguiente, tampoco es primo (ni
maximal), y existe

c c c c
U = Mt o oo o Yogy o o
cuya reunién indicamos por ¥,,.
De aqui.

c CcC Cc c
QItn2 # %w2+l % £ QIu)2+n #

cuya reunién es w,;, y asi sucesivamente.
Sea
c c c c c
Uy 2 Uy S Uy o S U
cuya reunién es Yw?2 De este modo llegamos a V¥, con « ndmero or-
dinal transfinito de segunda clase, M y sélo a éstos. En efecto: Todos
los obtenidos son de segunda clase, pues son siguientes de uno o limites
de sucesiones, y contiene el primer elemento, si contiene a « contiene
a-+1, y si contiene una sucesién contiene al primero de los siguientes.
y V ¥4, para « de segunda clase tiene una infinidad numerable de en-

(1) Sierpinski, pag. 211 y sgs.
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gendradores. Para o = 0 es cierto (%, = %) supongimoslo cierto
para todo ordinal < «. Si o es de primera especie, %, se obtiene de
%, ; adjuntando un generador, si « es de segunda especie ¥, es la
reunién de s con VB < «, y ¥, tendrd como engendradores una
reunién numerable de conjuntos numerables (segtin la hipétesis de
induccién), es decir : serd numerable (), :
Por tanto, el conjunto de w, contiene w,, si contiene w, contiene
-, ¥ si contiene todos los de una sucesién, contiene el primero de
los siguientes, por tanto contiene a todos los de segunda clase. @

4, — IDEALES MAXIMALES.

Ya hemos demostrado la existencia de ideales maximales no
principales en el teorema 14.

Sea % = {f} i € I un ideal maximal no principal. Segtn lo visto
en el parrafo 2, es necesario que I sea infinito no numerable, y que no
exista ninguna infinidad numerable de engendradores.

Los Sy, cumplen las condiciones que su interseccién sea vacia, pero
no la de un nimero finito de ellas.

Por ser % maximal <=>Vge€ 6 a)ge, 60) (%, g)=(1)

En a) <=>13 1y, iy, ... 1, € I (v finito) tal que

(I1, 17) S¢2S;n S, n..nS;,
en b) <=>3 7, 7. ...7, eI (v finito) tal que
(I1, 18) S¢enS; NS, n..nS, =4

TrOREMA 17. — En un ideal maximal no principal existen engen-
dradores sin ceros muiltiples.

DEMOSTRACION., — Sea ¥ = {f;} vy U* = {f;*} (véase pag. 9)
evidentemente

(11, 19) %A u*
pero %* (1), pues si ¥ = (1) <=> 34}, 7y, ... 2» (v finito) tal que

Sf;: _n Sf:.'; n..n Sf:y == ¢<=-} S/i n Sﬂz n..n Sﬁ,,= ¢-(=>9[= (1)

(1) Sierpinski, pag. 124.
(2) Sierpinski, pags. 211 y sgs.
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contrario a la hipétesis.
Por ser % maximal, se deduce de (II, 19) y de %* = (1) que

(11, 20) Y = U*

y los engendradores de * no tienen ceros mdltiples. g.e.d.

TEOREMA 18. — Cualquier ideal primo salvo el (0) vy el (1) es ma-
ximal.

DEMOSTRACION. — Para ideales principales ya estd demostrado
(teorema 6); basta, por tanto, demostrarlo para ideales no principales.

Sea ¥ un ideal no principal no maximal, basta demostrar que es
no primo.

Descompondremos la demostracién en tres partes.
a) 3f €% con ceros simples. Por ser A no maximal 3¢ ¢ € tal que

geA y (A, g #(1).
Sea

B ={h:() 5 Si=S5—35
como S; no tiene puntos repetidos =» S, n S, = ¢
pero :
hge(f) c ¥, g¢ ¥ => heW (suponemos A primo)

pero
h, g =), he¥W=>(h, g) c (¥, g) = (1) contradiccién.
b) Vf e tiene ceros mdaltiples, pero 3f ¢ ¥ con multiplicidad de
ceros acotada. Sea S; = 4y, a5, ... 4,, ... ¥ #; la multiplicidad de q; .

o = Max #;

f*eu

pues tiene ceros simples, pero

f*ee(f) c

lo que es imposible si % es primo (pues si % fuera primo f#e = f* f¥e—1,

[F¢ U => fre1 e y fre=l ¢ A, ... f* ¢ ¥, contradiccién).

c) V/edU tiene ceros miltiples con multiplicidades no acotadasg
Entonces, f* ¢ % .

por tener f* ceros simples; de (f) ¢ (f*) se deduce

(11, 21) fe% n (¥
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v A n (f*) es principal, pues si indicamos por S, la interseccién de
los ceros de sus engendradores, se verifica

(1T, 22) S;9 S, 2 S
=

pues si S, = S;, => (f*) es el ideal principal minimo que contiene
A N (f*) (teorema 11), y f*2 € (f*) => f*2 ¢ A n (f*), por tanto exis-
tirfa en A una funcién con todos sus ceros dobles, que es contrario a
la hipétesis c).

Sea g una funcién entera correspondiente a S, de (II, 22) se
deduce que S;, = S,,, o sea (f*) = (g*). Si A n (f*) no fuera prin-
cipal, tendriamos

(I1, 23) %A n (%) c (g

c
#

pero VA e €, tal que (k) c (g) => ke N (f*) (teorema 11)

Cc
+
Sea ya, ¢ Spr, v sea ((t —a,)g)

2

correspondiente a S, 4 a,, por tanto tenemos
(¢t — a,)g) < ) =>@C—a,) gedAn(f*)=>(¢—a)geA=>ged

Supuesto % primo, pues evidentemente ¢ — a, ¢ % (por ser ({ — a,)
maximal). Y ademis g € (f*¥), de donde

ge¥ n (%
que comparada con (II, 23) resulta
(11, 24) A n (1*) = (g)

Sea a, un punto de multiplicidad mayor que uno de S,, y sea
(h) =(8): (t —a,)
es
(&) € (B) c (%)
#  #

heu

pues en caso contrario tendriamos la contradiccién % € (g).
Tenemos, pues, t —a, ¢ %, h¢ A, (t —a,) he(g) C ¥, por tanto
hay contradiccién en suponer % primo.
q.e.d.
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5. —Caso que n S;, # ¢. — Sea

n
vy U= {f,}, Vhe ¥ es h= Y o, f,, sea
y=1

9~I=E‘I:(g)

A estd engendrado por (f,): (g), en efecto:

Vel
es
pg e
y
Yg = vé 0y fiv
y .
p= o () =():@
reciprocamente,
nSi,=4¢
viel

pues Si = S; — Sg, y resulta

()% = u

por tanto tenemos :

TEOREMA 19. — Cualquier ideal no principal es el producto de un
ideal principal por un ideal mo principal y no contenido en wingin
ideal principal mds que en el unidad.

Si % es maximal, entre % y (g) no hay ningtn ideal intermedio.
El teorema 18 es vélido en este caso.
Dicho de otra forma, el anillo € es monogéneo. ®

(1) XKrull, parr. 9, pdg. 22. En aleman «einartigy.

9 — Collectanea Mathematica
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CAPITULO III

VALORACION

Segtin hemos visto (teorema 18) los tnicos ideales primos de €
son los ideales (0) y (1), y los ideales maximales.
De ideales maximales hay de dos clases :

1.2) Ideales maximales principales (¢ — @) siendo a cualquier
niimero complejo.

2.2) Ideales maximales no principales.

Sea M un ideal maximal de una u otra clase, tenemos el siguiente

TEOREMA 20. — Los ideales M0 = (1), M, M2, ... M*, ... son to-
dos distintos, y la interseccion de todos ellos es el ideal (0) si y sélo
si M es maximal principal, y en este caso Vg € €, g # 0 le corresponde
un entero o > 0tal que ge M*y g ¢ M+ st ahee, vy h # 0 le corres-
ponde B, es decir : h e WPy h ¢ MP+1 a gh le corresponde o + B.

DEMOSTRACION. — Si 9% es principal, M = ({— a), M* = ((¢ — a)*),
y evidentemente son todos distintos, y si g e W* para todo #, im-
plica (teorema 4) que g =0, pues 4 es de multiplicidad infinita,
ademas :

SigeM* y gEMt! <=>g(t) = (£ — a)* g, (£), g1(a) #0
SiheMyh¢ M+ <=> h(t) = (t —a) hy (£), by (a) # 0

Por tanto

g h(t) = (¢t —a)**P g (£) by (2) <=> g h e M*+P y gh ¢ Mer+p+s

Por otra parte, si M es no principal M= {f},7¢l y V f; con
ceros simples. Es M2 = {f; ;) V4, j € I, iguales o distintos y en general

W = {fir, fia oo fin} Vg, Gy o G €1

iguales o distintos, y estos ideales son todos distintos, pues tenemos
fie M, f; ¢M2 pues Vg eM? tiene ceros dobles, ya que

(11, 1) g=2X o0, i f;
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con s6lo un nimero finito de g; # 0, y S, = n S,', + Sfj. (teorema 3),
Qv,'io
y S, + S,y. tiene ceros miltiples, y si

aen Sf,
r=vijie; -0

es cero doble (por lo menos) de g.

Y en general f"~! e M1, y f*~1 ¢ M", pues V g ¢ M* tiene ceros
n-plos (el razonamiento es andlogo al anterior).

Por otra parte, si

geM<=>g*¥eM

pues si 5,235, NS, n .. nS, conViy, i, .1, el (vfinito), y
Sty NSy, N ... NSy, carece de puntos ml.'lljciples, por consiguier.lte
Sg* D 5, n S, n .. n Sy, (véase definicién péag. 9), es decir:
g* e M, el reciproco es inmediato, pues (g) € (g*).

Si(n>0) geM* =>g*¥eM ya que g e M
Sea
Sex = aq, a3, ... a,, ...
(distintos dos a dos) ordenados respecto a médulos crecientes. Sea

(III: 2) (gl*) = (g*) : (t - dl)’ €s Sgl* = SE* — & (teorema 3) y
&%) = (&™) (¢ —ay)

como ¢ —a; ¢ M, pues toda funcién de M tiene infinitos ceros (teo-
rema 13), y por ser M maximal, y por tanto primo, tenemos

g*eM
Analogamente

(IIL, 3) (g%2) = (&1*) : (¢ — @2), y en general (g,*) = (ga_1) : (t — a,)
Sea g€ € tal que

Sg= al, 612, a3, eee an. .
con las multiplicidades 1, 2, 3, ..., %, ... respectivamente, tenemos :
(8) € (&%);(8) € (&%) (&*); - (&) € (g%). (&®) ... (&%) ...
es decir :

geM, M2, M3, ... M, ...
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por tanto

v como g # 0, esta interseccién no es el ideal (0). q.e.d.

Todas las valoraciones del cuerpo de las funciones meromorfas
que prolongan la valoracién trivial del cuerpo de los ntimeros com-
plejos son, evidentemente, no arquimedianas,!) pues todo ndmero
entero distinto del cero tiene valor uno.

Consideremos la valoracién exponencial, es decir, ha de cumplir
las cuatro condiciones @ (¢ funcién meromorfa)

1.2 — w(p), para ¢ # 0 es un ntmero real
28 —w(0) = oo
(111, 4)
32 —w(py) =w(p) +w(y)
44 —w(p + ) = Min (w (9), w (¥))

y ademds, si ¢ es constante # 0, w (p) = 0.

Tas funciones ¢ tales que w (¢) > 0 forman un anillo 6 en las
funciones meromorfas y las que w (¢) > 0 forman un ideal que es el
Gnico maximal de 0. Consideremos que 6 o €. Es decir:

V g entera => w (g) > 0.

Si la valoracién es conocida sélo para las funciones enteras, se
puede prolongar de forma dnica a las funciones meromorfas, pues si

g, he€w (%) = w (g) — w (#) y toda funcién meromorfa es cociente

de dos enteras, y ademads sifl — % es

I

w (gl) —wh)=w(g) —w (h) (3)

Tenemos, por tanto, una valoracién de €, que cumple las condi-
ciones

(1) Paralo que sigue téngase presente Van der Waerden (1), Cap. X, Deuring
parr. 10 o Krull, parr. 5.
(2) Van der Waerden (1), pag. 282.
) cfr. Van der Waerden (1), pag. 250.
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12 —w(g) >0 para g #0 (w(a) =0, si 2 n.° complejo # 0)
22 —w(0) =
(I11, 5)
32— w(gh) = w(g) + w(h)
42 —w(g+ h) =Min (w(g), w (k)

De la 1.2 y 3.2 se deduce que toda funcién entera unitaria tiene
el valor 0, pues g, g~ ! €6,

w(g)=—w(g), w(@)=0,w(Eg ) =0=>rw(g)=0yw(—g=w()

Sea
P={geec:w(g) >0}

P es un ideal de €, puessiw (g) >0, w (h) >0 =>w(g — &) > 0
(de la 4.3),

Si ge®P, heC=>gheP, pues w(gk)—w(g)+w(h)>0 ya
que w(g) > 0, w (%) > 0.

Ademds B es primo, pues si gh e B, g¢ B => &k ¢ P pues
w(gh) > 0, w(g) = 0y dela 3.2 debe ser w (k) > 0.

% no puede ser el ideal unidad, pues seria w (1) > 0, lo que es
absurdo.

Quedan, por consiguiente, los siguientes casos posibles :

a) B=(0)

b) P maximal de primera clase (principal)

- ¢) B maximal de segunda clase (no principal).

En a) Vg #0 es w(g) =0, que es la valoracién trivial de las
funciones enteras, y por tanto, la valoracién trivial de las funciones
meromorfas.

En b), = ({t — a), w(t—a) = » > 0, podemos hallar una va-
loracién equivalente M tal que w (¢! — a) = 1.

VgeC yg #0 es de la forma

gl)=(¢—a)" g (); g (a) #0, n =0 (entero) y es w (g) = n.

(1) Van der Waerden (1). Parr. 75.
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Para ¢ funcién meromorfa # 0, ¢ (f) = (t — a)™ ¢, (¢), ¢, (a) # 0
y m entero, la valorizacién se prolonga a w (p) = m, es decir: es la
plaza en el punto a.®

En c) no corresponde ninguna valoracién, pues consideremos la

(oo}
funcién ge n P*, tal que
n=1

S,=a,, a,, ... a,, ... con las multiplicidades igual al subindice,
)] <layl < ... <a,| <.

(cfr. teorema 20).
Como g* € B => w(g*)=»>0y de (III, 2) w(g,*) =w (g*)—w(t—a,)
y w(t —a;) =0 pues ¢t — a, ¢ B, por tanto
w (g*) = w (%)
y, en general, reiterando

w (g,*) = w(g¥)
ahora bien
g=2g%h heC w(g) =w(g*) + w(h), por tanto w (g) > w (g*).
Pero también
§=8%¢" ... Ga-1hu, y €€y w(R)=nw (g¥)+w (h,) =>w (g) Znw(g*)

y como 7 es cualquier entero > 0, y » > 0 debe ser w (g) = o, pero
g # 0, lo que estd en contradiccién con (III, 5).
Resumiendo, tenemos el

TEOREMA 21. — Las wunicas valovaciones del cuerpo de funciones
mevomorfas enteras sobre las funciones enteras son ademds de la trivial
las plazas en Yo complejo (salvo valoraciones equivalentes).

El anillo de valoracién 0 son todas las funciones meromorfas re-
gulares en 4, y el ideal P de la valoracién son todas las funciones
meromorfas nulas en a, es por tanto B = (¢} — ) (ideal de 6).

Esta valoracién es discreta @, pues todos los valores son niimeros
enteros.

TEOREMA 22. — 0 es noetheriano.

(1) Van der Waerden (1). Parr. 74, pag. 253 ejemplo.
(2) Van der Waerden (1), pag. 253.
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DEMOSTRACION. — Sea % cualquier ideal de 6, y sea ¢ € U tal
que w (@) sea minimo, si w (p) = 0, es A = 0, pues ¢ es unitaria en 6,
si w(y)=w(p)=>ypel, pues y =93, v ©(3)=0==>3Jec,
por tanto

A= {y, w(yp) = p(p}®

por tanto si w (p) = 4 es A = ((t — a)*) ideal de 6. Por consiguiente,
es 6 de ideales principales, por tanto noetherianos. q.e.d. @
Y, finalmente, tenemos el siguiente

TEOREMA 23. — El cuerpo completo ® respecto a esta valoracion es
el de series formales de potencias de t — a con coeficientes complejos
con un nimero finito a lo sumo de potencias negativas.

DEMOSTRACION. — Sea @ el cuerpo de funciones meromorfas,
tenemos

Do 0%

donde 2 es el cuerpo de los niimeros complejos, y por tanto Q2 (f)
el cuerpo de funciones racionales con coeficientes complejos. La re-
duccién de la plaza a de @ a Q(¢) es una plaza a de este dltimo. El
cuerpo completo de esta valoracién de £(¢) es el cuerpo de series de
potencias formales especificado®, y como este tltimo contiene a @,
también es el completo para esta valoracién de @.

q.e.d.

(1) Cfr. Van der Waerden (1), pdg. 254. Aufgabe 3.

(2) La demostraciéon es general para todo anillo de valoracién discreta.

(3) Van der Waerden (1), parr. 77, pig. 262 y sgs. él emplea la palabra « per-
fekt » que he preferido traducir por completo, pues se adapta mejora
nuestra nomenclatura.

(4) Van der Waerden (1), parr. 10, pag. 279.
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