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par
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INTRODUCTION (1)

1) Etant donné un demi-groupe D, un complexe H et un élé-
ment x de D, on sait que 'on désigne, respectivement, par H-.x,
H.x et H..x, le quotient & gauche, a droite et bilatére de H par x,
c’est-a-dire, respectivement, l'ensemble des éléments a de D pour
lesquels on a ax € H, I'ensemble des éléments b de D pour lesquels on
a xb e H, I'ensemble des éléments (a4, b) de D X D pour lesquels
on a axb e H. A ces trois quotients sont associées les équivalences
principales & gauche yR, a droite Ry et bilatere Ry :

: &' (yR) <=> H.x = H".x";
=% (Ry)<=>H.x=H.x;
=: 8 (RY) <=> H.x = H..x".

R R R
il

Les deux premiéres de ces équivalences ont été définies et étu-
diées par P. DUBREIL [5], et la troisiéme par R. Crorsor [2]; elles
sont respectivement réguliére a gauche, réguliére a droite et régu-
liere (?).

" Le présent travail, qui utilise les méthodes et les résultats de
P. DUBRELL [5] et [6], et de R. Crorsor [2] et [3], est consacré a ’étude
de familles d’équivalences déduites des précédentes et associées a un
complexe H et 4 une chaine décroissante C de sous-demi-groupes D;

(¢ entier positif) de D, convenablement choisie, telle que :

D:DIEDza-..BDiEDi.:IE...

(1) Les numéros entre crochets renvoient a la bibliographie placée a la
fin de ce travail.
(2) On dit aussi compatible & gauche, compatible 4 droite, et compatible.
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Ces équivalences sont définies dans D par:
x = & (of) <=> (H.x) n D; = (H-.x') n D;;
x =& (o3f) <=» (H-x)n D, = (H.x) n D;;
x = 1 (of)) <=» (H..x) n (D; X D;) = (H..x') n (D; X D).

Dans cette étude, D n’est pas nécessairement abélien.

Les propriétés de ces équivalences dépendent du complexe H,
mais aussi de la chaine C choisie. Or, les équivalences g}}o, g?}l et g}}l
s'identifient avec les équivalences principales R, Ry ct Ry, et l'on
sait que I'intérét de ces derniéres réside surtout dans leurs propriétés
de régularité ; les équivalences gi‘,o, .g(}}j et g}}'" ne constituent donc
une bonne généralisation des équivalences principales que dans la
mesure ol elles possédent les mémes propriétés de régularité. On est
ainsi conduit & choisir, pour définir les équivalences gi}o, Q?if et g}}f ,
respectivement, une chaine Cy d’idéaux a droite R; de D, une chaine C,
d’idéaux a gauche L; de D et une chaine C, d’idéaux bilateres M;
de D. Ainsi définies, les équivalences pf’, o3 et of sont respective-
ment régulieres a gauche, réguliéres a droite et réguliéres ; leurs
ensembles ordonnés par linclusion forment, respectivement, deux
chaines croissantes Cy et Cg admettant pour élément minimum o}
pour l'une et 92}1 pour l'autre :

0,2 0 i+~1,0

1,0 i,
Cuton Coii €...Con Son "~ €.
- 0,1 0,2 0,7 0,71
Chiom Con €...Con Coii™ C ..o\

et un tableau 715 qui s’écrit, en remplacant les signes d’inclusion par
des fleches:
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Evidemment, si les chalnes qui servent a définir les équivalences
considérées sont finies, les chalnes Cy, Cy et le tableau Ty sont finis.

2) TLes résidus de H par rapport aux équivalences o}, oy et off
sont définis de la méme fagon que les résidus de H par rapport aux
équivalences principales, et sont respectivement notés : Wy, Wy
et Wi. Leurs ensembles ordonnés par I'inclusion forment respective-
ment des chaines yy et yg et un tableau 75 semblables aux chaines
Cy, Cy et au tableau Ty. Les éléments minima de yy, yn et 7y étant
respectivement Wy, Wh et W L Cest-a-dire les résidus de H par
rapport 4 chacune des trois équivalences principales.

Ies résidus Wi}o, W% et W ﬁ;" sont respectivement des idéaux
4 gauche, 4 droite et bilatére et des classes modulo gﬁ;,o, g?}i et g}}f.
Si H est tel que 'on ait Wi = ¢ pour un couple quelconque (4, 7)
(! >1,7>1), H est bilatérement net [2], et réciproquement. Par
contre, si Wi = ¢ pour un entier i > 1 (resp. W = ¢ pour un
entier §{ > 1), H est net a gauche (resp. a droite) mais la réciproque
n’est pas vraie en général.

I/étude de ces résidus fait I'objet du paragraphe II, dans lequel
on examine en particulier 4 quelle condition un idéal a gauche, a
droite ou bilatére de D peut étre le résidu d’'un complexe H par
rapport a une équivalence g’}}o, Q(}}f ou Q?Ii, les chaines Cp, Cp et Cy
étant données.

Ceci conduit a généraliser la notion d’idéal fermé a gauche, a droite
[6] ou bilatérement fermé [2], ainsi que les notions d’idéal fortement
large 4 gauche, & droite ou bilatére et de complexe dégagé de son
résidu a gauche, & droite ou bilatére [8].

Dans sa thése, P. LEFEBVRE [8] étudie les complexes W-minimaux
a droite, par exemple, c’est-a-dire les complexes H dégagés de leur
résidu a droite et minimaux pour la condition Wy = W, W étant un
idéal A droite, fermé & droite, donné. De fagon analogue, il est possible
de considérer des complexes Wi0-minimaux, W%-minimaux ou
Wii-minimaux. Si H est un complexe Wi® -minimal, par exemple,
pour 7 > 1, il est W-minimal & gauche, mais la réciproque n’est pas
vraie en général.

3) Les notions de complexe fort [5] ou bilatérement fort [2],
parfait a gauche, a droite [5] ou bilatérement [2] correspondent
ici & celles de complexe p™0-fort, o%i-fort, o*/-fort, g"O-parfait, g%-par-
fait et o/-parfait, et sont étudiées et comparées entre elles dans les
paragraphes III et IV. On remarque en particulier qu'un complexe
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o*%-fort pour un ¢ > 1 n’est pas nécessairement o%-fort, comme c’est
le cas lorsque ¢ = 1. Les théorémes 3-1 et 3-2 caractérisent res-
pectivement un complexe ¢*%-fort et un complexe g"/-fort.

4) Dans les paragraphes V et VI toutes les équivalences off
(i > 0, ¢ et 7 non simultanément nuls) sont définies 4 partir d'une
méme chaine d’idéaux bilatéres Cy, ce qui permet de les comparer
et de définir les notions de complexe g*-équirésiduel et de complexe
o-symétrique analogues 2 celles de complexe équirésiduel et de com-
plexe symétrique [5]. De plus, les équivalences gj et oy étant dé-
finis a partir d’'une chaine d’idéaux bilatéres, la condition: H est
net 4 gauche (ou a droite) est équivalente & la condition Wi =
quel que soit ¢ > 1 (ou W§ = ¢ quel que soit { > 1).

Lorsque le demi-groupe D est tel qu’il existe des entiers n > 1,
pour lesquels on a D" #= D, on peut choisir pour chaine Cy, celle pour
laquelle on a M; = D' Cette chalne est notée C, et est appelee
chaine principale de D, et il est possible de caractériser la chaine Cp
parmi les chaines C de sous-demi-groupes de D, en utilisant la notion
de chaine liée & gauche ou a droite définie dans le paragraphe II.
Une chaine C de sous-demi-groupes D; de D est dite liée & gauche si
Von a (D;.D;_y) D;_; = D, pour tout ¢ > 1. On définit de facon ana-
logue une chaine liée & droite ; une chaine liée est alors une chaine

\

liée a droite et liée a gauche. Une chaine C de sous-demi-groupes
de D est la chaine Cj, si et seulement si, elle est liée & gauche
(ou a droite) et si de plus on a D;*.D;_; = D (ou D;."D,;_; = D) pour
tout 7 > 1. Clest 4 cette propriété caractéristique que sont dues les
propriétés particulieres des équivalences 0¥ et des résidus W (i > 0)
lorsqu’on les définit dans D a partir de la chalne C,. Ces propriétés
sont étudiées dans le paragraphe V.

5) ILe paragraphe VI est consacré a 1'étude des ensembles quo-

tients — (i = 0), les équivalences étant toujours définies a partir
0H

d’une chaine C, d’idéaux bilatéres.

.. , D .
a) Dans le cas 4 = 0, 'ensemble — n'est un demi-groupe
on
que si I'équivalence oy est réguliére, or cette condition est safisfaite
en particulier lorsque H est g*-symétrique. On suppose donc H g*-sy-
métrique, et de plus p*O-fort (par exemple). On distingue alors deux
cas suivant que H est net ou ne l'est pas.
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Dans le cas olt H est net, 'ensemble 2 est un groupe (théoréme

(24
6-3). Dans le cas oi1 H n’est pas net, on est amené a généraliser la
notion de noeud définie par P. DUBREIL [5], et lorsque l'’equivalen-

ce o5 est définie & partir de la chaine C,, le noeud de Bi, s’il n’est
0H

pas vide, est un groupe (théoréme 6-6). La démontration de ce théo-

réme s’appuie sur le fait que si H est o-symétrique, ¢*%-fort et si le

noeud de 2 n’est pas vide, H est dégagé de son résidu par rapport
OH )

a 'équivalence gy (propriété 6-3). Cette propriété n'est plus valable

dans le cas oli oy est définie & partir d’'une chaine C, quelconque,

cependant, au moins dans le cas ot H est g*0-parfait, le noeud de 2 ,
s'il n’est pas vide est un groupe (théoréme 6-9).
b) Dans le cas 7] # 0, 'équivalence g7 est réguliére, 'ensem-

D . ) o
ble =7 est un demi-groupe. Deux cas seulement sont envisagés :
0H

. : . D
— H est g"-parfait et bilatérement net, l'ensemble —- est un
0H

semi-groupe a noyau (théoréme 6-10) ;
— H est un sous-demi-groupe g*/-fort non bilatérement net,
que 'on désigne par S: l'enveloppe unitaire de S étant U, on

a D = D U est bilatérement fort, non bilatérement net, 1'étude

R L1’

0s ou
de cet ensemble se rameéne A celle faite par R. Crorsor dans [2].

6) Les équivalences o# (i, 1 > 0), lorsqu’elles sont définies &
partir de la chaine Cp, figurent comme cas particuliers dans les tra-
vaux de R. Dusg [4] et P. GRILLET [7] ot elles sont respectivement
notées 7%’ et PHP (w =i, B ={). Les équivalences o (resp. oY,
gi;f), lorsqu’elles sont définies a partir d’une chaine C, (resp. Cz, Cu)
quelconque, peuvent d’ailleurs étre interprétées a 'aide de la notion
de tas définie par P. GriLrer [7]. Par exemple, I’équivalence o
associée & H et définie 4 partir de la chaine Cy est 1’équivalence prin-
cipale associée & H dans le tas (D, Z,(R;)). La proposition 1,1 qui
nous a conduit & choisir une chaine d’idéaux a droite Cy afin que les
équivalences o’ soient régulieres i gauche dans D trouve sa justi-
fication dans la propriété 14 de P. GRILLET [7].
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EQUIVALENCES PRINCIPALES GENERALISEES
DANS LES DEMI-GROUPES

I. GENERALITES

Soit D un demi-groupe, et soit H un complexe de D. Considérons
une chaine de sous-demi-groupes D; de D telle que

D - Dl 2 Dz_D_ “ee 2D1 2 D.,j,:,_l 2 “ee
Nous désignerons par C une telle chailne.

Definition 1-1

Etant donné un demi-groupe D, un complexe H de D et une
. . L 0 0,
chaine C de sous-demi-groupes de D, nous désignerons par gz, og’
et off les relations d’équivalences respectivement définies dans D par :

x =2 (o) <=> (H.x) n D; = (H".«') n D;;
x =« (o) <=> (H-x)n D, = (H-%') n D;;
x = %' (off) <=> (H..x) n (D; X D;) = (H..¥') n (D; X D).

REMARQUES : 1.9) Les équivalences g}}o, .g?.}l et g},’l ne sont autres
que les équivalences principales yR, Ry définies par P. DUBREIL [5],
et Ry définie par R. Croisor [2].

2.9) Dans toute cette étude, 7 et § sont des entiers positifs ou nuls,
mais non simultanément nuls.

Propriété 1-1

Les équivalences g (resp. 0¥, oil) sont régulidres 4 gauche
(resp. & droite, 4 droite et a gauche) si la chaine C est une chaine
d’idéaux a droite (resp. a gauche, bilatéres) de D.

0y . .
x = % (op) implique: ax ¢ H <=> ax’ ¢H, si aeD,

Si D; est un idéal & droite, on a ad € D; quels que soient a € D;
et d ¢ D. Par suite adx ¢ H implique adx’ ¢ H, et réciproquement.
1’équivalence g est réguliere & gauche.

(Démonstrations analogues dans les autres cas).

Dans la suite nous considérerons les équivalences o respective-
ment (@2;’, gi’{) associées a un complexe H de D et a une chalne C,
(resp. Cr, Cy) d’idéaux a droite (resp. a gauche, bilatéres) de D.
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Les chaines Cy, Cp et Cy s’écrivent respectivement :
D=R1 ERZ _D_...ERi 2R11+1 2...,
D=L1 ELZ 2...2.[41: 2L1+1 2...,
D=M1 2M22...2M52Mi+]2....

et nous avons :

x = % (off) <=> (H.x) n R; = (H-.%') n R;,

x =% (o) <=> (H-¥)n L;= (H.-¥') n L;,

x =% (o) <=> (H..x) n (M; X M;) = (H..x') n (M; X M)).

Etant donné le complexe H de D, ainsi que les chaines C., C.
et Cy, nous poserons :

X=H.»nR; Qf =H-x)nL;; Qff = (H.x)n (M; x M)).

Définition 1-2

On appelle résidu de H par rapport & ’équivalence o (resp.
0%, oi) I'ensemble W% (resp. W%’, W) des éléments x ¢ D pour
lesquels on a Q%° = ¢ (resp. Q¥ = ¢, Q¥ = ¢).

REMARQUE : on a Wy’ = z,W, Wi' =Wy, Wg' = W5 avec
les notations utilisées dans [5] et [2].

Propriété 1-2

Si Wy (resp W3, Wi) n’est pas vide, c’est une classe modulo
o (resp. oy, oif) et un idéal A gauche (resp. & droite, bilatere) de D.

1.9) Pour tout x ¢ Wi}o, on a Qﬁ;o = ¢, Wi est donc une classe
modulo o}

2.9) Soient % € Wi et aeD. Si ax ¢ Wi il existe vy e R; tel
que yax € H, ce qui entraine Q7° . Ceci est contraire & I'’hypo-
these, donc ax ¢ W4.

(Démonstrations analogues dans les autres cas).

Théovéme 1-1
7,0

1) x =« (of) entraine x = %’ (05" ;
2) x =1 (oY) entraine x = &' (0% ') ;
3) x =« (o) entraine x = x’ (o4 ") et x = &’ (oF ")

Soit ¥ = %' (i), on a (H-.x)n R, = (H.x') n R;.



Equivalences principales généralisées 11

La condition R;y; € R, entrafne (H.x) n R,y = (H".2") n Riyy,
C’est-a-dire x = &' (o "°)

(Démonstrations analogues pour les autres cas).

CONSEQUENCES :  1.9) L’ensemble des équivalences o (resp. o)
ordonné par l'inclusion forme une chaine Cy (resp. Cx) pour laquelle
on’ (resp. o%') est élément minimum.

P 2, i
Cp sécrit: o’ C o C ... Cox Con ° € ...
Ch séerit : o € %2 c Qitl ¢
g secrit: oy C o & ... E o € 0H c ...

2.9y On peut ordonner l'ensemble des équivalences o/ par l'in-
clusion, ce qui permet d’écrire le tableau 7'y suivant, dans lequel les
fleches sont mises & la place du signe d’inclusion €. I/équivalence
ok est 'élément minimum dans I’ensemble des équivalences g}f.

olp 0P —1 951_1,2 eil’-il
1,3 2,2 3,1
Oy \ (4 \ /QH
o Qi;l
ey

Théoréme 1-2

1) Sila chaine C, (resp. Cr) est finie, son élément minimum
étant R, (resp. L,), la chalne Cy (resp. Cy) est finie et son élément
maximum est o (resp. o).

2) Si la chaine Cy est finie, son élément minimum étant M,,
le tableau Ty est fini et I'ensemble des équivalences gy admet gf"
pour élément maximum.

En particulier, si D est simple & droite (resp. a gauche, bilatérale-
ment simple) la chaine Cy (resp. la chaine Cg, le tableau Ty) se
réduit & son élément minimum g’ = xR (resp. o' = Ry, oi' = R#).
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1) Dire que Cy est finie et admet pour élément minimum R,,
c’est dire que 'on a R,,, = R, quel que soit p entier positif, donc

2P0 — 0% quel que soit > 0, d’olt

0i P = o quel que soit p > 0.
2) De méme, si Cy est finie et admet pour élément minimum M,,

dans le tableau Ty, on a
dans la ligne correspondant a 7 + § = n 4 2,

1,n41 1,n n+1,1 n,1 |
o =90 et o =ou ;
Cette ligne se réduit donc a:
2,n 3,n—1 n—1,3 7,2
91, OH » ooy OH » OH .

De la méme fagon la ligne suivante, correspondant 44 4+ = n + 3,
se réduit a:

3nm  4,n-—1 n—1,4 n3
QH b QH FREEES] Q}I ] QH )

n,#1

et ainsi de suite, la ligne de rang ¢ 4 j = 2% se réduit A op", et
o P = 9" quels que soient $ et g entiers positifs.

-

II. ETUDE DES RESIDUS
Propriété 2-1
On a:
1) Wy c Wyg"® pour tout 1 >1;
2) Wi € W™ pour tout j >1;
3) W§ € Wi a Wit' pour tout i > 1 et tout § > 1.

N . 0 0 < Ai+1,0 i+1,0
En effet,six e Wy, ona Q) =¢, dou Q," " =d et x € Wy .
(Démonstrations analogues pour les autres cas).

CONSEQUENCES :  1.9) I/ensemble des résidus W (resp. W)
ordonné par l'inclusion forme une chaine yy (resp. y)) pour laquelle
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wi° (resp. Wg}l) est I'élément minimum. yy et yg s’écrivent respec-
tivement :
wRewic..cwewic ..

W ewyec.cwyewyt c..

2.9) Pour l'ensemble des résidus Wy ordonné par l'inclusion,
on peut écrire le tableau 7y suivant, dans lequel les fléches sont mises
a la place du signe d’inclusion.

I/Vl |4 W%}P -1 I,Vfi 1,2 I/Vp 1
Wi’ Wi e W'
W Wi

Propriété 2-2

Le résidu W4 (i > 1, > 1) est vide si et seulement si Wy'
est vide, c’est-a-dire si H bilatéralement net [2].

1) Supposons que l'on ait Wy = ¢ pour un couple d’entiers i, ]
tels que i > 1 et j > 1. D’aprés ce qui précede, on a W' € Wi,
d’ott W§' = 4.

2) Supposons que l'on ait Wj' = é et Wi -+ ¢ pour un couple
d’entiers 7, § tels que 4 > 1 et § > 1. Soit x € W} ; quels que soient
aeM; et beM; ona axb¢ H. Or, H étant bilatéralement net, on
en déduit qu’il existe a’ et b’ ¢ D tels que a’axbb’ ¢ H. Mais on a
aa’ € M; et bb' € M;, ce qui entraine Q4 + ¢. Ceci étant contraire &
I’hypothése, Wi = ¢ quels que soient i > 1 et § > 1.

Dans le cas des résidus Wi (resp. W?}i), la condition W}}O =¢
pour un entier i > 1 (resp. W% = ¢ pour un entier j > 1) entraine
Wy = ¢ (resp. W% = ¢), mais la réciproque n’est pas vraie en
général, comme le montre I'exemple cité plus loin. Nous avons ce-
pendant la propriété suivante :
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Propriété 2-3

Si les équivalences g (resp. py) associées 4 un complexe H de D
sont définies & partir d’une chaine C, d’ideaux bilatéres u; de D
telle que

D=p2u2 .2 #3212 s

on a W4 =¢ pour tout entier i > 1 (resp. WY = ¢ pour tout
entier § > 1) si et seulement si 'on a Wi° = ¢ (resp. W %= @)

D’aprés ce qui précéde, il suffit de montrer que si 'ona W P =4,
on a aussi W = ¢ pour tout 7 > 1. Supposons qu'il n’en soit pas
ainsi, c’est-a-dire que 'on ait Wg° = $etW W@ £ ¢ pour un entier
©> 1.

Soit x € Wi ; quel que soit a € y;, on a ax¢ H.

Or, par hypotheése, on a H'.ax # ¢, donc il existe a’ € D tel que
a’ax ¢ H. Mais a'a ¢ p; et par suite on a Q% £ ¢, ce qui est contraire
4 ’hypothése, d’oli la propriété énoncée.

Propriété 2-4

Soit, dans D, un complexe H et une chaine Cg (resp. Cr, Cy), si H
vérifie la condition: H n Wit = ¢ (resp. H n Wi = ¢, H n Wi =¢),
on a W% = Wi° (resp. WY = W', Wi = wi').

Soit H tel que Wi n H = ¢. D’aprés la propriété 2-1, on a
Wi c Wi, 11 suffit de démontrer linclusion: Wi € Wi’ Soit
x ¢ W};O, il existe a € D, tel que ax ¢ H, d'olt ax ¢ sz,o, et par
suite x ¢ W4, puisque Wi est un idéal & gauche. On a donc
D — Wi € D — Wy, cest-a-dirte Wy € Wi'.

D’aprés la propriété 2-1, on a alors:

W = W5, quel que soit p tel que 1 <p <.

(on a une démonstration analogue pour les cas semblables).

ExEMPLE d’équivalences gif et oy définies dans un demi-grou-
pe D.

Considérons le demi-groupe bicyclique C(p, g) [1] engendré par
p et q tels que pg = 1, 1 étant élément unité dans C(p, ¢). On peut
écrire les éléments de ce demi-groupe suivant le tableau T :
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On montre que tout idéal a droite (resp. a gauche) de C(p, g) est
principal. I’idéal & droite contenant g¢*$' est formé par 'ensemble
des éléments du tableau T situés sur la ligne de rang 2+ 1 et
au-dessus de cette ligne. 1'idéal a4 gauche contenant ¢4 est formé
par U'ensemble des éléments de 7 situés sur la colonne de rang / + 1
et a droite de cette colonne.

Il existe une correspondance biunivoque entre l’ensemble des
entiers positifs N et 'ensemble des idéaux a droite (resp. a gauche)
de C(p, q), et I'on peut écrire, en posant C(p, q) = D,

D=R 2R,2...2R;,2R;;;2..(Cg),
D=L 2L,2..2L;2L;;3..(C).

Avec ces notations R; (resp. L;) est I'idéal & droite (resp. 4 gauche)
contenant ¢gi=1p’ (resp. g¥pi~1).

Considérons le complexe H formé par 'ensemble des éléments
appartenant a la ligne de rang 7 + 1 du tableau T, c’est-a-dire :

H = {g"p*} ot1 7 est fixe et oll s peut prendre toute valeur entiére
positive ou nulle.

1) Considérons les équivalences i associées & H et définies
dans D a partir de la chaine Cx.

Soit ¥ = ¢™p" appartenant & D. Le quotient 0+° est I'ensemble
des éléments g¢*p* tels que l'on ait:

soit r=Fk-4+m—1 et [ <m,

soit =%k et I >m.

De toute fagon, on a £ < 7. Par suite quel que soit x ¢ D, on a

Lt si i<r41,
et

0=¢ si i>r+1.
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Par §uite, on a Wi = ¢ si © <7+ 1, en particulier Wy = é,
mais Wi = D si i > 7 + 1. Ceci montre que si l'on a, Wy = é,
on n’a pas nécessairement W' W0 _ ¢ pour tout 7 > 1.

e 1. . . . 0,7 sz A

2) Considérons maintenant les équivalences gz’ associées & H

et définies dans D a partir de la chaine C;. D’aprés ce qui précéde
0,1 : 0,1 Le .

Wy n’est pas vide, et 'on a Wy = R,.,. On vérifie d’ailleurs que,

pour cet exemple, on a W?f = W(},’vl.

3) I.e demi-groupe D = C(p, g) étant simple, les équivalen-
ces Q},’ coincident toutes avec g};l et H est bilatéralement net.

Revenons maintenant & la théorie générale pour étudier a quelle
condition un idéal & gauche (resp. a droite, bilatére) W de D peut
étre le résidu d’un complexe H par rapport a une équivalence o
(resp. o3/, oH)-

Théoréme 2-1

Pour qu’un idéal a gauche (resp. & droite, bilatére) W de D soit le
résidu d’un complexe H par rapport 4 I’équivalence g}’ (resp. oy, o),

=

il faut et il suffit qu’il vérifie la relation F;;: W = R; W."R;[resp. F ;:
W = WL,;'. L,’, F,"j W= (M, IV‘MJ'A[,) '.1M7].

1) Par hypothese W = W3,

soit xe W, on a Rjx €D —H, doit x ¢ (D — H)."R;.

soit xe(D —H)."R;, ona Rjx €D —H, dott xe W.

11 en résulte que W = (D — H).'R;, c’est-a-dire que W est un
idéal & gauche fermé 4 gauche par rapport a R; [6], et 'on a

Fip W = R;W.'R,.
De plus, R; étant un idéal a droite, si x ¢ W, on a
Rix € R, —(RinH), dott xe[R, —(R;n H)].'R;.
Réciproquement, soit x e [R; — (R; n H)].'R;, on a
RxC[R —(R,nH)]CD —H, dott xeWg =W.
On peut écrire
W=[R, —(R;n H)]'R;

2) Par hypothése, W est un idéal & gauche, fermé a gauche par
rapport & R;, c’est-a-dire vérifiant la relation F;g. Montrons qu’il
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existe dans D des couplexes H admettant W comme résidu par
rapport 4 1'équivalence p}.

Posons H=D — R;W, et K= R; — R; W.

Ona Wy =(D —H).R,= R, W.R, =W,

W?éo = [R1, —(R; n K)].'Ri = Ri W'Rz = W.

La démonstration est analogue dans le cas W = W%, démon-
trons le théoréme dans le cas W = WY.

1) Par hypothése W = W.

Soit x e W, on a M;xM; € D —H, d’ott x ¢ (D — H).-M;]*.M,.

Soit ¥ e (D — H).-M;]*.M;, on a M;xM; € D —H, d’olt x e W.

On en déduit que W = [(D — H)."M;]".M;.

Il en résulte, d’aprés le théoréme 30 démontré par R. Croisor
dans [2], que I'on peut écrire :

(Fi,i) IV - (M; IVM]"Mi)',M]

M; et M; étant des idéaux bilateres, si 'on a x ¢ W, on a en par-
ticulier, M;xM; € M; —(M; n H).

d'ott x e [[M; — (M; n H)].-M]-.M,.

Réciproquement, soit x e [[M; — (M; n H)]."M,]-.M;, on a
M;xM; € M; —(M;nH) €D —H, dottx e Wi = W.

On a donc W = [[M; —(M; n H)].-M;]".M;,.

On peut démontrer de méme que I'on a aussi:

W =I[M; —(M;n H)].-M;]".M,,
et
W ==[[M;M; —(M;M; n H)].-M;]*. M.

2) Par hypothése, W est un idéal bilatére vérifiant la rela-
tion F;;.

Montrons qu’il existe des complexes H de D admettant W comme
résidu par rapport 4 I’équivalence o¥.

Posons H=D —M;,WM; et K =M, — M, WM,.

D’aprés ce qui a été démontré précédemment, nous avons

Wi =[(D —H) MM, = (M; WM, M) M, =W,
Wk = [[M; — (M; n H)].-M;)».M; = (M; WM,.M,).M; = W.

2 — Collectaneca Mathematica
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On démontrerait de méme que les complexes

K' = M; — M; WM,
et
K” == M,’Mi —M.,' I’VMJ

admettent W comme résidu par rapport, respectivement, aux équi-
irj

valences g#: et o#-.

Définition 2-1

Nous dirons qu'une chaine C de sous-demi-groupes D; de D
telle que

D=D2D,2..2D;,_,2D;2 ..
est liée & gauche, si nous avons
(D;*.D;_{)D;_y = D; pour tout 7> 1.
Nous dirons qu’'une chalne C est liée a droite, si nous avons
| D;_(D;.D;_;) = D; pour tout 7> 1.
Une chaine C est liée, si elle est, 4 la fois, liée & gauche et lie a
droite.
Propriété 2-5

Si la chaine Cjp (resp. Cr, Cy) est liée a gauche (resp. liée a droite,
liée), tout idéal & gauche (resp. & droite, bilatére) W, différent de D,
vérifiant la condition F;q (resp. F,; F;;) vérifie aussi la condition
F; 10 (resp. Fo;_y, F;_y; et Fi; ).

Soit W un idéal 4 gauche (W s D) vérifiant la condition F;,:

W =R, W.R,
c’est-d-dire: x €D et Rix C R, W =>xecW.
Soit x € D tel que R; ;x € R, | W.
On a (Ri.Ri_)R;_1xC (R R )R, W,
dot RixC R;W,
puisque Cy est 1ié 4 gauche. Par suite x ¢ W et W vérifie le condi-

tion F;_,,.
(Démonstration analogue pour les autres cas).
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CONSEQUENCE : On peut écrire les «chalnes» et le tableau sui-
vants, qui mettent en évidence les implications entre les diverses
conditions I7;; (ij > 0) relatives aux idéaux a gauche, a droite et
bilatéres de D, lorsque les chalnes Cy, Cr, Cy sont respectivement liée
a gauche, liée a droite, liée.

———T> F.,o _-f> Foo10 :j~-—____> FZ,D j Fipo.

= Foy = Fojn /> - > Foa =—=> Foa.

Montrons 4 I'aide d'un contre exemple que la condition F;_y,
pour un idéal & gauche W (W # D), n’entraine pas nécessairement
la condition F.

Considérons le demi-groupe D défini par la table [9] :

a b c d
a a a a a
b b b b
c a a a c
d a a a a

Soit la chaine Cz: D= R, D R, O R;, ol
R, = {a, b}, Ry = {b}.
Soit W = {a, b, c}. On vérifie que Cg est liée 4 gauche et que
19 RixC R W=>»xeW,
20 R,x CR,W=>»xecW.

W vérifie la condition F;o, mais ne vérifie pas la condition F,,.
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Propriété 2-6

La chaine Cg (resp. Cz, Cy) étant lide a gauche (resp. liée a droite,
liée), tout idéal a gauche (resp. a droite, bilatére) W, différent de D,
vérifiant la condition :

Aig: W=W.:R,, [resp. Ay;: W=W-.L;, A;: W= (W.M,) .M,
vérifie aussi la condition A; 4 (resp. Ag;—;, Ai_y; et A;;—y) (P).

Soit W un idéal & gauche de D (W s D), vérifiant la condition 4;,
c’est a dire que I'on a :

xeD et RixCW=>xecW.
Soit x ¢ D tel que R;_;x C W,
on en déduit (R,".R,—_l) R,-_lx E (Ri-'Ri—l) w _C_ W,

d’olt R;x € W, puisque Cj est liée a gauche. W vérifie la condi-
tion A; 4.

(Démonstrations analogues pour les autres cas).

On pourrait écrire pour les conditions A4, Ay, et A;; des «chai-
nes » et un tableau semblables 4 ceux que nous avons écrits pour les
conditions I7;; (75 > 0).

Le contre exemple utilisé plus haut permet aussi de montrer que
la condition A4;_;,, pour un idéal & gauche W (W # D), n’entraine
pas nécessairement la condition 4.

En effet, en utilisant la méme chaine Cj et le méme idéal a gauche,
on vérifie que

1) RixC W =>xeW.
20) Ryxe€W =>xeW.
W vérifie la condition 4,,, mais ne vérifie pas la condition 4,.

REMARQUE : Cj étant une chalne d’idéaux a droite de D, si W
est un idéal a gauche différent de D, vérifiant la condition 4, il
vérifie aussi la condition F;,, mais la réciproque de cette propriété
n’est pas vraie. On sait en effet, qu’en particulier, la condition F,,
n’entraine pas la condition 4, [8].

(1) Unidéal & gauche vérifiant la condition A, est dit: fortement large
a gauche [8). De méme un idéal a droite (resp. bilatére) vérifiant la condition
Ao (resp. Ay,1) est dit fortement large a droite (resp. bilatére).
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Des remarques analogues peuvent étre faites au sujet des condi-
tions Ay; et Fy;, A;; et F;..

if

Théoréme 2-2

Etant donnée une chaine Cp de D, pour qu'un idéal & gauche
W (W # D) soit le résidu d'un complexe H par rapport a 1’équi-
valence g et que de plus on ait Hn W n R,D = ¢, il faut et il
suffit que W vérifie la condition A;,, W = W.'R,.

1.9) Soit H un complexe de D tel que U'on ait :

Wi =W et HnWn R,D=¢(W D).

Montrons que W vérifie la condition A;.

Soit x € D tel que 'on ait R;x C W.

Supposons que x n’appartienne pas 4 W ; il existe a € R; tel
que ax e H n R; D, donc ax¢ W, ce qui contredit ’hypothése. On
a donc x € W, et W vérifie la condition 4;.

2.9) Soit W un idéal a gauche de D (W # D) tel que

W =W.R,.

D’aprés la remarque faite plus haut, W vérifie aussi la relation
F,o, donc il existe, d’aprés le théoréme 2-1, des complexes H tels
que Wy = W.

D’autre part, soit x e D — W. Il existe a ¢ R; tel que ax¢ W

Posons H ={ax; acR;, ax¢ W}

On a Hn W = ¢, donc a fortiori Hn W n R;D = ¢.

Montrons que sz}o = W.

Soit x e D — W, il existe a € R; tel que ax ¢ H, d’aprés la défini-
tion de H.

Soit x e D — szlo, il existe a e R; tel que ax e H, d’aprés la
définition de W%, puisque Hn W = ¢, on a ax¢ W et par suite
x¢ W. Il en résulte que Wi = W.

Nous pouvons démontrer de la méme facon qu’étant donnée
une chaine C; (resp. Cy) de D, pour qu’un idéal a droite (resp. bila-
tere) W (W s D) soit le résidu d'un complexe H par rapport a 1’équi-
valence gy (resp. o), et que de plus on ait Hn Wn DL, =¢
(resp. Hn W n M;DM; = ¢), il faut et il suffit que W vérifie la
condition Ay;(resp. 4;;).



22 Josette Calais

Par analogie avec la notion de « complexe dégagé de son résidu W »
utilisée par P. LEFEBVRE [8], nous donnons la définition suivante:

Définition 2-2

Etant donné dans D un complexe H et une chaine Cg (resp. Cr, Cu),
nous dirons que H est dégagé de son résidu par rapport a I’équiva-
lence o (resp. oy, o%l), si'on a

HaWinaRD=¢ (tesp. Hn Wi/ n DL; = ¢,
H n W§ n M;DM; = ¢).

REMARQUE: Silona Hn Wi nRD=¢ et Hn Wy = H,
on a Wi = D.

En effet les hypothéses faites entrainent H n R;D = ¢, et par
conséquent, w® = D.

De méme, les conditions H n w% a DL;=¢ et Hn W?;’:: H
(resp. H n Wi n M;DM;=¢ et H n Wi — H entralnent W% =D
(resp. Wi = D).

Etant donnée dans D une chaine Cg et un idéal & gauche W fermé
a gauche par rapport & R; (c’est-a-dire vérifiant la condition F,y),
nous désignerons par & (W), I'ensemble des complexes H admet-
tant W comme résidu par rapport a 1’équivalence o et dégagés de
leur résidu par rapport a cette équivalence.

&0 (W) ordonné par l'inclusion est stable pour la réunion. En
effet soit H* = UAH“’ Hye&o(W).

o€

Montrons que Wi = W. Quel que soit x € 4, on a H, € H¥,
par suite Wl C W, on en déduit que Wit = Ww.

Eo(W) n'est pas stable, en général, pour lintersection (voir
contre-exemple dans [8]).

On définit de fagon analogue les ensembles &; (W), ot W est
un idéal 4 droite fermé 4 droite par rapport & L; (c’est-a-dire véri-
fiant la condition F,)), et & ;(W), ou W est un idéal bilatére vé-
rifiant la condition F,;.

Etudions les complexes minimaux de & (W) [resp. &;(W),
&, (W),

Lemme 2-1

Soit H un complexe tel que son résidu Wi (resp. Wi, W) soit
contenu dans un idéal & gauche (resp. a droite, bilatére) W. Si H est
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dégagé de son résidu par rapport 4 1'équivalence ¥ (resp. oxf, o),
ona Wi = W (resp. Wi = W, Wi = W).
Soit un complexe H tel que l'on ait:

W@ecW e HanWnRD=4¢.

11 suffit de démontrer que 'on a D — Wy cDh —W.
Soit x ¢ Wi, il existe a € R; tel que ax ¢ H n R; D, donc ax¢ W,
et par suite x ¢ W.

Corollaire 2-1

Si H est dégagé de son résidu par rapport a ’équivalence o
(resp. g?}i, g}"f), et si K est un complexe de D tel que 'on ait K C H,
on a Wi = Wi (resp. Wy = W¥, Wi = W¥).

En effet, la condition K € H entraine Wi c W’,}O, il suffit alors
d’appliquer le lemme 2-1.

Lemme 2-2

Soit un complexe H tel que H n Wi n R;D = ¢ (Wi # D).
on a
i0 i.0
WH— (Haw) = Wi
Posons K=H —(H n Wy). On a K € H, donc Wi € Wg-
11 suffit de démontrer que 'ona D — W W<D— W?;O. Soit x ¢ Wi,
il existe a ¢ R; tel que ax ¢ H n R; D, donc ax¢ Wi, et par suite
suite ax € K, d’ott x¢ Wi.
On démontrerait de méme que si H est dégagé de son résidu par
rapport A oy (resp. o) et si ce résidu est different de D, on a
o) 5 i i
144 ! — W(I)"I’—- (Hnwgfj) (reSp. IV]-] = WH7— (HnWEj)'
Propriété 2-7

Si W (W s D) est un idéal a gauche, fermé a gauche par rapport
a R;, et si H est un complexe minimal de l'ensemble &;o (W), H est
disjoint de W.

Cette propriété est une conséquence immédiate du lemme 2-2.

Nous avons la méme propriété pour H € & ; (W) [resp. H € &;;(W)]
et H minimal dans cet ensemble.

REMARQUE : W étant un idéal
fortement large a4 gauche (resp.

gauche (resp. & droite, bilatére)

a
a droite, bilatére), un complexe
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minimal de 1'ensemble & o (W) [resp. &, (W), &1 (W)] est dit W-mini-
mal 4 gauche (resp. a droite, bilatére) [8]. Par analogie, nous donne-
rons la définition suivante :

Définition 2-3

Etant donnée dans D une chaine Cg, et un idéal a gauche W véri-
fiant la condition A;,, nous appellerons complexe W#0-minimal, tout
complexe minimal de I'ensemble &, (W).

On définit de méme un complexe W% -minimal ou W -minimal.

Lemme 2-3

Soit H un complexe dégagé de son résidu par rapport a 'équiva-
lence @’}}0 (resp. 92;’"). Soit W = W}}o (resp. W = IV?,’"), et soit ~ e H.
Pour que le complexe K = H — {h} admette W comme résidu par
rapport & I'équivalence o (resp. o¥), il faut et il suffit que 1'on
ait [((H.h) 0 R]h # {(} (resp. h[(H."h) n L;] # ).

1.9) Supposons que I'on ait Wi = W. Silona (H-.h) n R; = ¢,
on a évidemment [(H.A) N RJh=¢ # h}. Sil'ona (H*.h) n R, #¢,
alors 2 ¢ W, et il existe a € R; tel que ah e K= H — {h}, d'ou
[(H ) 0 R}k % (). |

2.9) Soit H, tel que Wy =W et Hn W n R;D = ¢. Sup-
posons que pour % € H, on ait [(H".h) n Rk #% {h}. Montrons qu’'on
a alors W= W% ot K=H — {h}. 1l suffit pour cela de montrer
que 'on a D —W € D — W¥. Soit x¢ W, il existe a € R; tel que
ax e H;siax ¢K, onax¢ W2 siax=h he Hn R, D, dott h¢ W,
il existe A e R; tel que AheH, Ae(H.h)n R;, dolt Ak #£h et
Aax e K = H — {h}. Par suite x ¢ Wi, On démontrerait de la méme
facon que si H est tel que W= Wi et Hn W n M;DM; = ¢, une
condition nécessaire et suffisante pour que le complexe K = H — {#}
admette W comme résidu par rapport & ’équivalence p¥ est que
Von ait: 4, = {ahb; (a, b) e (H..h) n (M; X M;)} # .

Théoréme 2-3

W (W s D) étant un idéal a gauche (resp. a droite, bilatére) vé-
rifiant la condition A;, (resp. A,;, A;;), pour qu'un complexe
H e &y (W) [resp. &; (W), &;(W)] soit Wil-minimal (resp. W%-mini-
mal, Wii-minimal), il faut et il suffit que U'on ait [(H-.A) n R h= I}
(resp. [(H.-h) n L;] = {M, 4, = {h}), pour tout % e H.

Ce théoréme est une conséquence immédiate du lemme précédent.
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Propriété 2-8

Soit W (W # D) un idéal a gauche (resp. a droite, bilatere)
vérifiant la condition A;, (resp. Ay, A;;). Si H est un complexe
Widminimal (resp. WO%-minimal, W#i-minimal) H est aussi un
complexe Wi~10-minimal (resp. W% ~!-minimal, Wi-!i-minimal et
Wii—1-minimal).

Soit H un complexe minimal de &; o (W). D’aprés la propriété 2-7,
on sait que 'ona H n W = ¢, d’ott W = Wiz "° d’aprés la propriété
2-4, Il reste & montrer que H est minimal pour la condition W= wig ',
c’est-a-dire que U'on a [(H'.h) n R;_{]h = {h} pour tout & e H.

Par hypothése on a [(H'.h) n R]h = {h} pour tout » e H. Soit
h € H, supposons qu’il existe a € (H*.h) n R;_; tel que 'on ait ak # h.
OnaaheH N R;_; D, donc ah ¢ W. 11 existe b ¢ R; tel que bah € H ;
bae(H'.h) n R;, donc bah = {h}. D’autre part be(H'.ah) n R,
donc bah = ah. On en déduit ah = h, ce qui est contraire a I'hy-
pothése ; par suite on a bien.

[(H.h) n R;_;1h = {h} pour tout h e H.

(Démonstrations analogues dans les autres cas).

De cette propriété, on déduit immédiatement le corollaire suivant :

Corollairve 2-2

Si H est un complexe Wi0-minimal (resp. W%-minimal, W#i-mi-
nimal), c’est aussi un complexe W-minimal & gauche (resp. a droite,
bilatére).

Dans ce corollaire, on suppose, comme dans la propriété 2-8,
W #D.

Un contre-exemple montre que la réciproque de la propriété
2-8 n’est pas vraie, c’est-a-dire qu'un complexe H peut-étre, par
exemple, Wi—!10-minimal sans étre W"0-minimal.

Soit D le demi-groupe défini par la table [9] :

a b c ) e

O /O >
> > R

R KR |V R

a
a
c
a
a

Y
L T T L s
QS ™
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Soit la chajne Cx =D = R; D R, 2 R;, olt
R,={a, b, ¢}, Ry = {a}.

Posons W = {a}. On vérifie que H = {b, d} est un complexe
W-minimal & gauche, cependant W 20 _ {a, ¢, d}, H n’est donc pas
W20%-minimal.

REMARQUE : D’aprés le théoréme 2-3, si H est W#%-minimal on
a H C R;H; cette remarque nous conduit au théoréme suivant :

Theovéme 2-4

Etant donné une chaine Cg de D, et un idéal a gauche W (W # D),
si H est un complexe W-minimal & gauche et si de plus on a
H C R;H, H est Wi-minimal.

H étant W-minimal a gauche, on a
(H-.h)h = {hy pour tout heH.

Par suite, la condition H € R; H entralne que, pour tout % ¢ H,
il existe a € R; tel que ah = &, d’ot1

(H.h) n Rk = {h} pour tout heH.

Montrons que U'on a de plus Wi = W. Par hypothése, on a
W = W}}o, donc W c sz',o. Il suffit alors de démontrer 1’inclusion
D—-WwWcgcbD —WE; soit x¢ W, il existe aeD tel que ax ¢ H,
et, d’aprés ce qui préceéde, il existe a’ ¢ R; tel que a’ax = ax ¢ H,
d’ott x¢ Wy. De plus, ona Hn W = ¢ puisque H est W-minimal
a gauche ; par suite, H est aussi W#%-minimal.

Nous pouvons démontrer de la méme fagon qu’étant donnée une
chaine C; (resp. Cy) et un idéal a droite (resp. bilatére) W (W # D),
si H est W-minimal & droite (resp. bilatére), et si de plus, on a
H c HM; (resp. H € M;HM;), H est W%-minimal (resp. W#-mi-
nimal).

Le demi-groupe D utilisé comme contre-exemple 4 la suite du
corollaire 2-2, permet de montrer que si un demi-groupe posséde un
complexe H W-minimal & gauche (W £ D), il n’existe pas nécessai-
rement dans D une chaine Cy telle que H soit Wi0-minimal pour
¢ > 1. En effet, dans le demi-groupe D considéré, les seules chaines Cg
possibles sont :
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1) Cg: D=R,DR,DR;4
2) C4:D=R, DR;DR; ot R;=1{a,d, ¢
3) Ck: D=R,; DR ot R;=R,.

Soit W = {a}, H = {b, d} est W-minimal & gauche, mais n’est
pas Wi0-minimal pour un ¢ > 1, pour aucune des chaines d’idéaux
a droite Cp possibles dans D, méme si cette chaine est une chaine
d’idéaux bilatéres comme Cg.

Cependant, nous verrons (paragraphe V) que, dans le cas olt D
n’est pas idempotent, il est toujours possible de trouver une chaine
d’idéaux bilatéres telle qu'un complexe W-minimal a gauche soit
Wi0-minimal pour tout ¢ > 1.

I1II. COMPLEXES o — FORTS (i, j > 0).

Définition 3-1
Etant donnée dans D, une chalne Cy (resp. Cr, Cy) et un com-
plexe H, on dit que H est o"0-fort (resp. o%-fort, o*-fort) si
P00 g => 01 = 0¥ (resp. Q¥ n QY ¢ =>QY =0,
Y0 Qd 44 => 0 = 0.

REMARQUE : Un complexe o!0-fort, ou g%!-fort (resp. o"!-fort)
est un complexe fort [5] (resp. bilatéralement fort [2]). Nous savons,
en effet [5], qu'un complexe fort & gauche est dit fort. Mais si un
complexe est gi0-fort (¢ > 1), il n’est pas nécessairement g%-fort.

Etant donnée, dans D, une chaine Cg (resp. Cr, Cy), on désignera
par Hio (resp. Hy;, Hi;) I'ensemble des complexes o*%-forts (resp. 0%~
forts, e*-forts) de D.

Propriéte 3-1

L’ensemble H;q (resp. Hy;, Hi;) est une famille de MOORE.
En effet, nous avons

1.0) D € 7‘{1;’0.
2.9) H étant une sous famille de H;o, N H € H;p. Démontrons
HeX

cette derniére propriété.

Posons H =nHH#¢

HeX
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Supposons que l'on ait

ax € H,
ax' e H, avec a, becR;, x, ¥ €D
bx € H,
D’apres la définition de H;, quel que soit H € H, on a

ax e H
ax' e H
bx ¢eH
Or tout H € H est un complexe p*O-fort par suite on a bx’ € H,
quel que soit H € H, c’est-a-dire bx" € H;. D’ott H; ¢ H;,.
(Démonstrations analogues pour H,; et H;;)
Propriété 3-2
On a Ho € Hiiro (resp. Ho; € Hojrr, Hij € Hirgy 0 Hijyy)

Soit H € H;,, et supposons que, pour % € D, on ait

Qi’kl,o n Q;;FI,O #¢

Cette condition entralne évidemment

P N0l g,

. 0 . i+1,0
et par suite on a ¥ = %' (og), d'olt ¥ = %" (05 ) et H € Hipyp
(Démonstrations analogues dans les autres cas).

REMARQUE : De la propriété 3-2, nous déduisons que, si H est
fort (resp. bilatérement fort), il est aussi g“O-fort et g%-fort (resp.o?-
fort) quels que soient : > 1 et § > 1. La réciproque de cette pro-
priété n’est pas vraie. En effet, considérons le demi-groupe D défini
par la table [9]:

a a a a a
b : b b
c ' ¢ c c c
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Soit Cg: D= R, 2 R,D R;D R,
Oﬁ RZ == {al b: C}, R3 = {al b}) R4 = {a}

Soit H = {a}. On vérifie que H n’est pas fort, mais H est g*%-fort,
sans d’ailleurs étre g%2-fort.
Théoréme 3-1

Dans un demi-groupe D, pour lequel on a défini une chaine Cg,
les deux conditions suivantes sont équivalentes

1) H est un complexe o"0-fort,

2) Il existe une bijection ¢ de l'ensemble % — (Wi} sur

2 0H
—o—il — Wi n R} telle que
2%
p(X)=A4 =0 ot xcX, et g7 1(A)=X =0, ot acA.
1.9) Démontrons que 1) entraine 2).
Soit X ¢ 2 — wif).
on

. o .
Quels que soient x, 2’ ¢ X, on a Q° = Q¥ +#4.

. i0
Soit a €Qy;, on a ax e H et a € R,.
D’ott x ¢ H.ra et par suite, nous avons

X € H.ra, quel que soient a € Q2

Soit yeH."a, on a ayeH avec a € QL C R,

D'ott a €Q)’.

Nous avons par conséquent, Q3° n Qi° £ ¢, H étant ¢?-fort nous
en déduisons que y est équivalent 2 ¥ modulo o et par suite y € X.

Dot X =H. a=QY, quel que soit a €Q?* <R,

D’aprés ce qui précéde, quels que soient a, b eQi’o, on a

H.:a=H.b +#4.
Clest-a-dire a = b (oy') et a, b¢ WY
Soit ¢ € R; tel que l'on ait

¢ = a(g?,’l).

Clest-a-dire Q¥ = Q%' = X,
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. 0,1 N ;

Soit x €Q; = X, on a cx e H avec ce R; d’olt ¢ eQ;’o.
Désignons par A la classe modulo la trace de l’équivalence o'
sur R; contenant a, d’aprés ce qui précede, on a

A= Q" quel que soit x ¢ X, et A=W nR

Il en résulte qu’a toute classe X € —?—0 —_— {Wﬁ’;o} on peut faire co-
on

R; i
rrespondre une classe 4 € 55 — W% A Ry. Posons A =¢(X). On a
OH
A=¢X)= Qf,’o, avec xe€X.
Réciproquement, montrons qu’'a toute classe

R;
A €3 — (Wi n R}
0H
on peut associer une classe X telle que ¢ (X) = 4. .
Soit @ € A et soit x ng’l. OnaaxeH avecaeR;; do1 a eQ;’o.
Or, d’aprés ce qui précede, on a

0 = A.
Par suite si X est la classe modulo va.}o contenant %, on a
X=0% e X Wy

On peut conclure que l'application ¢ est une bijection, ’application
inverse étant définie par

X=¢;)‘.1(A)=Q2’1 avec aced

20) Doémontrons que 2) entraine 1).

Soit ¥ €D tel que lon ait QX° #¢. Par hypothése Qi est
une classe d’équivalence. Par suite, étant donné x, x" € D, si Ton
a Qfgo n Qf,"o #¢ on a évidemment Qﬁ;o — 0¥ et H est fort.

On démontre, de facon analogue, le théoréme symétrique relatif
aux complexes g%-forts d'un demi-groupe D, dans lequel on a défini

une chaine Ci.

RAPPEL : FEtant donné un complexe H d'un demi-groupe D, R.
Desq appelle Ly [4], la relation d’équivalence définie dans D X D,
par (%, y) = (¢, ¥') (La) <=> (H."x) .y = (H."&")".y".
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On désigne par Wy la résidu par rapport a I'équivalence Lpg,
c’est-a-dire I’ensemble des éléments (x, ¥) € D X D pour lesquels on a
(H."x)".y = 4.

En utilisant 1’équivalence Lz nous pouvons démontrer, pour les
complexes g“-forts (i # 0), un théoréme semblable au theoréme
3-1. Cy étant une chaine d’idéaux bilatéres définie dans D, nous dé-
M; x M,' 1

signerons par ,
£11

‘ensemble quotient de M; X M; par I’équi-

valence Lp.

Théoréme 3-2

Dans un demi-groupe D, dans lequel on a défini une chaine Cy,
les deux conditions suivantes sont équivalentes :

1) H est un complexe p-fort (75 # 0).

2) 11 existe une bijection ¢ de 2 — (W) sur

%1

OH
MLLM’ —{(M; x M) n Wy} telle que (X =4 =07 ot x¢X,
H -
et ¢~1(A) =X = (H."a)".b ot (a, b) e A.

1°) Montrons que 1) entraine 2).

Soit X € % — (Wi, Quels que soient %, " € X, on a

QH
Y= 0¥ 4.

Soit (@, b) €Q:, on a axb e H et (a, b) e M; X M;.
D'ou x e (H.'a)'.b, et par suite on a

X c(H."a)".b quel que soit (a, b) e Q%

Soit y e(H."a)".b. On a aybeH, avec (a, b) e M; X M;.
D'ott (a, b) €Qy’ et Q7 n QY +# ¢. N
H étant gi-fort, on en déduit que y est équivalent 4 x modulo p¥,
d’ou y € X, et par suite,
X = (H."a)*.b quel que soit (a, b) €Q¥ € M; X M,.
Soit 4 la classe modulo la trace de Ly sur M; X M, contenant
(a, b). D’aprés ce qui précéde, on a

Y CA, et A#Wun (M;x M,).
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Soit (¢, d) e A. On a (H.'¢)'.d = (H."a)".b = X.

Donc, quel que soit x € X, on a cxd e H ol (¢, d) e M; X M;.

Par suite (¢, d) € QL’ et A= Q};i quel que soit x € X.

A toute classe X modulo g} (X % W) on peut donc associer une
classe A modulo la trace de Ly sur M; X M;

[A4 # Wy n (M; X M;)]. Posons A = ¢ (X).

On a A=9¢X)=0Y avec xcX.
Réciproquement, soit 4 € M”;—Jé {Wun (M; X M)}, montrons
H

que l'on peut associer 4 4, une classe X telle que 4 = ¢ (X).
Soit (a, b) ¢ A et soit x € (H.*a)".b. On a axb € H, avec

(a, b) e M; x M;. Dot (a, b)eQy.

D’aprés ce qui précéde on a 4 = Q). Et si l'on désigne par X
la classe modulo g7/ contenant x, on a

X = (H.ra)*.b et X% Wi.

I1 en résulte que ¢ est une application bijective et que ¢~! est
définie par X = ¢~ 1(4) = (H."a)".b, avec (a, b) € 4.

2°) Montrons que 2) entraine 1).

Par hypothése, si 'on a x ¢ D et QY #¢, Q¥ est une classe
d’équivalence. Soient x, ' € D tels que U'on ait Q' n Q¥ # 4. On
en déduit immédiatement Qf;i = QL, et par suite, H est p*-fort.

Propriété 3-3

Si H est gi0-fort, quel que soit p > 0, les équivalences o} et
Q’;’”O coincident dans D — Wif#?°.

Si H est p%-fort, quel que soit ¢ > 0, les équivalences o et
0%’ coincident dans D — Wit

Si H est p*-fort, quels que soient » >0 et ¢ > 0, les équiva-
lences o et o #'*? coincident dans D — Wi /",

Soit H, un complexe g*%-fort.

D’aprés le théoréme 1-1, on a 0 c 0" ?°, quel que soit p > 0.
11 suffit donc de montrer que, pour tout » >0, on a

) i+,0
x =% (0"

) 1,0
et x¢ Wit } rEEs )
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Par hypothése, nous avons Qf,””o = Q’f 2,0 # ¢, d’olt Qf;o n Qf;:o *é;
H étant gi0-fort, on en déduit Q2° = Q¥ Clest-a-dire x = x* (o).
(Démonstrations analogues pour les autres cas).
Nous avons vu que la condition Wy = é, pour 1 >1, 1> 1,
est équivalente 4 la condition Wj' = 4. Nous pouvons, alors, dé-
duire facilement de la propriété 3-3, le théoréme suivant:

Théoréme 3-3

Si H est g*-fort et bilatérement net, toute équivalence pi*#i*¢
coincide avec @’H’ quels que soient p > 0 et ¢ > 0. En particulier
si H est bilatérement fort et bilatérement net, on a Q}"f:g}f
quels que soient ¢ >1 et j > 1.

En ce qui concerne les équivalences g et o#/, nous ne pouvons
énoncer un théoréme analogue au précédent que dans le cas ol les
équivalences sont définies a4 partir d'une chaine d’idéaux bilateéres,
car dans ce cas, nous savons que toute condition Wi = ¢ (resp.
WY = ¢) pour i >1 (resp. j=>1) est équivalente & la condition
Wi = ¢ (resp. W' = ¢).

Théoréme 3-4

Si H est g%-fort (resp. o%-fort), net a gauche (resp. net a droite)
: . . 3 0,7 . . \ : ’ A
et si les équivalences g};o (resp. ox') sont définies & partir d’une chaine
1
0

d’idéaux bilatéres C,, on a oif = 0 ?° quel que soit p >0 (resp.

o = op’t? quel que soit g > 0).

Propricté 3-4

Si H est p™0-fort, quel que soit » > 0, I’équivalence 0i?0 est sim-

plifiable & gauche dans D — wi?e,

Si H est p%-fort, quel que soit ¢ > 0, I'équivalence on’ T est
simplifiable & droite dans D — W'+

Si H est g¥i-fort, quels que soient p > 0 et ¢ > 0, I’équivalence
ol #7t7 est simplifiable dans D — Wy """

Supposons H ¢*%-fort; soit » > 0, montrons que

ax = ax’ (o’}.;“”o) .
) =>x =« (o "*°)

et ax¢ Wfqﬂ’o

3 — Collectanca Mathematica
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Par hypotheése, il existe b € R;,, tel que
bax e H et bax e H.

On a baeR;, <R, dott 0¥ n Q¥ +#4¢.
H étant ¢™0-fort, on en déduit x = «’ (o) dont x = &' (o).
(Démonstrations analogues dans les autres cas).
Des théorémes 3-3 et 3-4, et de la propriété précédente, nous dé-
duisons les deux propriétés suivantes :

Propriété 3-5

Si H est gii-fort et bilatérement net, I’équivalence of est sim-
plifiable dans D.

Propriété 3-6

Si les équivalences o} (resp. gyf) sont définies dans D & partir
d’une chaine d’idéaux bilatéres, si H est o*0-fort (resp. o%-fort) et
net & gauche (resp. 4 droite), les équivalences g (resp. oy/) sont
simplifiables & gauche (resp. a droite) dans D.

Théoréme 3-5

1°) Soit X une classe modulo Q;}O, différente de Wi.
a) On a gy c 0%’ et W c Wi
b) Si H est un complexe o*%-fort, X est complexe fort, et dans
D — WY on a of = o¥".
c¢) Si H est un complexe o*0-fort, et si de plus, on a H C X,
alors, pour tout p, telque 1 < <i,ona:
WE = WE = Wi° et of = ok" =o¥";

b

et pour tout p, tel que ¢ >, on a:
W€ WE et of® =k =ox" dans D — W

20) On a un énoncé analogue, en considérant une classe X mo-
dulo, oY, differente de W¥.

39) Soit X une classe modulo 0¥, différente de Wy (#7 # 0).

a) Onaof Cox' et Wi cWi';

b) SiH est un complexe g*-fort, X est a la fois un complexe
b'il.atérelnl1ent fort et un complexe fort, et dans D — W', on a
i = ox -



Equivalences principales généralisées 35

¢) Si H est un complexe g*-fort, et si de plus, on a H C X,
alors pour tout couple (p, q), tel que 1 <p<iet 1<g<j, ona

X0 =W =Wi et off =o' =o¥';
et pour tout couple (p, q) tel que 7 <p et § <g, ona
Wi c W et of' = o = 0%’ = 0¥' dans D — Wi

Démontrons la premiére partie du théoréme.

a) 0 étant une équivalence réguliére & gauche, et X une classe
modulo g, on a g¥ c o’ ([5], théoréme 20).

D’autre part, soit x ¢ W3’ Il existe a ¢ D tel que ax ¢ X, et par
suite, il existe b € R; tel que bax ¢ H, donc x ¢ Wi. On en déduit :
wid € Wil

b) Si H est p**-fort, montrons que X est fort.

Soient %, %’ € D tels que 'on ait (X'.x) n (X' .x") %~ ¢.

Soit @ € D, tel que ax ¢ X et ax’ ¢ X. On a alors

ax = ax’ (gi}o).

Or QZO est simplifiable & gauche dans D — Wi, d’aprés la propriété
3-4, d’ott x = ' (o}f).
Soit beX-.x. I’'équivalence g étant régulidre & gauche, on a
bx = bx' (o), et par suite, bx’ € X, ce qui permet de conclure que X
est un complexe fort.

Montrons que 1'on a o = o%°, dans D — Wi

Nous avons déja montrer l'inclusion : Y 4 c 0x°, il surfit donc
de démontrer que l'on a gﬁf’o c 9}1’10 dans D — WX
Soit x ¢ WP, et soit ¥’ € D tel que l'on ait:

cest-a-dire X .x = X .2 # ¢.
De cette derniére égalité on déduit, comme plus haut, que I'on a

D'ott 0¥’ € o, dans D — Wy,
et finalement o%° =of dans D — W3".
c) H est gi0-fort, et de plus, on a H C X.

s ) A ) ,0 i,0
Cette derniére condition entraine : Wi° c WY cWwy.
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En tenant compte des résultats du paragraphe @), on obtient
Wy =Wy = Wi

D'otr W5 = w5 = wi° pour 1 <p <1, et we c who pour
p > 1, puisqu'on a H C X.
De plus, en tenant compte des résultats du paragraphe ), on ob-

tient o}’ = 0%’ = o%° pour 1 < p <4, et en utilisant la propriété

3-3, on a: i = o%° = o%° dans D — W%° pour p > .
(On démontre de fagon analogue la 2éme et la 3éme parties du

théoréme).

IV. COMPLEXES ¢ - PARFAITS (i, { > 0)

Nous définissons les complexes g'/-parfaits (¢, § > 0) par analogie
avec les complexes parfaits a droite ou & gauche [5], et les complexes
bilatérement parfaits [2].

Définition 4-1

Etant donnée, dans D, une chaine Cj, (resp. C;, Cy) et un com-
plexe H, on dit que H est p"C-parfait (resp. p%-parfait, p’/-parfait)
si H est ¢"0-fort (resp. p%-fort, o*/-fort), et si de plus, quels que
soient Ay, h, e H, on a (H*.h) n R; n (H'.h,) # ¢ [resp. (H."hy) n
N L0 (Hoh) #, (H.h) o (M; x M) n (H.hy) # 6).

REMARQUE: Un complexe p!O-parfait (resp. o%!-parfait, pl!-par-
fait) est un complexe parfait & gauche (resp. parfait a droite, bi-
latéralement parfait).

Rappelons qu'un complexe est dit parfait [5], s’il est parfait a
droite et parfait 4 gauche.

Propriété 4-1

Si H est un complexe g*O-parfait (resp. p%-parfait, g’/-parfait),
on a Wi = Wi (resp. Wy = Wy', Wii = Wg).

En effet, si H est g*0-parfait, on a H n Wi = ¢, et par suite
Wi = W° d’aprés la propriété 2-4.
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Théoréme 4-1

1°) Tout complexe g"-parfait H est contenu dans une classe
modulo g};o, différente de Wi = W4°. Cette classe est un complexe
parfait a gauche, et 'on a :

$,0 10 ;0 ,0 1,0 ,0
PV}[ = Uﬂ et ()}1 =OU =Q1U

20) Nous avons un énoncé analogue pour tout complexe % ‘-par-
fait ou p'/-parfait H. Dans ce dernier cas la classe U modulo gz
contenant H est un complexe parfait et bilatérement parfait.

Ce théoréme est une conséquence directe du theoreme 3-5, compte
tenu de la propriété 4-1.

Propriété 4-2

Tout sous-demi-groupe o*0-fort (resp. g%-fort, o/-fort) S de D
est p"0-parfait (resp. o%-parfait, p/-parfait).

Remarquons tout d’abord que, S étant supposé non vide, la con-
dition : S est g“0-fort, implique S n R; # ¢.

OnaSnR,c(S.s)n R, pour tout seS;

dott  (S-.s;)n R;n (S'.s,) #¢, quels que soient s, s, € S.
REMARQUE: ILecasz= 1,7 =0 (resp. 2 = 0, § = 1) correspond au
théoréme 14 de P. DUBREIL [5]. De méme, le cas ¢ = § = 1, corres-
pond & la propriété 7 de R. Crorsor [2].

Propriété 4-3

Soit S un sous-demi-groupe o*%-fort (resp. p%-fort, o*/-fort) de D.
Soit U la classe modulo 0%’ (resp. 02, 0¥') contenant S. Ona U=S."s
quel que soit s €S n R; [resp. U = S-.s quel que soit seS n L;,
U= (S."s)'.s" quel que soit (s, s') e (S n M;) X (S n M,)].

1°) D’aprés le théoréme 3-1, on a

U=S."a, avec ac(S'.u)n R;, quel que soit #eU.
La condition S € U implique :

U=S.-a, avec ae(S'.s) n R, quel que soit seS.
Or,ona SN R;€ (S .s) n R, pour tout s¢S,

et par suite U =S.'s, quel que soit seS n R,
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20) I, démonstration est analogue pour les deux autres cas;
pour le troisiéme cas, on utilise le théoréme 3-2 & la place du
théoréme 3-1.

CoONSEQUENCES : D’aprés ce qui précéde, S étant un sous-demi-
groupe-fort (resp. ¢%-fort, o*-fort) de D, la classe U modulo ¢*°
(resp. 0%, o0™) contenant S est I'’ensemble des éléments # € D, pour
lesquels on a:

sueS, pour tout seSn R;

[resp. ws €S pour tout seSn L; sus"eS pour tout couple
(s, ") € (S n M) X (Sn M.

Théoréme 4-2

1°0) S étant un sous-demi-groupe p#0-fort (resp. @%-fort), la
classe U modulo ¢ (resp. p¥’) contenant S est un sous-demi-groupe
de D, parfait a gauche (resp. & droite), et c’est le plus petit sous-
demi-groupe unitaire 4 gauche (resp. a droite) contenant S.

20) S étant un sous-demi-groupe o*-fort (¢ £ 0) de D, la
classe U modulo ¢¥ contenant S est un sous demi-groupe de D, bila-
térement parfait, et c’est le plus petit sous-demi-groupe unitaire
contenant S.

Soit S un sous-demi-groupe g“%-fort de D.

a) Montrons que U est un sous-demi-groupe g*%-fort de D.
Soient %, u, € U. Soit s € S n R;, d’aprés la propriété 4-3, on a

Siy Uy = SUy- U, = S;U,, avec s;eS N R;, dolt sju,=s,¢S.

Il en résulte que wu,u, e U. U est un sous-demi-groupe de D, et
d’aprés le théoréme 4-1, U est parfait a gauche.

b) Montrons que U est unitaire a gauche [5].

Soit ux € U et u ¢ U. La classe U modulo 2° étant un sous-demi-
groupe de D, on a u2c U et ux = u? (o5). D’autre part, on a
U == W et 0¥ simplifiable & gauche dans D — W W lottx=u (gf;;o),
et x e U.

¢) 1l reste & montrer que la classe U modulo ¢%° contenant S
est contenue dans tout sous-demi-groupe unitaire 4 gauche U’ con-
tenant S.

Soit # € U, on a su € S quel que soit s € S n R;. Par hypothése,
onaScU’, dolt sueU’ et seU’. U étant initaire a gauche, on
en déduit « ¢ U".

La deuxiéme partie du théoréme se démontre de fagon analogue.
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Propriété 4-4

Pour qu'un sous-demi-groupe g*0-fort (resp. o%-fort, p-fort)
S de D soit égal a la classe U modulo 02 (resp. 0, &) qui le
contient, il faut et il suffit que S soit unitaire 4 gauche (resp. unitaire
4 droite, unitaire).

La condition est nécessaire d’aprés le théoréme 4-2. D’autre part,
elle, est suffisante, car si S est unitaire & gauche, la classe U mo-
dulo ¢%° qui contient S étant le plus petit sous-demi-groupe unitaire

4 gauche de D contenant S,ona S = U.
Nous retrouvons la notion d’enveloppe unitaire & gauche ou a

droite, définie par P. DUBREILL [5] et d’enveloppe unitaire, définie par
R. Crorsor [2]; nous pouvons alors donner la définition suivante:

Définition 4-2

Etant donné un sous-demi-groupe o¢"*-fort (resp. o%-fort, g*-fort)
S de D, 1a classe U modulo g%’ (resp. 0%, 0¥) contenant S sera appelée
enveloppe unitaire & gauche (resp. unitaire & droite, unitaire) de S.

Théoréme 4-3

Soit S un sous-demi-groupe p*-fort de D. Si 'enveloppe unitaire
a gauche U de S est unitaire a droite, on a, pour tout a € D et tout
welU au=a (@)

On sait que 02 =g’ il suffit de démontrer que l'on a
an = a-(gll}o) pour tout u e U et tout aeD.

Soit @ € D. On sait que U est parfait a gauche.

Soit x e U*.a, on a xa € U. Soit e U, U étant un sous-demi-
groupe de D, on a xaw € U, d’ott ¥ € (U".a) n (U-.au), et par suite,
a=an (gi}o) puisque U est fort.

Ce théoréme n’est pas valable dans le cas d’un sous-demi-
groupe S, o%-fort (¢ # 0) [2], nous pouvons alors le remplacer par
la propriété suivante.

Propriété 4-5

Si S est un sous-demi-groupe o/-fort (¢j 7% 0) d’un demi-groupe D,
pour tout élément « appartenant & l'enveloppe unitaire U de S,
on a soit au e W', soit au = a (o¥)

et soit ua e Wy', soit ua = a (giff).

Fn effet, soit # e U, on a #? ¢ U, donc #? = u (ch,"').
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1’équivalence g¢ étant réguliére, et simplifiable dans
D—Wd=D—Wg', ona au?= au (oY) et au = a (o¥)
sioau¢ W' (= WY).

A TN 1,1
On a de méme ua =: a (o¢) si ua¢ Wy .

V. ETUDE DES EQUIVALENCES o4 (ij >0) DEFINIES
A PARTIR D'UNE MEME CHAINE Cy DIDEAUX
BILATERES D'UN DEMI-GROUPE D.

Notons, dés le début de ce paragraphe, qu'une chaine C,; parti-
culiere peut étre considérée, lorsque le demi-groupe D est tel qu’il
existe des entiers # > 1 pour lesquels on a D" # D. Ceci suppose, en
particulier, que D n’est pas idempotent. Nous pouvons alors prendre
comme chaine Cy, celle pour laquelle on a M, = D ; nous I'appelle-
rons chaine principale de D et nous la désignerons par Cp.

Nous remarquons que la chaine Cj est liée; nous pouvons méme
dire que Cp vérifie une propriété plus forte que celle d’étre liée, puis-
que nous avons de plus :

Di-.Di-! = D*.-Di-1 = D pour tout ¢ >1,
avec la convention suivante: pour tout complexe K € D, on pose
K- -D'=K.-D'= K.
Ceci nous conduit a la propriété suivante, qui caractérise la
chaine Cp.
Propriété 5-1
Soit C une chaine de sous-demi-groupes D; de D, telle que :

D=D2D,2..2D;2D,_ ;2 ..

La chaine C est la chalne principale de D, si et seulement si,
C est liée a gauche (resp. & droite) et si de plus, on a

D;".D;,_ =D (resp. D;.*D;,_; = D) pour tout 7> 1.

La condition est nécessaire d’aprés la remarque faite plus haut,
montrons qu’elle est suffisante.
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T,a chalne C étant liée a gauche, et vérifiant de plus la condition
D;-.D;_; =D pour tout ¢> 1.
on a DD;_; = D; pour tout i > 1.
Or D, =D, dott D;= D' pour tout ¢ > 1.

C'est a cette propriété caractéristique que sont diies les proprié-
tés particulieres des équivalences off et des résidus W¥ (i > 0),
lorsqu’on les définit dans D, & partir de la chaine Cp.

D’une facon générale, les équivalences o} (i > 0) étant définies
dans D a partir d'un complexe H, et d’'une méme chaine C,, nous
pouvons les comparer, ainsi que leurs résidus, et définir les propriétés
« bilatéres » [5].

A — Propriétés des résidus.

19) Les équivalences of (if > 0) sont définies a partiv d'une
chaine Cy quelconque de D.

Nous avons déja vu (propriétes 2-2 et 2-3) que si les équivalen-
ces oif (resp. oy, oif) sont définies & partir d’une chaine C,; d’idéaux
bilatéres de D, la condition : Wi° = ¢ (resp. W?}l = ¢, Wkl = @) est
équivalente 4 la condition: W5 = ¢ quel que soit 7 > 1 (resp. WY =¢
quel que soit j > 1, Wi = ¢ quels que soient i > 1 et j > 1).

Dans le cas oit la chaine C, est liée, les résidus satisfont aux
relations suivantes :

Propriété 5-2

Si H est un complexe de D et C, une chaine lie d’idéaux bi-
latéres de D, on a:

Wi = Wi (M. M,;_)),

Wi = Wy~ (M. M),

Wi = Wi (M. M;_)) = Wi~ (M. M;_)),
Wi = Wi . M; =Wy .-M,.

Démontrons la premiére de ces formules, les autres se démon-
trent de facon analogue.
. 1,0 A , .,
Soit x ¢ Wi, on a M;x n H = ¢. La chaine [, étant lie, on a

Mi:Mi—l(Mi‘.Mi-—l)J d’ot Mi—l (Mi'.Mi—l)x n H=¢.



42 Josette Calais

On en déduit (M;.M;_;) wy c Wi, Cest-a-dire
Wi € W% (M;.-M,_,).
Soit y e Wi®.-(M;.-M,_,), on a (M;.-M;_))y € Wi™® d’ot

M;_(M;."M;_)yn H=¢, clest-d-dire M;ynH =¢; et par
suite y € Wi ; d’ou la relation

Wy = Wi (M. M;_,).

CoNstiQUENCES : Des relations précédentes, nous déduisons faci-
lement les formules suivantes :

19 Wi = W5'.-[(M,.-D) (M- M) ... (M. M;_,)];
20) Wi = Wa' [(M;. M) (M;_y".M;_5) ... (My.D)];
30) @) Wi = Wi T (M M) (M M)
b) Wi =W T, ;. M; = W' .Ti1.-M;
c) Wi =wy' . T_".Tj_
avec T, ;= (M,.D)(M;."M,) ... (M;.-M;_;) 1>1,
(M. M;_y) (M;_y.M;_,) ... (My'.D) 7 <L
On a en particulier whl = IV}}O'.D = W¥'.'D.
Dans le cas ol la chaine Cy est la chaine principale de D, nous
avons T;_; = Di=! et T;_y = Di~1,

20) Les édquivalences of (if = 0) sont définies a partir de la
chaine Cp.

,
i—-1 =

Propriété 5-3
H étant un complexe de D, les résidus de H par rapport aux équi-
valences gy (¢ > 0) définies & partir de la chaine C, satisfont aux
relations suivantes :
Wi = Wg'.-Di=t; Wy = Wy'-.Div1;
Wy = Wi +.D,= Wy .-Di = Wy'.-Di~1- Di-1,
En tenant compte de la convention faite plus haut, pour la divi-

sion d’'un complexe par DO nous pouvons écrire la formule générale
suivante :

Wi = (Wi.-Di-1)-.Di = (WY'-.Di~1).- D',

Cette formule est alors valable quels que soient 7 > 0, j > 0.
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Propriété 5-4
Soit H un complexe de D, si H satisfait & la condition :
Wi € Wi, Wi est un idéal bilatére et 'on a:
() WEcWg et (2 Wifecwy"™

pour tout ¢ > 1 et tout 7 > 0.
La relation (1) a déja été démontrée par R. Croisor dans [2].
Nous en redonnons cependant ici une démonstration différente.
Wi étant un idéal & gauche, on a:

Wy e wi°.-D.
D’autre part Wi° € W' => Wi°.-D € W.-D.
Or, d’aprés la propriété 5-2, on a wht = w%'.-D,
donr (1) WH c wg'.

La propriété 5-2 permet aussi d’écrire W L — W};O'.D, et en tenant
compte de (1), on a wy° c Wi D, Wk® est donc un idéal bilatére.
Démontrons la relation (2).

Wi € Wi =» (Wi'.-Di=1)-.Di ¢ (Wy'.-Di~1)-. D,
or W§.-Di-1-.Di = Wi, et
(WS'.-Di=1)-.Di = (Wy'+.Di).-Di=t = Wi "7*,
dott (2) Wi € Wi pour tout > 1 et tout §>0.
CONSEQUENCE : ILes relations (1) et (2) permettent d’écrire les in-

clusions suivantes :
Wi e wi

W c Wi c Wiy

Wy c Wy € Wi € Wi ¢ Wy

Nous pouvons montrer 4 'aide de contre-exemples que I’hypothése
w c Wi n’entraine pas nécessairement, d’une part W o1 c wy,
et d’autre part I’égalité entre tous les W pour lesquelsona i +7=mn

quel que soit n.
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EXEMPLE 1 - Soit D le demi-groupe défini par la table [9] :

a b c d

a a a a a
a a b a
a a c a

d ! a b a a
Posons H= {b,d}. On a W}L}O = {a}, W%‘l = {a, ¢} et Wi = {a},
donc W3° € Wi' %> W' ¢ W',
EXEMPLE 2 - Soit D, le demi-groupe défini par la table [9]:

"a b c a

@ a

a a a
b | b

o’:c'c ¢ c
a: a a b a

Posons H = {b}, et considérons les équivalences oy définies a
partir de la chaine Cp qui est réduite d’ailleurs ici 4 :

D o5 D?= D" pour tout = > 2.
On a W}-}o = ¢, W(})}l == {a: C},
Wi'=¢, Wil =¢, Wi’ =1{a, o

who c w! > Wil = er;"j’ quels que soient 4,7, 1,
tels que i +4+j=1¢ 44 =2
On démontrerait de la méme facon que si H vérifie

Wy e Wi®, ona (1) Wy c Wy' et (2) Wi c wit™!,
pour tout ¢ > 0 et tout 7 > 1.
On en déduit alors le théoréme suivant :
Théoréme 5-1

H étant un complexe de D, les équivalences g} (77 > 0) étant défi-
nies & partir de la chaine Cp, si H est équirésiduel (W3' = Wi") [5],
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ona Wi = wit quels que soient 7, 7, ¢', 1" telsque ¢ + § =1¢" + 7',
et en posant Wi = Wi si 4 4+ j=mn on peut écrire la chaine
suivante :

3) WacWic..cWge ..

En effet si H est équirésiduel, les relations (2) et (2') sont véri-
fiées et elles entrainent respectivement :

VV;‘{’O E W?I—l,] E . E W;!,n—l _C_ W(]).}"

et W% c whi* e ..

Wit c W, quel que soit # > 1.

N

Propriété 5-5
Soit # un entier positif.

La condition: Wi'n Hn D" = ¢ (resp. W anHn D= é,
Wi' n H n D" = ¢) est équivalente a la condition :

Wi n Hn D* = ¢ quel que soit 7 > 1 (resp. Wy nHnD=¢

quel que soit j>1, W nHn D*=¢ quels que soient ¢ > 1
et 7 >1).

Remarquons que WRaHnD= ¢ pour un entier ¢ > 1, en-
traine Wi' n H n D* = ¢ puisqu’on a W5° € Wi’

D’autre part, montrons que W% n H n D* = ¢ pour un entier
i > 1 entraine Wi5"°n H n D" = ¢. Soit x ¢ H N D*, 'hypothése
entraine x ¢ Wi}o, donc x¢ W},’O; il existe a € D tel que ax ¢ W’,",o,
et il existe be D' tel que baxe H, ba e D1, d’olt x¢ wito,

Par suite W' n H n D' = ¢ entraine Wi n H n D' = ¢ quel
que soit 7 > 1, et on en déduit la propriété énoncée.

(Démonstrations analogues pour les autres cas).

Théoréme 5-2

Soit H un complexe de D. Considérons les équivalences ol (i > 0)
définies & partir de la chalne Cp.

19) Si H vérifie la condition Wi° n H = ¢ (resp. W' n H = ¢,
W' nH=4¢),ona Wy = Wk° pour tout 7 > 1 (resp. wy = wh!
pour tout j > 1, Wi = Wg' pour tout 5 > 1 et tout § > 1).

20) Soit un entier n > 2.

Si H vérifie la condition Wi n H n D* = ¢ (resp. Wi' n H n
n D* = ¢), la chaine yy (resp. y#) des résidus Wi (resp. W) est
finie, son élément maximum étant W~ "° (resp. W™ ™).
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Si H verifie la condition W4' n H n D* = ¢ avec n> 2, le
tableau 25 des résidus W (ij > 0) est fini, sa derniére ligne étant
celle de rang 7 + 7 = n — 1, tous les éléments de cette ligne étant
égaux entre eux.

Si H est tel que Wi'nHnD?= $#, on a Wi Py quels
que soient 7 >1etj > 1.

19) La premiére partie du théoréme est une conséquence immé-
diate de la propriété 5-4 et de la propriété 2-4.

20) Soit # > 2. Supposons que lon ait Wi’ n H n D* = ¢.
Soit 7 > n — 1, montrons que Wi i = WH'10 I sufﬁt d’ailleurs de
démontrer lUinclusion Wi5*° c W, Soit x¢ Wi il existe a € D
tel que ax ¢ H; on a donc ax e:H n Dt € H n D" et par suite
ax ¢ Wi ; il existe b € D tel que bax ¢ H, ba ¢ D't!, donc x ¢ wite.

On a donc Wi0 = Wi quel que soit i >n — 1, c’est-a-dire

Wi = Wi quel que soit i >n — 1.

(Demonstration analogue pour le cas W% n Hn D" = é.

Soit # > 2, supposons que l'on ait Wi'n Hn D" = ¢.

Soient #, 7> 0 tels que 'on ait 7 + 7 > #» — 1, montrons que
Wy = Wy Ak '+ 11 suffit d’ailleurs de démontrer linclusion
Wittt e Wi, Soit x¢ Wy. Il existe (a, b) € D' X Di tel que
axb e H: on a axb e H n Di+i*+1 € H n D*, dot axb¢ Wy', et il
existe (a’, ') e D X D tel que a'axbd’ € H, (a’a, bb’) ¢ D1 X Ditl,
par suite x¢ Wi "t

On en déduit Wi = Wi ™ = wiy*' = Wi, car W™ et
Wit contiennent Wi et sont contenus dans Wit

D’autre part, la condition 7 4 7 >#n — 1, implique, dans le
cas olt 'on a w — 1 %2, que I'un au moins, des nombres 7, j soit
supérieur 2 1. Supposons par exemple, j > 1 et considérons le résidu
Wi~ placé immédiatement & droite de W 4 dans la ligne de rang
i+7=mn —1, du tableau Ty. La démonstration précédente appli-
quée a Wi ! permet d’écrire en particulier :

L ‘ ) L1
Wwirlti=l — Wi et par conséquent Wil = WH.

Nous en déduisons que tous les éléments de la ligne de rang
1+ 7=mn —1 sont égaux entre eux.

11 reste & envisager le cas ou l'on a Wi'n H n D2 = $. Mon-
trons qu'on a alors Wi = W4 quels que soient 7 >1 et § > 1.
Soit x¢ Wy, il existe (a, b) e Di X Di tel que axb e H, axb e H n
nD3c Hn D2 dott axb¢ W', et il existe (a’, b') e D X D tel que
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a’axbb’ ¢ H, on en déduit x ¢ Wit et par suite W§ = Wﬁ;’]”'“:
Wyt = Wi quels que soient ¢ > 1 et { > 1 d'ott W§ = Wy
quel que soit ¢ > 1etj > 1.

REMARQUE : Du théoréme précédent nous pouvons tirer les con-
clusions suivantes :

1) Silon a 0 <n <2,
WnHnDr=¢ => Wy = Wg° pour tout ¢ > 1,
et W nHnD=¢=>Wy =W} pour tout j > 1.
P ]

20) Silona 0 <n<3,
Ws'n Hna D =¢ =» Wi = W' pour tout 7 > 1 et tout § > 1.

REMARQUE : ILa condition: H est dégagé de son résidu par
rapport & 1'équivalence g (resp. o# ; o) s'écrit, lorsque nous consi-
dérons cette équivalence comme définie & partir de la chaine Cp,

Ha W aD+1 = ¢ (resp. Hn W% nDit1 = ¢, Hn Wi nDi*i+1 = ¢).

ExempLr illustrant le théoréme 5-2.
Soit D, le demi-groupe défini par le table:

z a b ¢ d e f g h
Z 2z z 2z 2z z zZ zZ 2
a z a b a =z 2z z z 2z
b z a b a 2z 2z 2z 2z =z
c z a b a 2z z 2 z =z
d 2 z =z 2z 4 e d4d 4 d
e 2z 2z 2 2z d4d e 4 a4 4
/ z z 2z z 4 e 4 d 4
g 2 z z 2z d e d d f
h z z 2z z d e 4 [ g

OnaD?=1{2a, b d e [, g
D3={z, a, b d, e f}
D4 = {2, a, b, d, e = D" quel que soit n > 4.

Posons H = {b, f, g.
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Ona | Wy = {2z, a, ¢, d, e, f}, donc H n Wy n D= é
Wi =1z, a,¢d ¢ [ g
Wi =1z,a,¢d,e,f, g = wi° quel que soit 7 > 3.

Wy' =tz d e,y donc HnWg' nD*=¢
Wi =1 d e |, g
W% =42, d, e [, g h = W3 quel que soit j > 3.

{ Wi'={z d, e f, g, donc Hn Wg' n D*=¢
Wi =12 d, e [, g b =Ws =Wy quels que soient
1>1 et §>1 tels que 745 > 3.

Nous avons vu (propriété 2-6) que si W est un idéal a gauche
vérifiant la condition 4, relativement a une chaine Cy liée a gauche,
il vérifie aussi la condition A; g, la réciproque étant fausse. Cette
propriété se modifie si ’on prend la chaine C;, et nous avons :

Propriété 5-6

Pour un idéal a gauche (resp. a droite, bilatére) W de D, les con-
ditions A;¢ et A; ;o (resp. Ag; et Ag;y, A;; et A;_; ou A;;_y)
relativement a la chaine C, sont équivalentes.

Soit W un idéal a gauche de D. D’aprés la propriété 2-6, il suffit
de démontrer que si W vérifie A, ;o: W= W-.D"1,

il vérifie aussi A,y : W= W-.Di

La relation W = W-.Di-! implique: Di-lx C W =>x e W.

Soit x € D tel que Von ait Dix € W, c’est-a-dire Di-'Dx € W,
d’olt Dx € W. Mais W vérifiant la condition A4; ;, est fortement
large 4 gauche d’aprés la propriété 2-6, par suite on a x ¢ W; on
en déduit que W satisfait a la condition A,j.

(Démonstrations analogues pour les autres cas).

Nous pouvons remarquer, par contre, que la propriété 2-5 n’est
pas modifiée si I’on prend la chaine C;,, soit en effet, le demi-groupe D
défini par la table suivante [9]:

I a b c d
i
al a a a a
b " a a a c
c | a a a a
|
d| a c a b
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On a D?= {a, b, ¢}, D} = {a, ¢}, D* = {a} = D".

Posons W = {a, c}.
On verifie que W satisfait 4 la condition F,, mais ne satisfait pas
a la condition I,,.

Les équivalences of/ (ij > 0) étant définies & partir de la chaine
principale de D, la réciproque de la propriété 2-8 est vraie, et nous
avons :

Propriéte 5-7
Si W (W s D) est un idéal a gauche (resp. a droite, bilatére) for-
tement large 4 gauche (resp. a droite, bilatére), et si les équivalences

o7 (i > 0) sont définies a partir de la chaine Cp, les deux conditions
suivantes sont équivalentes :

1) H est W-minimal a gauche (resp. a droite, bilatére).

2) H est Wit-minimal quel que soit 7 > 1 (resp. W9%-minimal
quel que soit § > 1, W#-minimal quels que soient 7 > 1 et > 1.

D’aprés le corollaire 2-2, on sait que 2) entraine 1). Montrons que
1) entraine 2). Si H est W-minimal a gauche, on a Hn W = ¢, et
par suite Wi = W quel que soit 4 > 1, d’aprés le theoréme 5-2.
D’autre part, on a (H'.h)h = {h}, pour tout % e H; on en déduit
[(H-.h) n R]h = {h} quel que soit & e H, puisque H n Wi = ¢.
H est donc W40-minimal quel que soit ¢ > 1.

(Démonstrations analogues pour les autres cas).

REMARQUE : L ’hypothése W £ D est essentielle dans 1'énoncé de
la propriété 5-7. En effet, si H est un complexe D*0-minimal, il n’est
pas nécessairement D-minimal & gauche, comme le montre 1'exem-
ple suivant ; le demi-groupe D est défini par la table [9]:

i a b c d

: a a
by a a a a
Cc a a a a
d!la a b b

Posons H = {b}. On a Wi = {a, by et Wf.}o = D.

H est D>9-minimal, mais n’est pas D-minimal 4 gauche.

Notons enfin que la propriété caractéristique de la chaine Cp
entraine certaines modifications du théoréme 3-5, qui s’énonce alors
sous la forme suivante :

4 — Collectanca Mathematica
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Théoréme 5-3

Soient H un complexe de D, oi (47 > 0) les équivalences asso-
ciées & H et définies a partir de la chalne Cp.

1°)  Soit X une classe modulo g} différente de wy.

a) Onaoi co¥’ et Wi ¢ W4° quel que soit p > 1.

b) Enoncé identique au 1°) b) du théoréme 3-5.

¢) Si H est un complexe g o’° fort et 51 de plus, on a H € X,
alors W° = Wi = W¥° et of® = o%° O quel que soit p > 1.

2°) Onaun enonce analogue en cons1derant une classe X modulo
QH, différente de WY,

30) Soit X une classe modulo gy, différente de W4 (if #0)

a) Onagfcoy et Wyti*ic W quels que soient p > 1 et
g=>1.

b) Enoncé identique au 3°) &) du théoréeme 3-5.

¢) SiH est ghi-fort, et si de plus, on a H € X, alors W§*

— Wh = W et of? = %" = ox' quels que soient p > 1 et ¢ > 1

Démontrons que quel que so1t p>1,ona wit® e Wil

Soit x¢ W% (p > 1), il existe a eD? tel que ax ¢ X, et par
suite, il existe b € D tel que bax € H, d’'ott x¢ Wi5?°, et l'on a
WZ’P 0 c Wﬁ}'o. Ce résultat entraine immédiatement les conclusions
énoncées dans 1°) c).

(On démontre de fagon analogue la 2¢ et la 3¢ partie du théoréme).

B - Propriétés « bilatéres » [5]
19) Complexes g*-équirésiduels, complexes g*-symétriques.

Nous savons 5] qu'un complexe H est équirésiduel, si l'on a
)

W% = W' il est symétrique, s’il est équirésiduel, et si de plus, on
a QH = Q?-Il

Définition 5-1

Nous dirons qu'un complexe H est g™ equlre51duel si T'on a
Wi — W, les équivalences 0”0 et oY étant définies & partir d’une
méme chaine Cy;.

Nous pouvons montrer, & 1'aide de contre-exemple, qu'un com-
plexe équirésiduel H n’est pas nécessairement g*-équirésiduel pour
tout 7 > 1, et qu'un complexe H peut étre g*-équirésiduel pour un en-
tier 1 > 1 sans étre équirésiduel, et ceci méme si la chaine Cj, est lie.
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ExemMpLE 1. Soit le demi-groupe D, défini par la table [9]:

a b c d

a

|

SR
|
> R
|

a
a

o
S
o

d| a b b

Soit la chaine Cy: D=M,; > M, > M,, ot M,={a, b, c} et
M, = {a}.

On remarque que la chaine C,, est liée. Soit H = {b, ¢, d}.

Nous avons W5 = W% = {a}, W = {a, b, c} et

Wi = @ = WY, Wi — W = D.
H est équirésiduel, mais n’est pas g*-équirésiduel pour tout ¢ > 1.

EXEMPLE 2. Soit le demi-groupe D défini par la table [9]:

a b c a e
a | a a a a a
b a a a a a
c a a a a b
d | a a a a a
e a a b b c

Soit Cy: D =M, > M,> M;> M, avec M, = {a, b, ¢}, M5 =
= {a, b}, M, = {a}

La chaine C, est liée.

Soit H = {b, ¢}. Nous avons: WL = {a, b}, W% = (@, b, @,
et W= Wiy =1a, b, ¢, 4.

H est p2-équirésiduel mais n’est pas équirésiduel.

Nous remarquons, que dans l’exemple 2 la chaine Cj est la
chalne principale de D, alors que pour l'exemple 1, la chaine Cy
n’est pas la chaine Cp (le demi-groupe considéré est d’ailleurs idem-
potent), car nous savons que dans le cas de la chaine Cp (théoréme
5-1) si H est équirésiduel, il est g*-équirésiduel quel que soit z > 1.
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Définition 5-2

Nous dirons qu'un complexe H est o-symétrique, s 11 est g -équi-
résiduel et si de plus, on a oHO == oH, les équivalences ou et o ' étant
définies 4 partir de la méme chaine Cy.

Nous poserons dans ce cas WH = W W;} et gﬁ’f = 92;" = 1_);1.

Nous savons [5] qu'un complexe H équirésiduel n’est pas nécessai-
rement symétrique, et nous pouvons d’ailleurs le vérifiier sur 'exem-
ple 1 précédent. D’autre part, un complexe H tel que o = o'
n'est pas non plus, nécessairement symétrique [5} Nous pouvons
donc dire que, d’une fagon générale, un complexe p* equlreslduel ou
vérifiant la relation o’ = = oy, n’est pas nécessairement p*-symétrique.

D’autre part, toujours 4 'aide de contre exemples, nous pouvons
montrer qu'un complexe g'-symétrique pour un entier z > I, n'est
pas nécessairement symétrique, et que réciproquement, un complexe
symétrique n’est pas nécessairement g'-symétrique pour tout 7 > 1.

En effet, dans I'exemple 2 precédent, le complexe H = {b, ¢} est
o2-symétrique, mais n’est pas symétrique.

ExEMPLE 3. Soit le demi-groupe D défini par la table suivante [9]:

a b c d e

a a a a a a
b | a a a a a
c |, a a a a

!
a ' a a a a
e | a a b b c

Soit Cyy=D =M, > M, > M;> M, avec M, = {a, b, d},
M, = {a, b}, M, = {a}.

Posons H = {b, ¢}. On vérifie que H est symétrique, mais n’est
pas g%symétrique,

Dans le cas ol la chaine Cj est la chaine principale de D, nous
avons le théoréme suivant :

Théoréme 5-4

Soit H un complexe symétrique et fort de D. Les équivalen-
ces o7l (4 > 0) étant définies & partir de la chaine Cp principale
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de D, on a of = ok’ quels que soient i, 7, 7', j* positifs ou nuls et
vérifiant i + j =4’ + j'. En posant g = oy, si i +j=mn, on a
0n Con .. ConCo & o

1°) H étant équirésiduel, d’apres le théoréme 5-1, on a Wi =
= W4", quels que soient 4, §, 1, §' positifs ou nuls et vérifiant
i+j=104+7 =mn

20) H étant fort, d’aprés la propriété 3-3, les équivalences or?
et g(,’;” coincident avec @,} dans D — W4.

D'ott off® = 03" = o4, quel que soit 7 > 1.

30) Montrons que l'on a of = o5 quels que soient i > 1 et
j>1tels que ¢ +7=mn>2.

Soit x ¢ W, et soit &' = x (), i + j = n (i # 0).

11 existe (a, b) € D' x Di tel que axb ¢ H et ax'b ¢ H.

Par suite, on a Qf,’;‘ n QS;" + .

H étant fort, on en déduit: ax == ax’ (9;}), et ax¢ Wa.

Or équivalence g5 est simplifiable dans D — W5, d’aprés la
propriété 3-4, d'ott x = &' (oh), et par suite, ¥ = %' (o). Dans
D — W} on a donc o € o4 quels que soient 7 et § positifs tels
que ¢ 4 | = n.

Démontrons que, dans D — Wy, on a aussi gz € g’}’{ si l'on a
77> 0 et ¢4 7=mn=>2 n étant donné.

Soient 7 et j positifs, tels que ¢ +j=n. Ona donc 1 <7 <#n
et 1 <j<m.

Soit x €D — Wp =D — W¥, et soit &’ = x(of).

11 existe (a, b) € Di x D’ tel que axb ¢ H. L’équivalence py étant
réguliere, on a xb = x'b (o). Or, d’aprés la propriété 3-3, I'équiva-
lence Q[ir = @i}o = Q(I).}i coincide avec g;ﬁ, dans D — W If{, done, a for-
tiori, dans D — Wi ; par suite dans D — W}, on a off = . Il en
résulte que axb ¢ H, entralne ax'be H, puisque, a € M;. On démon-
trerait de méme que, a’'x'b’ ¢ H entraine a’xb’ ¢ H. D’olt ¥ = &’ (o)
dans D — W§.

Et par suite, on a pff = of, quels que soient 7, j positifs, tels
que 7 + | = n.

Corollaire 5-1

Si H est un complexe symétrique et fort de D, et si les équi-
valences g} (resp. oy) sont définies A partir de la chaine Cp, H est
o*-symétrique, quel que soit 7 > 1.
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20) COMPLEXES *-FORTS. COMPLEXES @*-PARFAITS
Définition 5-3

Nous dirons qu'un complexe H est gi-fort (¢ > 1), s’il est 4 la
fois p0-fort et g%-fort.

Définition 5-4

Nous dirons qu’'un complexe H est g*-parfait (i > 1) sil est a la
fois g*0-parfait et g%-parfait.

D’aprés la propriété 4-2, un sous-demi-groupe g*-fort de D, est
o*-parfait. Soit S un sous-demi-groupe g’-fort de D. Les équivalences
ng et g‘;"' étant définies & partir d’une méme chaine Cy, soient U0
et U% les enveloppes unitaires, respectivement, & droite et a gauche
de S.

Avec ces notations, nous pouvons énoncer des théorémes ana-

logues aux théorémes 17, 18 et 19 bis de P. DUBRELL [5].

Théoréme 5-5

Soit S un sous-demi-groupe g’-fort de D.

On a U c U% 4 W' et U c U 4 We'

S étant g*-parfait, on a Wi — W et WY = W¥!, daprés la
propriété 4-1.

Soit % € U0 et ug¢ W2'. On a sueS, quel que soit seS n M,
d’aprés la propriété 4-3. D’autre part. il existe x € M; tel que ux € S,
puisque % ¢ wel = W

On a alors, sux € S et x ¢ (S.'u) n M;n (S. su). S étant g%-fort,
on en déduit: u = su (o).

Or, on a su €S € U%, d’ott u € U%, et par suite;

U0 ¢ U% 4 Wel.

On démontrerait de méme la seconde relation de 1’énoncé.

Théoréme 5-6

Soit S un sous-demi-groupe o-fort de D. La relation W§°¢c W¢'
entraine U% € U0, Si S est équirésiduel, et en particulier si S est
net, on a U% = U0,
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1°) Nous avons ) Wg°ec W2';
b) U% n W' =¢;
c) U% c U 4 Wg'
Ces trois conditions entrainent immediatement U% € U®.
20) Si S est équirésiduel, on a alors V'egélité : U% = U*0,

Théovéme 5-7

Si S est un sous-demi-groupe g*-fort et équirésiduel de D, son
résidu W§ est premier.
En effet, d’aprés le théoréme précédent, on a

Uoi = Uid = U :
et d’aprés le théoreme 3-5, on a
Ws= Wy’ = Wg'.
Soit alors, ay € W, avec a¢ W; montrons que l'on a y e Ws.

Soit x e U*.a, on a xaeU et xay eWé.' Or, d’aprés le théo_-
réme 4-3, en posant xa = u, on a uy =y (gg”), dolt y e W§ = we.

VI. ETUDE DE LA STRUCTURE DE L'ENSEMBLE QUO-
TIENT 27 (ij > 0)
0¥

Nous supposons toujours les équivalences of définies a partir
d’une méme chalne Cj,.

19) Etude de % dans le cas ou i = 0.
oy

. D . C e
I/ensemble quotient —- n’est un demi-groupe, que si I'équiva-
0F
lence o7 est réguliére [5]; or cette condition est satisfaite lorsque
H est, par exemple, un complexe p*-symétrique.
Nous supposerons donc, dans la suite, que H est un complexe

; o L D

o-symétrique de D, et nous désignerons par —, l'ensemble quo-
0 0 ;o

tient de D par I'équivalence g3 = on = og. Nous supposons aussi

que l'ona H n M;D # ¢, afin que I'ensemble —2 ne se réduise pas
On
au seul élément Wy,
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Lemme 6-1

Si H est un complexe g'-symétrique et o*%-fort de D, si de plus,
H est dégagé de son résidu par rapport & ’équivalence op, on a

X nM;=4¢, quel que soit XGP2 — Wi
QH
Dire que H est dégagé de son résidu par rapport a I'équivalen-
ce oy, cest dire, par exemple, que 'on a Hn Wy n M;D = ¢.

Soit X € 21 — (Wi} Soit x e X. Il existe a e M, tel que
(424 .
axe Hn M;D, donc ax¢ Wy ; il existe b e M;, tel que axb_cH.
Le complexe H étant g*%-fort, on en déduit: xb = x (gs), d'ont
xbeX;oronabeM; doit xbc X n M,

Théhoréme 6-1

Si H est un complexe g-symétrique et o*%-fort de D, et si de plus,
H est dégagé de son résidu par rapport a 'équivalence oy, H est
o%-fort.

. D 3 . . 3 <
Soit X € — — Wy, soit x eX N M; x existe d’aprés le lemme
0H
précédent.

Soient y et ' appartenant a Qg’i. OnaxyeH,xy'¢eHetxelM;;
le complexe H étant g*0-fort, on a y == y' (of).

Le quotient Q¥ est donc contenu dans une classe Y modulo gf
différente de Wj, puisque 'on a xye H avec x e M,

D’autre part, on a Q' € M, par suite on peut écrire :

¥'eYnM,.

Soient. yieYNM, et yec Qg’i, Uinclusion précédente implique :
y =9 (on)

Soit e XN M;, on a xyeH, dolt xy, e H et par suite
y, €Q¥, dott Q¥ =Y n M,

Montrons que cette relation implique que H est un complexe
o%-fort.

Soient %, 2" € D tels que l'on ait Qg’i n Qg"i #* .

Désignons par X et X’ les classes modulo gf; contenant respec-
tivement x et x’. D’aprés ce qui précéde, il existe deux classes
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Y et Y’ modelo Q}}, distinctes de W, telles que l'on ait Qg'i =YnM,
et 0% =Y’ n M,

Or la relation Qg‘i n Qgii # ¢ entralne Y n Y’ # ¢, et par suite
Y=Y ; don Q¥ = QY.

H est donc un complexe o%-fort.

Corollaive 6-1

1) Si H est un complexe pi-symétrique,

0 o"0-fort et net de D,
H est o'-fort.

<

2) Si H est un complexe o*-symétrique et g*0-parfait de D, H est
o'-parfait.

En effet, dans chacun des deux cas considérés H est dégagé de
son résidu par rapport a I'équivalence o

En particulier, si S est un sous-demi-groupe o’-symétrique et
o"%-fort de D, S est pi-parfait.

Théoréme 6-2

Si H est un complexe o-symétrique et o*0-fort de D, et si de
plus H est dégagé de son résidu par rapport a I'équivalence gz, il

existe dans 2 —{W};} un automorphisme défini par :
[49:1

Y(X)y=Y, telque YnM= Qg’i, pour xeX;
Y-1(Y)=X, telque X nM,; = Qi‘o, pour yeY.
D’aprés la premiére partie de la démonstration du théoréme 6-1,
étant donné X ¢ —2 — (W) il existe Y 62.— — {WZ},} tel que Qg‘i =
O OH
=Y n M, pour x ¢ X.
Posons Y = P (X). .
Soient ye YN M, xe X nM,et x’eQ';O. _
Ona xyeH, 'y e H et ycM,;, par suite on a x == x’ (og), puis-
que H est g0i-fort, d’aprés le théoréme 6-1. .
On a alors %" e X n M?, d'ou 0i°c XnM, et x €03 on en
déduit 'égalité Q5° = X n M,, d’ott ¥-1(Y) = X.
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Propriété 6-1

Si H est un complexe g’-symétrique et o*0-fort de D, si de plus,
H est dégagé de son résidu par rapport i 1'équivalence o, le com-
plexe Hn M;D (resp. H n DM,) est saturé dans M;D (resp. DM,)
par rapport & 'équivalence gjf.

Soit e H n M;D, on peut écrire h = ab, avec a ¢ M, Soit
x e M;D, tel que 'on ait x = % (p};) Montrons que x ¢ H n M;D.

Posons x = a't’, avec a' e M;. On a, xe¢ W;'}, puisque H est
dégagé de son résidu par rapport i I'’équivalence pf, de méme, on
a, h¢ Wi 1l existe donc A € M; tel que hA = abi e H ; or on a aussi
ab ¢ H et le complexe H étant g0-fort, on en déduit: b = ib (of).

L’équivalence of est réguliére, d’ott abl = ab (of), c’est-a-dire
hA = h (on). ' .

Or on a, x =h (ou), d’oit xA = hi (og); et par suite on a
xA = x (o), Cest-a-dire a’b'A= a'b’ (of).

I’équivalence pj; étant simplifiable dans D — W}, on en déduit :
b'A = b’ (o). Par suite, les conditions a’b’2 ¢ H et a’ ¢ M, entrainent
a't e Hn M;D, cest-a-dire x e H n M, D.

H étant un complexe g*-symétrique et o“0-fort (par exemple) nous
distinguerons deux cas suivant que H est net ou ne l'est pas.

a) H est net.

Théoréme 6-3
Si H est un complexe oi-symétrique, net et o™0-fort du demi-

groupe D, 1'ensemble quotient 2 est un groupe.
o
Soit H un complexe de D satisfaisant aux hypothéses énoncées ;
d’aprés le corollaire 6-1, H est un complexe g*fort.

Soit X € P; d’aprés le théoreme 3-5, X est un complexe fort.
(24

Montrons que X est un complexe net et symétrique. D’aprés le
théoréme 3-1, on a X = H.-a, quel que soit a ¢ Qf;o, et X = H-.b,
quel que soit b ng’i, on en déduit que X est net.

En effet, supposons qu'il existe y e D, tel que l'on ait, par
exemple, X.'y = ¢, on aurait alors H."ay = ¢, or H est net, il y a
donc contradiction, par suite X est net & droite, on montrerait de



Equivalences principales généralisées 59

méme que X est net & gauche. Le théoréme 5-3, implique, alors
les égalités suivantes :

i 1 . D D
on = 0n = 0% = Q@x, et par suite, — = —.
OH 2x

X étant un complexe symétrique, fort et net, I'ensemble l—)l est
Ox
un groupe d’aprés le théoréme 1 de R. Crorsor [3].

Nous retrouvons d’ailleurs fagilement ce résultat. En effet, H
étant p-fort et net, 'équivalence gz est simplifiable, par suite le demi-

D . le demi D . .
groupe E—); est un semi-groupe. Montrons que le demi-groupe e_lz véri-

fie I'existence des quotients. Soient X et Y ¢ 2, On a gi} = g}( et de
ou
plus X est un complexe fort, par suite, d’aprés le théoréme 3-1, il
existe 2 ety tels que Y =X."let Y = X ..
Soient L et M les classes modulo oz, contenant 4 et u, on a
LY =X et YM=X.

I’ensemble 2 est donc un groupe.
en

Théhoréme 6-4

H étant un complexe p-symétrique, net et ¢*0-fort d’'un demi-
groupe D, le complexe H n M;D (resp. H n DM,) est net & gauche
(resp. & droite) et g"%-parfait (resp. g%'-parfait).

L’élément unité du groupe 2 étant U, on a P (U)=¥-1(U)=T,

QH
et HAnM;,D=V nMD, HnDM,=V n DM,.
Remarquons que pour tout x € D, on a

(H.x)n M;=[(H n M;D).x] n M,
et (H.'x)n M;=[(Hn DM;).-x] n M,

Par suite, on a Qi}on DM; = Q}ir-

Le complexe H étant net, on en déduit que H n M;D et
H n DM, sont respectivement net a gauche et net a droite. D’au-
tre part, H n M,D est o“0-fort, puisque H est g"0-fort, de méme
H n DM; est g"0-fort, car H est aussi p%*-fort.
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On peut méme remarquer que H n M;D et H n DM, sont
forts dans M;, car, par exemple, les conditions ab ¢ H n M;D,
ace HNn M;D, a’'be Hn M;D, avec a, b, ¢, a’ ¢ M,;, entrainent
a’ce Hn M;D, puisque H est pi-fort.

Soit U 1'élément unité du groupe QL Montrons que H n M;D

924 .
est contenu dans la classe V = ¥~!1(U) modulo gg.

Soit 7 € H n M;D, on peut écrire h = ab, avec a ¢ M,.

11 existe 4 € M, tel que abl e H, H étant o*%-fort on en déduit :
bA = b(on).

Soit # € U, puisque U est I'élément unité du groupe 21 on a
(¢4

bu = b (of), dott bu == bA (of).

dar conséquent 1 ¢ U.

On en conclut que pour tout he H n M;D, et tout #w e U, on a
hueH, ot Hn M;D € Qi° pour u e U.

D’aprés le théoréme 6-2, si V = W-1(U), on a Qi° =V n M,.

Le complexe H N M;D est donc contenu dans la classe V mo-
dulo 0151 = 011-'10n M;D-

Le complexe H n M;D est donc ¢;%parfait. On démontrerait de
méme que pour tout 2 e H n DM;, et tout % e U, on a uh ¢ H, d’ott
Hn DM, c 0% pour u e U.

Or, d’aprés le théoréme 6-2, si V' = ¥ (U), on a Q?,’i =1V'nM,.

Soit we U n M;, u existe d’aprés le lemme 6-1.

Soit he Hn M; D, on a hue Hn M;DM; € Hn M;D n DM,.

Par suite on a Vn V' #£¢, Aot V =V’ et par conséquent
Qi = Q% pour tout uweU.

Les complexes H n M;D et H n DM; sont donc contenus dans
la méme classe V = ¥ (U) = ¥-1(U) modulo of. De plus, on sait
d’apres la propriété 6-1, que H n M;D et H n DM; sont saturés
par rapport 4 l'equivalence of, respectivement dans M;D et DM,
On en déduit que l'on a

HnM,D=VnMD e HnDM,=V n DM,



Equivalences principales généralisées 61

REMARQUE : Puisque U'on a V =¥ (U) = ¥-1(U), on a
U=%¥V)=¥1(V), dolr Q,i,’o = ?,’i pour tout veV.

Cependant, pour x € X ¢ 2 X étant différent de U et V, on a,
OH

en général, Q° £ QY.
Corollaive 6-2

Si H est un complexe g-symétrique, net et ¢"O-parfait de D,
si V est la classe modulo gy contenant H, I'élément unité du grou-
pe Lest U= w ()= w1 (1),

QH _

En effet, d’aprés le théoréme 6-4, il existe une classe modulo gg
contenant H n M;D et H n DM,;; H étant g*0-parfait, cette classe
est celle qui contient H, soit V. Par suite, on a U= ¥ (V)=¥"1 (V).

On remarque que Q;° = Q% pour tout % e H, puisque l'on a
HcV.

Théoréme 6-5
Si S est un sous-demi-groupe oi-symétrique, net et o¢*0-fort de D,

I'ensemble 2 est un groupe. I’élément unité de ce groupe est la
9s
classe modulo Q;, contenant S, et de plus, on a Qi’o = Qg’i pour
tout x € D.
D’aprés le corollaire 6-1, S est g*-fort, donc gi-parfait. S étant g*-sy-
métrique, la classe U modulo o contenant S est 4 la fois enveloppe
unitaire a droite et enveloppe unitaire a gauche de S. Par suite,

U est I'élément unité de l'ensemble 2 d’aprés le théoréme 4-3.
Os
D’autre part, on sait que 21 est un groupe, d’aprés le théoréme 6-3.
0s
Montrons que l'on a 0:° = Q% pour tout ¥ eD. Soit x €D, et X
la classe modulo gs contenant x. ,
Soient @ € 0%° et b QY et soient A et B les classes modulo o¢
contenant a et b.
OnaaxeSCc U, dott AX=U, xbeSc U, dot XB="U.

91. étant un groupe, on en déduit 4 = B.
9s

Or, on sait que Qf;o =AnM, et QS’ =BnM, dou Q§;°= 0,
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b) H est gi-symétrique, o*O-fort, non net.

Par analogie avec la notion de noeud a droite, ou a gauche, défi-
nie par P. DUBREIL [5], nous donnons la définition suivante :

Définition 6-1

Nous appelerons noeud a droite de —DT, l'ensemble N; des élé-
CH

ments X 62, tels que la relation XY = Wi entraine Y = Wi
(424 ) ]
On remarque que Wg¢ Ng.

Propriété 6-2
H étant gi-symétrique et gi0-fort, si I'ensemble N n’est pas vide,

. D
c’est un sous-demi-groupe de —.

v

) 0H
Soient X, X, ¢ N; et supposons que l'on ait: X, X,Y = Wg.

X, eNi=>X,Y = Wi,
X,eNi=>Y =W, dou X;X,ecNs

REMARQUE : H étant gi0-fort, 1'équivalence gf est simplifiable &
gauche dans D — W4, 1’ensemble N} vérifie donc la régle de sim-
plification & gauche.

On définit de fagon analogue, le noeud a gauche N,

On a Wi¢N;, et N g’ est un sous-demi-groupe de 21
on
Définition 6-2

Nous appellerons, noeud de Bi, I'ensemble N* défini par:
O

Ni= Njn N;.
D’aprés ce qui précede, on a Wih¢ Ni et Ni est un sous-demi-

groupe de 21 .
QH
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1°) Nous traiterons tout d’abord 1'étude de l'ensemble —;,
OH
lorsque I’équivalence gf; est définie & partir de la chaine principale

du demi-groupe D.

Propriété 6-3

Si H est un complexe g*-symétrique, g*0-fort, non net, si N* n’est
pas vide, on a H n Ditt n Wi = ¢, c’est-d-dire que H est dégagé
de son résidu par rapport a 'équivalence 0.

a) Montrons que H n’est pas contenu dans W 4. Pour cela, re-
marquons que l’existence de N’ entraine l'existence d’éléments
% € D¥, tels que x € X ¢ N°. En effet, Ni étant un sous-demi-groupe

de %, si YeNi ona (Y) =X eN’, et X contient necessairement

QH
des éléments x de Di. Cela étant, soit x € D%, tel que x € X ¢ N*; il
existe a e D¢, tel que ax € H, ce qui entralne que a n’appartient pas
a Wi Soit A la classe modulo pf contenant a. Supposons que 1'on
ait H ¢ W5, on aurait alors AX = Wi, avec A +# Wi et X = W,
X n’appartiendrait pas a N? ce qui est contraire a I'hypothése.
Donc H n’est pas contenu dans Wi

b) Montrons qu'il existe U e Ny, tel que UX = X quel que
soit X € P;

4

Soit s € D, tel que s € S € N¥; il existe 4 € D, tel que As ¢ H, on
a donc A¢ Wi et par suite As¢ Wi, puisque l'on a, seS eN:. Il
existe u € D tel que Asu ¢ H. Le complexe H étant ¢"0-fort, on en
déduit la relation s = su (of).

En désignant par U la classe modulo g 4 contenant u, on a S=SU.

Soit X e 2 — (W, et soit x € X, I'équivalence o étant réguliére,
on , :
on a sx = sux (gy); mais I'équivalence gy est simplifiable & gauche
dans D — (W}, puisque H est g"0-fort, d’ott x = ux (o).
D’olt UX = X pour tout X ¢ 2 — (Wiy; dautre part UY = Wi
o )
entraine nécessairement Y = Wy, donc U e N,. _
¢) Montrons enfin, que 'on a H n Ditl n Wg = ¢. .
Supposons qu’il n’en soit pas ainsi, et soit 4 e H n Di+! n W.
Posons 4 = ab, avec b e D', Soit u ¢ U n D, u existe d’aprés la dé-
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monstration précédente; on a uab == ab (of;) d’ott uab € W et uab ¢ H
car on a ab e W,

Or, la condition # ¢ U entraine aussi ua :: a (of), par suite la
condition ab € H avec b € D' entralne uab € H, ce qui constitue une
contradiction.

Le complexe H est donc dégagé de son résidu Wj.
Théoréme 6-6

H étant un complexe p'-symétrique ¢*0-fort et non net du demi-
groupe D, 1'équivalence oy étant définie a partir de la chaine Cp, si
le noeud N* n’est pas vide, H est aussi p%-fort ; toute classe X ¢ N¢
est un complexe fort, symétrique, disjoint de son résidu Wy, et I'on
a Ni=— —{W}{}, WL est premier et N? est un groupe.

9x

@) Si H est un complexe vérifiant les hypothéses énoncées dans
le théoréme 6-6, d’aprés la propriété 6-3 et le théoréme 6-1, H est
o*-fort.

b) Montrons que quels que soient X ¢ l—)l- —(Witet YeNi ona
OH

YAW=¢ et YnWwe =4

On sait, d'aprés le théoréme 3-1, que l'on a X = H.-a pour
tout a ¢ QZ;O, et X = H-.b pour tout b ¢ Qg”.
D’autre part, d’aprés le théoréme 6-2, on a

Q¥ =V (X)n D, et Q¥ =¥ 1 (X)nDi, ot P(X) et P-1(X)

sont des classes modulo @}} distinctes de Wj.

Supposons alors qu'il existe y € Y € N?, tel que l'on ait y e W2,
c’est-a-dire X.-y = ¢, ou H.-ay = ¢, on aurait donc ay € wy c Wi
et par suite ¥ (X). Y = W4, avec ¥ (X) % W, ce qui est impossi-
ble puisque Y e¢ N, On demontrerait de la méme fagon que l'on
a Ynwy= ¢. D’autre part, remarquons que, quel que soit
Xegi —{W};}, onaXn Wy =¢ et Xn wio = ¢, car pour tout

On
%xe¢X = H.a, on a par exemple H.'ax # ¢, puisque ax ¢ HnDi*1,
donc ax ¢ Wi, et a fortiori ax & W?q’l.

¢) Montrons que toute classe X € N est symétrique et que 'on

a Ni= 21 — {W}}, avec Wx premier.
Ox
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D’aprés le théoréme 5-3, X est un complexe fort, et 'on a,

on c 0%’ de plus, of = o%° dans D — Wi et Whec wy;

N

on C o%', de plus, of = ox' dans D — W et Wic Wy

D’autre part, d’aprés ce qui précede, on a

Ni g % — (W%, pour tout X e N,
0%

Montrons que la condition Y € —% — WL° entraine Y e Ni.

Ox

Supposons que 'on ait YZ = Wi, Y e % — {W}’O} c 2 —{W_(;}.
0x on
et Zelli. Soit yeY et 2¢€Z, on ayzeW,’;.

0
X étant fort, on a Y = X .1 pour tout e Z-.y.
Las conditions Ay € X et iyz e Wj, entrainent XZ = Wj, d’olt
Z = W, puisque X ¢ N%,
On en déduit que Y appartient 2 Nj, on démontrerait de méme
que Y appartient & N}, donc a Ni.

On a donc Ni= % — (W%, pour tout X e N.

0x
Mais on peut démontrer de la méme fagon que
i D 1,0 i
Ni= 57 — {(Wx}, pour tout W e’
0x

On en déduit que X est symétrique, et 'on peut écrire

Ni = —DT —wh, pour tout X e N,

Ox

D’autre part, Wy est premier, car si 'ona Y, Ze 1—)1— — (Wi,
Ox
on a YZ # Wy, puisque Y et Z appartiennent a N%.
Par suite I'ensemble N* est un groupe, d’aprés le théoréme 2 de
R. Crormsor [3]; on peut aussi le démontrer directement par la
méthode utilisée dans le théoréme 6-3.

REMARQUE : L/élément unité U du groupe N’ est élément unité

dans 2 11 suffit de montrer que U est élément unité dans —1% — {W;:}}.
[(9:4 OH

5 — Collectanea Mathematica
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Soit Se N, on a US = S.

Soit X € 2 — (Wi}, on a XUS = XS, H étant o*-fort, I'équiva-
. o .
lence gy est simplifiable dans D — {Wg}, d’oit 'on déduit XU = X.
On démontrerait de méme que 'on a UX = X.

Théoréme 6-7

H étant un complexe g'-symétrique, ¢*%-fort, non net du demi-
groupe D, l'équivalence gy étant définie a partir de la chaine Cp,

—— . " . D
si N* n’est pas vide, la condition nécessaire et suffisante pour que —
oH

soit un pseudo-groupe [5], est que son résidu Wy soit premier.

En effet, pour que 2 soit un pseudo-groupe, il faut et il suffit

14924
que l'on ait
Ni— 2 — (W} est-a-dire 21 — (Wi = 21 —{Wx} pour tout X e N°.
oH 0H ox

On en déduit qu'il faut et qu'il suffit que L'on ait Wj = Wx pour
tout X e N%. Cette derniére condition est équivalente a la condition :
Wi est premier. En effet, si I'on a Wh = Wy, pour tout X e N?,
Wi est premier, puisque Wi est premier.

Réciproquement, si Wj est premier, N n’est pas vide, et quel

que soit X e-l—z —{W4i}, ona X e Ni, ot Ni =2 —{W,S}:Bl —wH
CH o Ox

pour tout X e 2 — (W3}, et par suite Wi = Wx.
(424

Corollaire 6-3

Si S est un sous-demi-groupe g'-symétrique, g"0-fort, non net
de D, I’équivalence ps étant définie a partir de la chaine Cp, I'ensem-

ble 2 est un pseudo-groupe et pour tout x ¢ D, on a Q° = Q.
Os
Les hypothéses de I'énoncé entrainent que S est gi-parfait, par

. i 0,1 1 1 : N s
suite, on a W5 = Wy = W5, et W est premier d’aprés le théoréme

5-7, le noeud N* n’est donc pas vide, et — est un pseudo-groupe

Os
d’aprés le théoréme 6-7.
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D’autre part, la théoréme 4-3 implique que 1'élément unité du

groupe 2 — (W& est la classe U modulo Q; contenant S, on en déduit,
0s )
comme dans le théoréme 6-5, que 'on a 0:° = Q% pour tout x € D.

Théoréme 6-8

H étant un complexe Q i_symétrique, non net et g*%-fort du demi-
groupe D, 1'équivalence oz étant définie & partir de la chaine Cp, pour

que le noeud N¢ soit non vide, il faut et il suffit que I’ensemble —D
QH
posséde un élément unité, il faut et il suffit que H n Di*! soit

o*-parfait.
19) La condition P? posséde un élément unité est nécessaire
924
pour que N’ soit non vide, d’aprés le théoréme 6-6, et elle est évi-
demment suffisante.

20) Démontrons la seconde partie du théoréme. Si Ni est non
vide, on sait que I'on a H n D+t n Wi = ¢, montrons qu’alors
H n Di+! est gi-parfait. Soit » e H n Di+l. Posons k= ab, a e D
donc b¢ W Il existe 4 € D' tel que abl e H.

Or H étant gi-fort d’aprés le théoréme 6-6, les conditions ab € H,
abi e H et a € D' entrainent b == b1 (0s).

De plus Ni n’étant pas vide, il existe dans — un élément uni-

. (924
té U. Soit v ¢ U, on a

bu = b (o), d’ott bu = bi (on).

1’équivalence o#; étant simplifiable dans D — Wi, on au= A (o#),
d’ott abu € hu € H car ab e D, et ceci pour tout u € U, en particu-
lier hu € H quel que soit # e U n D* # ¢.

Par suite si 4’ ¢ H n Dit!, on a aussi h'u e H quel que soit
ueu n Di, H étant g-fort on en déduit s = A’ (05).

H n Di+! est donc g-parfait et par suite, d’aprés le théo-
réme 6-2 et la propriété 6-1, on a H n D*! =V n D+ ot
V=%U)=¥Y1(U).

Réciproquement, supposons que le complexe H n Di+1 soit

oi-parfait, et soit V la classe modulo on contenant H n Di*!, cette

classe est distincte de W3, donc I'ensemble 2 —{WH} n’est pas vide.
OH
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Soit X une classe modulo g différente de Wi. 1l existe Y, tel
que l'on ait YX =V, on a donc Y # Wpg. D’autre part, il existe

une classe U ¢ 2 —{W}} telle que Ton ait VU = V.
QH
Par suite, on a

YXU=VU=V, dot YXU=YX;

mais 1’équivalence g[i, étant simplifiable & gauche dans D — Wi,
on en déduit I'égalite XU = X.

I ensemble 25 posséde donc un élément unité a droite U.
o : :
Mais on peut écrire XUX = X- X, X # Wpg, U # Wy, d’on
UX = X.

U est élément unité dans 2, par suite N n’est pas vide.
QH

EXEMPLES :

1°) Soit D le demi-groupe défini par la table [9]

a a a a a a
b a a a a a
c a a b a b
d a a a d
e a a a a d

Posons H = {b, d}. Nous avons Q}.}O 7&@2;1 mais @2}2 = g%,’o et
Wi = Wg.
H n’est pas fort mais H est p>-fort.

Les éléments de QE sont X = {d, ¢} et W= {a, b, c}.
0H

D

= —

(974
On remarque que HnD¥n Wi = ¢ et que 0?°=0%* =X n D?

pour x € X. On vérifie que X est un complexe fort, symétrique et

que Wx = Wi, ox = os-

Nous avons : N2 = (W = X puisque W7 est premier.
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20) Soit D le demi-groupe défini par la table [9]

| a b ¢ a e

a a a a a a
b ‘ a a a a a
c a a a a b
d ] a a a a a
e | a a b c

Posons H = {b, ¢}. Nous avons g}}o 7&92}' mais H est g2-symé-

trique. 22 est formé par W32 =1{a, b, c d et la classe X = {¢}.
0=
Le noeud N2 est vide, d’ailleurs H n D3 n Wa = {b #* .

Cependant, on remarque que H n’est pas fort, mais H est g2-fort.

. . , D .
2°) Envisageons maintenant I'étude de I'ensemble —, H étant
(924 )
non net, p*-symétrique et g*%-fort, dans le cas ol ’équivalence gy

est définie dans D & partir d’'une chalne Cj quelconque.

Un contre exemple nous montre que si H vérifie les conditions
énoncées ci-dessus, et si le noeud N* n’est pas vide, H n’est pas né-
cessairement dégagé de son résidu par rapport a 1’équivalence g}',.
En effet, soit D le demi-groupe défini par le table suivante [9] :

a b c a e
a a a a a a
b a a a a b
c a a a a c
a a a b a b
e a a a e

Posons H = {b, ¢, d} et C,y = D > M, > M;, avec M, = {a, b},
M3 == {a}.

H est p?symétrique, on a Wa=1{a, b c, d, N2={g, et
HnM,DnWi=HnDM,n W2 = {b} ; on remarque cependant

.t D
que H est g>fort, et que la classe {¢} est élément unité dans —.
G Y
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Nous pouvons donner un exemple dans lequel H est g?-symétri-
que, >0-fort, mais n’est pas g®2-fort, et nous remarquons que dans
ce cas N2 est vide ; soit D le demi-groupe défini par la table [9] :

a b c a e
a a a a a a
b a a a a a
c a a a a b
d a a a b a
e a a b b c

Posons H={b}, Cy=D=M,2M,2 M, ot M,={a,b,c,d},
M, = {a, b, c}.

On a Qi}o = 9?}2, W% = W?}z = {a, b, ¢}, les autres classes étant
{d} et {e}. On vérifie facilement les propriétés énoncées plus haut.

En nous limitant seulement au cas ot H est ¢"-parfait (par
exemple) nous pouvons énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 6-9
H étant un complexe g’-symétrique, ¢*0-parfait, non net du demi-

groupe D, le noeud N? de 2 n’est pas vide, et c’est un groupe.
(924 )
Puisque H est g*%-parfait, on a H n Wg = ¢, et par suite H est
o*-parfait, d’aprés le théoréme 6-1.
V étant la classe modulo g contenant H, on a:

i 1,0 0,1 1
0u = Qv =0v =0,
e Cos . . D D 1 ;
d’aprés le théoréme3-5; par suite on a — = —, avec Wy = Wp.
en  Ov

V est une classe modulo 91}, distincte de Wy, et de plus V est un
complexc fort, donc ¥V n D? est parfait et par suite le noeud N

de g n’est pas vide (propriété 2 [3]). Or, ce noeud est aussi le noeud
|4

Ni de 21 Par suite d’aprés le théoréme 1 [3], N est un groupe.
(924
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Corollaire 6-4

S étant un sous-demi-groupe g’-symétrique, p*0-fort et non net

de, le noeud N’ n'est pas vide et l'ensemble 21 est un pseudo-

Os
groupe.

En effet, d’aprés le théoréme précédent, on a 1—)' = avec

1>

. @s Qu
Wi=WwWi= W), et l'on sait que Wi est premier, d’aprés le
théoréme 5-7.

On a donc Nt = 21 — (W} ott W est premier, par suite l% = D

Qu 05 ou
est un pseudo-groupe.

20) Etude de I'ensemble % (¢7 # 0).
o

)z . 1] 2 LN D .

I’équivalence gp est réguliére, — est un demi-groupe.
CH

Nous considérerons seulement les deux cas suivants:
— H est g¥-parfait et bilatérement net,

— H est un sous-demi-groupe p*/-fort, non net.

a) H est g"i-parfait et bilatérement net.

Théoréme 6-10

Si H est un complexe g“/-parfait et bilatérement net du demi-
groupe de D, I'équivalence o} étant définie a partir d'une chaine Cy

quelconque de D, le demi-groupe —?—7 est un semi-groupe 4 noyau.
on
Soit U la classe modulo g7 contenant H ; H étant bilatérement
net, il en est de méme de U. D’autre part, d’aprés le théoréme 3-5,

b4 Y ’ i, ’ D
U est bilatérement fort et 'on a g = on' d'ott —1% = 47
24

U est bilatérement parfait puisque c’est une classe modulo on's

°

D D
. ) . \ ) \
par suite 'ensemble — = — est un semi-groupe a noyau, d’apres

ey QH
le théoréme 16 de R. Crorsor [2].
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Théoréme 6-11
Si H est un complexe g*/-parfait et net a4 droite (par exemple)

. . D
de D, le demi-groupe quotient —; est un groupe.
on '
On sait qu'un complexe net 4 droite (par exemple) est bilatére-
ment net. Donc, comme dans le cas étudié précédemment, et avec

A . D D
les mémes notations, on a — = .
0  QH
U est bilatérement parfait et net a droite, il suffit d’appliquer

le théoréme 18 de R. Crorsor [2].

Corollaire 6-5

Si H est un complexe g“/-parfait et net & droite (par exemple)
de D, la classe U modulo g% contenant H est un complexe parfait,
symétrique et net.

On sait que 'on a o = g¢'. La classe U est un complexe bilate-
rement parfait, net & droite, et coincide avec son saturé modu-
lo Qlu’l, U est donc parfait, symétrique et net, d’aprés le corollaire 1
de R. Croisor ([2], p. 389).

Théoréme 6-12

Si S est un sous-demi-groupe p/-fort et bilatérement net du

demi-groupe D, l'ensemble li,. est un groupe dont l'élément unité
0s
est I'enveloppe unitaire de S.

Soit U I'enveloppe unitaire de S, on a
ot = ol

Il suffit d’appliquer le théoréme 19 de R. Crorsor [2].

b) H est un sous-demi-groupe g*-fort, non bilatérement net
de D, que nous désignerons par S.

On sait que S est g*-parfait, et si U est I'enveloppe unitaire de S,
on a gf =y et W¥ = wk! = wil

La classe U est un complexe bilatérement fort, non bilatére-

ment net de D, 1'étude de I’ensemble % = % se raméne donc 3
es ou
celle qui a été faite par R. Crorsor dans [2].
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