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SOLUCION POR APROXIMACIONES SUCESIVAS DEL
PROBLEMA DE CAUCHY PARA LAS ECUACIONES EN
DERIVADES PARCIALES DE 3. ORDEN LINEALES DE
TIPO HIPERBOLICO CON DOS VARIABLES
INDEPENDIENTES

CAPITULO II

En este trabajo se da mas generalidad a los resultados obtenidos
en una memoria nuestra anterior (*) publicada en COLLECTANEA
MATHEMATICA (Vol. XII-1961), que en lo sucesivo siempre que nos
refiramos a ella, designaremos abreviadamente por A.S., determi-
nando la solucién del problema de CAUCHY relativo a la ecuacién
lineal de tipo hiperbédlico ya considerada en dicha memoria: #,;, +
+ o (%1, %) #1020 -}_—vzl‘czl,-,v U —{; Zl‘7bk u, + c.u = g (%1, %) por un método

nL=1;

de aproximaciones sucesivas, en el supuesto de que los valores ini-

(*) «Aproximaciones sucesivas de las soluciones de ecuaciones en deri-
vadas parciales de 3.er orden » [1] CAP. IIT (pags. 121-143). Véase la nota
bibliografica al final de la PARTE SEGUNDA.
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ciales de la solucién # y de sus derivadas #; y #;, vengan dados sobre
un arco de curva (C) perteneciente a la clase (I') respecto al dominio

de existencia de la ecuacién diferencial ordinaria —2 = o(¥;, %,),
x1

arcos que previamente fueron definidos v estudiados en la Intro-
duccién de un trabajo nuestro (**) publicado posteriormente a aquella
memoria también por COLLECTANEA MATHEMATICA, que abreviada-
mente vamos a designar en lo que sigue por S.P.C., y al cual esta
estrechamente vinculado el que presentamos, pues se utilizan los re-
sultados alli obtenidos para el célculo de las aproximaciones, y que
puede, por tanto, considerarse como una continuacién de aquél.

Es deber por parte nuestra, agradecer y hacer mencién expresa
de la ayuda que nos proporcioné la « Comisaria General de Protec-
cién Escolar y Asistencia Social » mediante una Beca de Iniciacién
a la Investigacién Cientifica, y a la que gracias a la misma se debe
en gran parte la culminacién de este trabajo realizado en el Semi-
nario Matemadtico de la Facultad de Ciencias de la Universidad de
Barcelona.

PARTE PRIMERA
PLANTEO DEL PROBLEMA Y EXISTENCIA DE SOLUCION DEL MISMO

1. Formulacion del problema. Consideremos la ecuacién en
derivadas parciales:

w2 + o(x1, %2), w122 + X Q.- i +k§2bkuk + cu =g (%1, %) (1)

Li=1,

en la que los coeficientes a;, b, ¢, g son funciones continuas que
admiten derivadas parciales asimismo continuas, en un dominio G
simplemente conexo y acotado, tal que G esté contenido en un cierto
abierto R conexo, en el cual es o(xy, ¥;) una funcién dos veces conti-
nuamente diferenciable, no anuldndose la misma en G, por tanto de
signo constante en el mismo [signo que siempre se puede suponer
positivo (1)], cuyos valores se mantienen inferiores a un cierto ndmero

(**) «Solucién al problema de Cavcly relativo a una cierta familia de
ecuaciones en derivadas parciales de 3.cr orden » [2] (pags. 162-168).

() Bastaria en caso contrario efectuar el cambio de variables indepen-

dientes : { =&
%, = &
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positivo m < 1(?). G ademés es convexo respecto al haz de curvas

integrales de la ecuacién diferencial ordinaria —2 = g (x;, %,) en el
X1

sentido considerado en el n.° 1 de la Introduccién de S.P.C. [2].

Sean por otra parte x; = x;(7) ; ¥ = %, () dos funciones tres veces
continuamente diferenciables en un cierto intervalo 7, <7 <7pg,
definiendo un arco de curva (C) perteneciente a la clase (I') respecto
a G (n.° 1, Introd. de S.P.C. [2]), y sean ¢(7), ¥(7), x(») tres funciones
que cumplen las siguientes condiciones:

1.9) o¢(r) estd definida v admite derivadas sucesivas hasta las
de tercer orden, continuas en el intervalo 7, <7 < 7z considerado.

2.9 Y(r), x(r) estdn definidas y admiten derivadas sucesivas
hasta las de segundo orden continuas en el mismo intervalo.

2. Curvas carvacteristicas. Fstas vienen dadas, como se sabe,
por los sistemas diferenciales asociados a cada una de las ecuaciones
en derivadas parciales lineales :

F, =
F,, =
F, +

o O O

(%1, %2). F,, + 0
en que se desdobla la expresién diferencial :
F2.F,. +o(x, %) F,. F2,=0

Tales caracteristicas estin definidas por las familias de curvas
consideradas anteriormente (n.° 2 del CAP. I de S.P.C. [2]):

() 2% =0C )
B) 2% =0C, (2)
() A [%1 (C3), %1, %3] = x5 (C3)

3. Dominio de dependencia de un punto M. Sea un punto
M (%), %) del dominio de existencia (£) de la funcién » = h(x, x,)
(Véase el n.° 2 de la Introd. de S.P.C. [2],) v tracemos las tres carac-
teristicas que pasan por él; supongamos que M es lo suficientemente

(?) En caso contrario, supuesto ya o(x;, #;) > 0, bastaria efectuar el
& = kx
2 = ¥
que el extremo superior de o(x, #2) en G.

cambio de variables : !, siendo % un niimero positivo cualquiera mayor
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préximo al arco (C), de modo que éste aparte de ser seguramente cor-
tado por la caracteristica del haz (y), lo sea también por las caracte-
risticas de los haces («) y (8) (figs. 1 y 1) que pasan por M.

X2 X r

Jo r e

Fig. 1 Fig. 1’

El dominio de dependencia de M sobre el arco (C), estd consti-
tuido, como demostraremos posteriormente, por aquél de los tres
intervalos curvilineos PQ, QL, LP que sea reunién de los otros dos,
que en dicho arco determinan, las intersecciones del mismo con las
referidas caracteristicas.

4. Determinacién del dominio de prolongacion. El dominio de
prolongacién (D) (figs. 2 v 2') de un arco (C) perteneciente a la clase

X2 X2

Fig. 2 Fig. 2’

(I") respecto a G, viene determinado por la interseccién R,z n € del
dominio de existencia (£) de » = & (x4, %,), v del rectdngulo R,p de
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lados paralelos a los ejes y de diagonal AB; y evidentemente esta
constituido por todos los puntos de (€) cuyos dominios de dependencia
definidos de acuerdo con el niimero anterior, estin contenidos en el
arco (C).

Estas definiciones serdn justificadas més adelante.

5. Teorema de existencia y unicidad. «Supuestas satisfechas las
condiciones prescritas en el n.° 1, la ecuacién (1) posee una solucién
u(x1, %) tres veces continuamente diferenciable en el dominio de
prolongacién (D) de un arco (C) de curva de la clase (I'), definido por
%1 =% (7); % = %(7), (4 <7 <rp) (solucién u perteneciente por
tanto a la clase C3 de las funciones tres veces continuamente dife-
renciables en (D)) que satisface a las condiciones iniciales :

a) se convierte en g(7) sobre (C), es decir, u [x1(7), %3 ()] = ¢ (7).

b) su derivada u, (x1, x,) se reduce sobre (C) a la funcién y (7),
es decir, u; [%1 (¥), % ()] =v (7).

¢) su derivada parcial mixta #;, (¥;, ¥;) se reduce sobre (C)
a g (7), es decir, uy, [x1 (), % (7)] =y (7).

d) esta solucién es tnica.

e) La aplicaciéon T': (¢, w, 7) — # es uniformemente continua
si se provee al espacio producto E, X Ey X E, de los espacios nor-
mados E,, Ey, E, constituidos el primero por las funciones g (7)
definidas y tres veces continuamente diferenciables en [7,4, 73], ¥
los dos tltimos por las funciones y (7), x () dos veces continuamen-
te diferenciables en [7,, 7], dotados con las normas respectivas

Hells=sup. | @ (7)| 4 sup. [ @' (7)| 4 sup. [ ¢ ()| + sup. | ¢ (7)];

re (7,4, 7g) 7€ [V 4, ¥ 5] rel?, 475 7€y, 7,)
[ 12 =sup. | () |+ sup. [¥ () | +sup. | ¥” (]; |17 |l =
re [741 7’3] 43 [7/,1v "3] 7’51;/_4’ 7'1]
=sup. |z () |+ sup. | ¥ (#) | + sup. |z (#)| de la norma del pro-
1€V 75 7€l 4, 75) 7€ V4 Vp)
ducto topolégico || (p, ¥, z) || = méx. [[|¢ [I3 || ¥z [l 2 [l2], ¥
al espacio vectorial de las funciones # tres veces continuamen-
te diferenciables en (D), de la norma ||# ||3 = sup. |« | +
(D)
- 2 3
+ maéx. [sup. — ] -+ maéx. l sup. ‘ o ] -+ maéx. [sup. _Om ]»
i=12) L (D) |0%;| ] G,k=12) L (D) |0%; 0xx| ] (p.g.r=1.2) | (D) |06, dx, 0%,
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6. Definicién de las aproximaciones y calculo de las mismas. Con-
sideremos las ecuaciones en derivadas parciales que siguen :

0 0
(3){%12 + o(%1, %2) w12 = g(x1, x2)
Wi+ o(xq, 7). tin = _..2 @i u?,-_l—l E;E" wy ' — el (n=1,2,..)
1,7=1, =1,

cuyas soluciones determinaremos por recurrencia del siguiente modo :
la de la primera con las condiciones iniciales :

u® [x21(1), %(1)] = @(); w1 [21(7), %2(r)] = ¥ (7); 2 (21 (7), %2(1)] =%(7)
y las de las restantes ecuaciones con las condiciones iniciales :
w" [21(7), %2(r)] = u [%1(7), %2(1)] = ui2 [%1(7), ()] =0(n=1,2,...)

Dichas ecuaciones son del mismo tipo que la estudiada en el CAP. I
de S.P.C. [2], asi como las condiciones iniciales impuestas a las mis-
mas, por lo que en virtud de lo demostrado alli, las funciones #* estin
perfectamente determinadas en todo el dominio de prolongacién (D)
del arco (C) construido de acuerdo con la definicién anterior.

Las férmulas resolutivas que alli obtuvimos [n.© 6, CAP. I de
S.P.C. [2]) son las que nos expresarin las funciones u° (x;, %) ¥
u* (%1, %) (n =1, 2...); es decir:

7(%y) -
e I R A [P R

7(%)

+ J J T (@) dy dés,
(PMQ)
u (3, %5) = j j J (@) dt; dé,
(PMQ,

en donde, por brevedad se representa — ¥, a;. ui; — X b, ', —c. o
por &' (%1, ). i=12 k=12

Asimismo, las derivadas de las aproximaciones definidas por las
ecuaciones (3), vienen expresadas por férmulas andlogas a las obte-
nidas en los ndmeros 7, 8 y 9 del CAP. I de S.P.C. [2].

Ademsds, como se demostré en dicho capitulo, los dominios de
dependencia y de prolongacién de tales aproximaciones son los defi-
nidos en los niimeros 3 y 4.

7. Acotacion de las aproximaciones correspondientes a los indices
n=20,n=11v de sus derivadas parciales. Designemos por H una
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cota superior de los médulos de los coeficientes a;;, b, ¢ de la ecuacién
(1) y de las derivadas primeras de los mismos en (D), por M, una cota
superior asimismo de los mddulos de #°(xq, %,) y de sus derivadas par-
ciales hasta las de tercer orden, cotas existentes por las hipétesis
hechas anteriormente sobre los coeficientes a;, b;, ¢, g y por la conti-
nuidad (comprobable inmediatamente mediante las correspondientes
férmulas resolutivas) de u° (xq, %) v sus derivadas, resultan en primer
lugar las desigualdades validas en (D) :

DO (%1, x7)

= < 6HM,,

ij=1,

Y a0y + X by 10 +c. ud
7 K12

qjgx(xl: xZ) g

0 0
Y agi, + 21] 26k e, C U0

=12

+ |2 (@), 165 £ B (Ba)s, wi+(0) 00| <12 HMy

i,j=1,2 =1, i
y asimismo :
| B, (%1, %) | < 12 HM,

Por otra parte, por razonamiento enteramente andlogo (%) al que
se efectué en nuestro anterior trabajo (n.°c 6, CAP. II de A.S. [1]),
se deduce en virtud de las hipétesis efectuadas sobre g (%1, %) ;
(0< o (%1, %) < m< 1), que la posicién de las curvas caracteristicas
(), 4 [#1 (C3), %1, %2] = %5 (C3), que pasan por
los puntos de (D), con respecto a la recta (7)
de coeficiente angular 1 que pasa por el pun-
to L de interseccién de tales caracteristicas
con la curva (C), es la que se representa en
7 la fig. 3: es decir, la curva pasa de la iz-
7/ quierda a la derecha de la recta (7) al pasar
por tal punto L (en el sentido de las x; cre-
cientes), no volviendo a cortar mds a dicha
recta.
F Ig 3 De ahi se sigue, que para todo punto
M (%1, x,) de una de tales caracteristicas per

(3) Dicho razonamiento es como sigue : en el punto L la pendiente Z—;i
i de la curva caracteristica que pasa por dicho punto es menor
que la de la recta (#), y la curva caracteristica no vuelve a
cortar a la recta (#) en otro punto distinto del L, puesto que
en caso contrario (véase figura) en virtud del teorema delos
incrementos finitos habria un punto K de la curva caracteristi-
ca, en el cualla tangente ala misma seria paralela ala recta (7),
es decir, de pendiente p(K) = 1, contrariamente a la hipétesis.

= 0(¥1,%,)
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teneciente a uno de los dos subdominios D, D en que (C) divide a
(D), se verifica :

Eyv +nu > &L+ 1 ( Ev+nu =&+ L
EMZS_Q ' M €D ?MZ?Q MGE
N > np ’ > np

] R
B 0¥ Xz) (ke Xz) B
| ] 4
I (5) (r) ~ |
P I '/ <
! = LM
I\ =
q (D)
h—ll—_ ST M —1 =
1 (C) 7 M~ _//% _/_|
1 | —1 1 -
< N L I (D)
— IP ] .
)
O(X: %) l X2, X:)

\

i

i
.

. R R
Fig. 4 Fig. 4'

siendo €07 y ?S 7]: los ejes indicados en las figuras 4 y 4.
Establecido esto, procedamos a determinar las cotas superiores
de u! (%, x,) y sus derivadas.
Previamente acotemos la integral curvih’neaq)r D&y, &) dE= J (DY)
J Ly
que figura en las expresiones de las mismas, lo que conseguiremos facil-
mente, reduciendo dicha integral curvilinea a definida, expresando
las coordenadas de los puntos del camino de integracién en funcién
del pardmetro:

Il

{E_—{—?y si Me
y=1{ _ _ _
E—I——r—;, si M eD

y teniendo en cuenta que dicho camino de integracién L (%1, %,) = M



f1=x+¢ fl=x0 — &

— 0L B =0 —p /
H=x"+n . MeD & 12_ U] iMe
d dn ~0 == = ‘ d dn = == =
—§3=—1’=e(x1°+§,x2°—|—n) _@:___7:’:9(;;10— » %#2°— 1)
gy d¢ ; ag dé ‘

mientras que en el caso de la figura 4’ :
El=x0+¢& \ =0 — &

_ ol S B =: 0 =

&y = %9 n McD & = %3 +_77 Me
" — - — d d_ = == =

L Y R %o Uy 0 —E )

/31 ag d&, ag

\ J (@)
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pertenece al mismo sub-dominio D o D a que pertenece M(x;, %,),

con lo que resulta:

‘dé+d5=(1 +4n

di, si IM ¢ D
a&

S—

dv = =
?d§+df7=<1 +d—2)d?, si LM ¢ D
at

Ahora bien, en el caso de la figura 4 se verifica :

Si representamos por £, 7 indistintamente &, 7 6 &, 5 y designa-

mos por o (&, n) la transformada de ¢ (&1, &) mediante el cambio co-
' . dv

- 147 (& n)

tomdandose el signo + o el — para g (&, n) seglin se considere el caso

de la figura 4 o el de la figura 4’ respectivamente, y el signo + o él —

para d&; en ambos casos, seglin que respectivamente, M ¢ D o M €D,

rrespondiente, se obtiene en definitiva: 4 d&; = dé

resultando en consecuencia (indicando por 0 (&, 7) la transformada
de @O (&, &) por el cambio considerado) :

\ "M
= lq)@o(fh &) d&; ‘= J DO (¢, 7) df »SGHMO[L]
v 1+0(&n) 1—m [ 1!
L(xy72) L
=6HM0[§M+77M_EL +m] g 6H ¢+
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(en donde por brevedad escribimos & + 5 en lugar de &y -+ 7y),
puesto que:

1 1
< 6HM,; < M= &L+ e

@O (&,
(61, &) T L3E ) T—m

b@w4=

segin hemos visto anteriormente.

Y andlogamente :

12H £+79

1—m 1!

<M,

i J (@)

jg @, (&, &) d&,

Llxy,2,

Vamos ahora a demostrar el siguiente :

TEOREMA I: «La aproximacién u!(xq, %) y sus derivadas pri-

meras y segundas admiten como cota superior My K 5—1_‘_'—77, mientras
que sus derivadas terceras admiten la cota numérica M,, siendo K
y My ntmeros positivos perfectamente definidos.»

En efecto, a partir de la acotacién que acabamos de obtener, re-
sulta inmediatamente (fig. 5):

(31, %) =] J J J (@) dg, dt, | = ‘ Jda J J@9 s, | <
(PMQ) x,[7(x2)] x5[7(8,)]
M T ’ ’
0 y L—m 1 (D) oL X, X:)
Q T
6 HMy (&4 n)2 (€ +1n) (N~ A MI%uX)
= . . < |
1—m 2.3 1! LX :
|
2 — 1 & Y
sMﬁﬁ“+m.fﬁ" N,
—m !

siendo a y B las longitudes de los la-
dos del rectingulo R4p respectivamente paralelos a los ejes & y 7.

16 — Collectanca Mathematica
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Asimismo se tendri :

Ml(xlyxz U]’(@°)d§ | 6H(°‘+5).§+7] \
(PM) |~ I —m 1!
s (%1, %) | = U J (@) dg; | < M, 6Hl (";;’3). d =

(M)

Las cotas de las derivadas segundas (n.° 8, CAP. I de S.P.C. [2])
son las siguientes (en las que se ha designado por L una cota superior

de los médulos de o(x, %,), y de sus derivadas primeras y
o(x1, %2)

segundas en (D)) :

luts (%1, %2)| < 6L HMo .§+n+6L HMO (x+B) 5"‘7] +6HM0§+77=
1—m 1! 1 —m 1!
=M0.6H[ a+l3+1+1]§+71
—m 1!
ya que:
0w, m). Jov) | < 6L P £+,
1—m 1!
J’ 0x, (£1, £2). J(@°) &
(PM)
M & ’
< 6L HM, J &+ an’ §6L—%. (_E-I—_77)2S6L HMO( +ﬂ
1—m » 1! 1—m 2! 1—m

U Bo(E, &) dt, ;SﬁHMo

(PM)

M £+
j dy’ l <6 HM,. L gsHMOT”

P

y andalogamente :

6H
|y (1, 30) | = | J(@9) | < My £t
l—m 1!
| k2 (5, 7%3) | SMO.6LH[°‘+’5’+1+1]‘5t’7
— m !

Para las derivadas terceras, recordando las expresiones obtenidas
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eneln.®9, CAP.Ide S.P.C. [2] (en las que se ha sustituido @(x;, x,) por
DO (%1, %) = — X az; u¥; — X by u, — c. ud) :
ij=12 B=1,2

[ i (x, x2>=—5i{g<M>.f<q>°>}+ J {(ex2<51,£2>. f(q>°>}dsl +

X1
(PM) E3

+J¢S, (&1, &) dEy — @0 (P) l:xz_(?’)]
(P)

’
) %'y (7)

2 (%1, %) = @0 (M) + @0 L.[ AR }
w2 (%1, % ( (L) %'y (7) — o [%1 (#), %2 (V)] "1 () ]y

. o (M). exp. { T (o) } o (M). ] (22)
(4)

’

L e ey — a0 (D) %y (1) ]
iz (%1, %) (L) %'y () — o [%1 (r), %2 (1)]. %1 (7)

. exp. { — J (os,) } + J. (D))

1 - i ](@0) _ " Oy, (51’ 52) ) } d
R At i (QM){ s e L LET
i @0 (&1, 52)] 2°(Q) [x'l (7)]

+ P o) | g, P8 21
J(QM) [ o (&1, &) s ' 0 (@) L#2() lo

resulta como consecuencia de la continuidad uniforme en (D) de los
términos que las componen, que todas ellas admiten cotas numéricas
determinadas por los extremos superiores de sus médulos, los cuales
son finitos por la indicada continuidad uniforme de las mismas en (D).

Si ahora designamos por K el mayor de los factores que multi-
§+n

1!

ul (%1, %) v sus derivadas primeras y segundas, resultard en defini-
§+1
T
M, representa el maximo del conjunto constituido por M y las cotas
numéricas correspondientes a las derivadas terceras de u!(x, ), una
cota comtin de dichas derivadas es M.

El teorema resulta asi, pues, demostrado.

Notemos por otra parte, que el resultado obtenido es vilido, lo

plican a M, en las expresiones de las cotas obtenidas para

tiva como cota superior comtn de las mismas la My. K , v si
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mismo si M(x,, x,) pertenece a D, que a D, pues en el primer caso los

caminos de integracién correspondientes a las integrales que figuran

en las expresiones de #! (%, %,) vy sus derivadas estdn contenidos en D,

y, por tanto, la cota para dicha aproximacién y sus derivadas pri-

E+m
!

meras y segundas seria, pues, My K , mientras que en el se-

gundo caso seria andlogamente M, , Vv ya hemos indicado

g &+
1!

al pnn01p1o de este ntimero que &, 5 representaban indistintamente
En6Em

Asimismo, como la siguiente aproximacion #2(xy, x,), se deduce de
la aproximacién u!(%;, %,) vy sus derivadas, y las integrales que figuran
afectan a expresiones aplicadas a estas tltimas con caminos de inte-
gracion contenidos en . D 6 en D segtin que respectivamente M(x;, x,)
pertenezca a D o a D, al mayorar los médulos de dichas integrales
sustituiremos #!(x;, %) y sus derivadas primeras y segundas por

My K E—#, y las derivadas terceras por Mj.

8. Acotacién de la aproximacién correspondiente a n =2 y sus
derivadas parciales

TEOREMA II: «Una cota superior de #2(x, x,) y sus derivadas

(¢ -0—77)2‘

primeras y segundas es de la forma M, K2. ; las derivadas

§+7)

terceras admiten como cota superior My K , siendo K un nu-

mero positivo perfectamente definido.»
En efecto, andlogamente al caso » = 1, tendremos :

E au 7”'14 + E bk %k + cul

i,j=1,2

l P! (xl, x2 <6 HMO

£+
1!

@1 (1, %) | <| X % %m-l-E bk wpi+cul

i,j=12

‘I‘ E (an 1 ”zy +E (bk)xl Mk + (C)xl

=1,

3

§_9HMOK%’7+3HMO§3H[3M0K(ex+ﬁ) +1T40] .
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de la misma manera :
| Ds, (%1, %2) | < 3H [3MK (« + B) + M,y ]
y ademis :

6H o E+n)
1—m 2!

di’ ‘<6HMOK
1+9(&n)|

("Ldv’gMo
J, 1!
L

Jyﬂdv ‘ L3H[B MoK (o +p) + M, £+
1—m 1!

1—m

1] (@) = ‘ f”‘%l(s, 0

£.3H [3 Mo K (« + ) + M)
o 1 —m

[ J (@)

v
L

asi como (considerando las expresiones (4) del ntimero anterior, en
las que se ha sustituido @° por @!, y tenido en cuenta que los tér-
minos en que figuran como factores @(L), ®'(P), D1(Q) desaparecen
ya que estos ultimos son nulos en virtud de las condiciones iniciales
impuestas a #!(x;, %,)) :

’Jxl (@) i — ke (o, 5 - | @ (M) — o (M). ] (@) | <

< M,.3H [2K+L3K(a+ﬂ)+lJf+n

1—m 1!

i

= 7@ 3H i+

<My [3K(a+ﬁ)+1]—

i
: —m 1!

]xz (¢1) { =1 “1222 (%1, %2)

3

(en las que se ha sustituido M, por M, en los términos donde figuraba).
Las cotas superiores de #?(%;, %;) v sus derivadas primeras son,
por consiguiente :

M T ’ ,
w2 (%) | < 6HMy K U (ZE'J (& +n')2 i < 6HM, K. (& + 7,)2. (& + n)? -
1—m 2! 1—m 3.4 2!
o U
g, SHEH B2 6+ 22
1—m 2!
} M ’ ’
I“f(xhxz) SNWIJ wdn' S6HM0K_5‘|"7_ (f-l-ﬂ)zS
I 1—m » 2! 1—m 3 o

<, S4B g k0

- 1—m 2!
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2
uz (%1, %2)

< SR s ‘ JM Etn)? g | < SHMLK ctn 4
1—m 0 2! 1 —m 3 2!

6H (« + B) ;o (& + )2

1—m 2!

< M

Para las derivadas segundas resultan las cotas:

< M, 6H. [Lﬂi—l+1]x.%"—)z

2
uir (%1, %2)

1—m
puesto que:
‘Q(M). J (@) 36' LHMO. K. (& + 7)?
1—m 2!
K| (M 472 LHMyK 2
U 00 61,80). T (@t | <SEERE | (FE 40 | SLHMOK & (B
1—m 21 1—m 3 o
(PM)
<M, GLH(OC—[—-IS)' X (& + )2
1—m 2!
{ Y ,
U P! (1 &) dt | < 6HMy K J ek ’1*"’7 dn’\ < Mj. 6H.K(_§%’7_)2
(PM) » ! !

y anélogamente :

6H o (& + 12
—m 2!

oc+/3+__1+1:|.K'£§_—|2—'_77)_2

|32 (21, 2%3) | = | J (DY) | < My 1

1—m

|2 (41, 1) | < Mo 6LH [

El célculo de las cotas de las derivadas terceras presenta mas com-
plicacién, por lo que procederemos a acotar separadamente los di-
versos términos que las componen.

Asi para Wi (%1, %), tendremos :

6LH(x+f) . &+7
1—m 1!

|l 0x (M). J(PY)| < My

lo(M). ], (@) | < M, 3.LH[2K+L 3K‘1°‘+’3)+1].5;L,"
I —m L
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Ur {0., (&1, &2). J (D)}, d&y i <

(PM)

< iy 3. L.H(ax+p) [ZK(a+ﬂ)+L[3K(u+ﬂ)+1] +2K] £+ 1

1—m

U D}, (&, &) 4521<M03H[3K(a+ﬂ +1]§_";77

1!
(PM)

Andlogamente :

ez (g, 22| = | T, (DY)] < . 3H[2K+L Kla+p) + 1]“”7

1—m

3H

[ (o, 22) | = | oy (©)] < Mo - [3K(a+ﬂ +1] ikl

1!

. . . 2
v finalmente las cotas de los diversos términos de w3 (¥, %), son
las siguientes :

H ! J 7@ | <if, SLHE+B) o £+
o (%1, %2) 1—m 1!
l T, (@ ‘_M53L'H[3K(a+ﬂ)+1].ﬁ_’7
o (%1, %2) 1—m 1!
0y, (61, &2) | _ 7 3LH («+ f) £+
J {—92(51’52).1@1)}551 B [SK(a+ﬂ>+1]. :
QM)
| [%—S—z]df < M, 3LH[5K0¢+,3 +1] E4m
Y04 (‘Sl: 52 X, 1‘

(En todas las cotas obtenidas para las derivadas terceras se ha
sustituido My por My).

Recordando el significado de K resulta como cota superior de

2
u2 (%), %;) vy sus derivadas primeras y segundas la M), K2. @_%71 ,

y si K designa el maximo del conjunto constituido por K y los fac-

tores que multiplican a Mo- d ‘ll“'?i en las expresiones de las cotas
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obtenidas para las derivadas terceras de #2(xy, %,), una cota superior

£+

de estas tiltimas ser la M,. K. T

, con lo que el teorema resulta

asi demostrado.

9. Acotacion de las restantes aproximaciones y sus derivadas.
Vamos a generalizar los resultados anteriores demostrando :

TrEOREMA III: «La (n + 1)-ésima aproximacién u” (x;, %;), asi
como sus derivadas parciales primeras y segundas admiten por cota

superior la M. K". @—_i_'i)” y una cota superior de sus derivadas
n!
—_ = n—1
terceras es de la forma M, K*—1. %in)lT .
n— 1)!

Para establecer dicho teorema procederemos por induccién com-
pleta; si suponemos que el teorema es cierto para la aproximacién
w1 (%1, x5) v sus derivadas, tendremos en primer lugar las desi-

gualdades:
n—1
| "1 (xy, %) | = | Bazuli'+ X byup™ ' +cun—t | < 6HM, Kr! Etn
ii=1, k=12 (n—1)!
1D (%1, %0) | < | Baguls' + X byuis, +caud ™t | +
=12 k=12
+ 2 (ati)xl u:!j—l + E (bk)x;- %:_1 + (C)xl' uh—1 S

i;i=1,2 k=12
<3H [3M0K"-1 (o + B) + MOKM—Z] (Ed)m?
(n—2)!
de la misma manera :
| D07 (21, %) | <3H [3 My K1 (o« + ) + M, Kn—z] (5(+n)2”):2
n— 2)!
y asimismo :

(v

|J(@" )| =

IA

JMES""(M) dy lS6HMOK"—1
, 1+9(n) 1—m

v
L L

gMoﬂ'Kn—l (f_‘i‘_’ﬂf

o 1—m 7!

o pn—1 l

g
m—10!"
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| L 3H[BMyK" (0 + ) + My K"—2]

("’M pn—2

ot dv | <
@i < e £ [ =
S 3H[3MyE ! (a4 ) + My K"2] (&)~
- 1—m C m—1)!

asi como:
| T (@" 1) | = | liz" (%1, 20) | = | ®"~1 (M) — o (M). J(@:7") | <
3K (o 4+ B) + 1] Rn2 (&4 n)t

< M,. 3H[2K+L

| T @) | =iz (s, 2) | = | J (@57 | <
<7 2 [3K(oc+ﬁ>+1].}—@—:,(ff+7’7)"‘1
1—m | ) (n—1)!

(en las que se ha sustituido M, por M, v algunos factores K por K.),
obteniéndose como cotas superiores de " (xy, %;) y sus derivadas
primeras las siguientes:

n—1 M T ’ IAY)
L (31, 2) | S%- Jd,g' )(- & + )" dy | <
1—m ) n!
. Q U
L SHMoK™™!  (Ebm?  (Ebnr _  SH (o BR pey (E)"
l—m (m4+1)n4+2) nl 1—m n!
n— M (e \n n— n
o (o, )| < M KT J En) gy | < SHMKM T &4 m (€ 1)
1—m » n! 1—m n-+1 n!
~agy SHEEB) oy €t
1—m n!
n— M (gt "\n n— "
1—m /g 7! l—m n+1 n!
gy SHE D) oy L)
1—m n!

y para las derivadas segundas resultan las cotas :

«+p+1

1—m

(& + n)*

n!

| uty (%1, %) | < M. 6. Hl L. + 1] K1
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ya que:
\Q(M). J@y | <SEE apy ge-r EE "
) 1—m n!
n— M ’ "\n
lj 0, (51, £). ](@n—l) d:fz‘ < 6LHM0K 1. (& +77) ‘l77’| <
1—m S, n!

(PM)

_ SLH@AR) yr ey (E )

. M e o | )
H P8 &) dip | < 6 HMy Kot J E 0" g < 6 My vt ELD)
< (PM) , (=1 ! "
asimismo :
[ (g, 1) | = | J (@) | <My S gomr, EE AN
1—m n!

a+l3+1+1]K”_1(5+77)"

1—m n!

| 4 (31, %) | < Mo, 6 LH [

Para el célculo de las cotas de las derivadas terceras, acotaremos
por separado cada uno de los términos que las componen.
De este modo para #71; (%1, %;) obtenemos :

JSLH@PK g, Edn
1—m (n— 1)}

lo (M). J., (&*1)| <3.L.H l G AL Can 5 v - kL
, 1—m ' (n—1)!

| @ (M). J(P"71) |

U { 0 (£ ). J(@1) } i | <

%1

(PM)

~3LH (a_l_ﬁ)[ZK(oc-i—ﬂ)-l-lL_[i{(ot—!-ﬂ)-i—1] +2KW MOK%J“_LI)—"

&+ )1

| <3H [ 3K. (o« + B) + 1 ] i, B2, X
N B (n—1)!

' [ D17 (&, &) d&,

Y (PM)
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Anélogamente :

| 41z (51, 2) |=| Ty (8%=1) | < M. 3H [2K + L#ﬂ] e Gk i

—m (n—1)!
3H _ n—1
| (1, %) | = | Jo(@1) | < My [3K(a+ﬁ>+1 Rz TN
1—m| i (n—1)!
v para los términos que componen u3; (¥1, %;) resultan las cotas :
1 6LHK n—1
o] 7@ (& + ). B, Koz, EXDT
o (%1, %2) 1—m (n—1)!

‘; T (¢”")l SLH [3K( a-+p) +1]M Rr-2, EE)"

o (¥1, %) -~ (n— 1)!
’ 0s, (&1, &) _ 3LH _ ()t
=5 20 22 (@)Y dE <— 5K 1 |MKn—22>—*___
J(QM){ 02 (&1, &) / )}x, ! 1— (@+4) [ (o 4-A)+ ] 0 (n— 1)!
WJ@ |<3LH|:5K + +1] an(§+n)n_1
J(QM) [ 9 (61 &) e (n—1)!

(En las cotas obtenidas para las derivadas terceras se ha sustituido
My por My, y algunos factores K por K).
Teniendo en cuenta la definicién de K y K resulta como cota superior

de u" (%1, %3) y sus derivadas primeras y segundas la M. K. (5—+’7Z)— ,
n
e Cua/
(n—1)!°
Como para # = 3, se verifican las hipdtesis del Teorema III segin
el Teorema II, queda, pues, demostrado lo que se pretendia.

y como cota de las derivadas terceras la Mj,.

10. Construccion de la solucion al problema de Cauvcuy. Conside-
remos las series:

[ co [~

N
}-I E uk: 24 “17: 2 ul]k: u ¢' (5)
r=0 r—-O r=0 =

(k=1,2) (i,j=1,2) (z7k 12)

de las cuales las seis primeras admiten en (D) como mayorante la
serie numérica de términos positivos y convergente :

oo Kr
M, 3 7. (2 + B

MO' Kl B)
7=0 7!
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las cuatro siguientes la:

M, + M, OEO Iﬁ_jji My + M. eKets)

y la dltima la:

6HM E “—_'_ﬁ — 6HM0 eK(oxB)
7!

por lo que en (D) la convergencia de las series (5) serd absoluta y uni-
forme.

La primera de dichas series define, por tanto en (D), una funcién
u(x1, %) cuyas derivadas parciales hasta las de tercer orden vendrin
expresadas por las sumas de las correspondientes series de (5) res-
tantes.

En virtud de las fé6rmulas resolutivas que expresan las funciones :
S” = uiz (%1, %) (r = 0, 1, 2, ...), se puede escribir :

n

B 5= e, =)+ T e o, D]+ T [0 (3, %)]
r=0

De esta igualdad, teniendo en cuenta la linealidad del operador J,
v la convergencia uniforme en (D) de la sucesién de funciones:

n—1
Va (%1, %2) = ¥ @ (%1, %)

r=0

(=]
y poniendo s = ¥ s, se deduce por paso al limite esta otra :
r=0

s (%1, %2) = 2 [B(x1, 22)] + J[g (%1, 22)] + J [P (%1, %2)]  (6)

en la que @ (x;, x,) designa la expresién — E a,, Uig — X by, wy— cu
i=1 k=1,2

resultante del paso al limite.
De (6) se obtiene :

wp =51 = 7/ [0 (o, )] = +Jx1 )+ ., (@) (

/

wim = 52 = 7' [h (21, %)] _—h + T (@) + Ty (®) ‘
6%2

y de estas tltimas [habida cuenta que: J,, (F) + o (xy, %3) J., (F) =
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(n.0c 6, CAP. I de S.P.C. [2]),¥: o + o (%1, %2) oh = 0 (n.° 3, In-
(le 6962
troduccién de S.P.C. [2])], resulta :

w112 + 0 (%1, %2). n122 = D (%1, %2) + g (%1, %2)

es decir, en definitiva :

112 + @ (%1, %2). 122 Tf};zﬂﬁ u; +k§ fk uy, + cu = g (%1, %)
lo que demuestra que la funcién #(x;, #,) definida mediante la primera
de las series (5) satisface idénticamente en (D) a la ecuacién en deri-
vadas parciales propuesta.

Cumple ademds, como se verifica facilmente, las condiciones ini-
ciales de convertirse la misma en ¢ () sobre (C), de reducirse a ¥ (7)
sobre (C) su derivada parcial u; (%1, %5), v a ¥ (7) su derivada mixta
1 (%1, %).

Por otra parte, el dominio de dependencia de un punto M (x4, %5)
suficientemente préximo a (C) es el definido en el n.° 3, puesto que
siendo éste dominio de dependencia para todas las aproximaciones
u" (%1, %,), los valores de ¢ (7), ¥ () y x () sobre el mismo, determi-
nan univocamente a u (%1, %) en M (%1, %,), no influyendo sobre el
valor de u (%, x;) en M, los valores de ¢ (7), v (7), x () fuera de tal
dominio, quedando, pues, justificada la definicién dada en el n.° 3.

Asimismo, el dominio de prolongacién del arco (C), es efectiva-
mente el (D) que se definié en el n.24, puesto que (C) contiene los
dominios de dependencia de todos los puntos M de (D), y por tanto,
los valores iniciales ¢ (7), v (7), x (*) dados sobre (C) determinan uni-
vocamente el valor de # en todo punto de (D).

La funcidén # (%, x,) asi construida, es, pues, la solucién al pro-
blema de CaucHY considerado. La unicidad, asi como la dependencia
continua de la misma respecto a los valores iniciales, se demuestran
en los niimeros correspondientes a la PARTE SEGUNDA que a con-
tinuacién sigue.
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PARTE SEGUNDA

UNICIDAD Y DEPENDENCIA CONTINUA DE LA SOLUCION RESPECTO
A LOS VALORES INICIALES.

1. Unicidad de la solucion. «La solucién del problema de
CaucHY considerado :

w112 + @ (%1, %2). w122 + 2 czzi,- Uy +k21:2bk w, + cu = g (x1, %2)

i,j=1,

u (P) = (P) (1)
w (P)=v(P) » Pe(C)
U12 (P)=Z(P) /

supuesto verificadas las restricciones exigidas en el n.° 1 de la PARTE
PRIMERA es #nica.»

Para demostrar dicha unicidad, consideremos dos soluciones
u (%1, %2), u (%1, %2) (pertenecientes a la clase C;) del problema de-
CaucHY representado por el sistema (1). Poniendo # (x1, %2) = % (%1, X2)
— u (%1, %) la funcién % (%, %,), sera solucién de la ecuacién en deri-
vadas parciales :

w112 + o (%1, %2) #122 = D (%1, %2) (2)
(con E(xl, X2) = — X a; Zi,»— Yo, Zk—c.?z)
iim1,2 R=1,2

verificando las condiciones iniciales :

R

(P) =, (P) = 12 (P) = 0, si Pe(C).

Dicha ecuacién (2), asi como las condiciones iniciales a que satis-
face u (%1, %2), es del mismo tipo que las estudiadas en el CAP. I de
S.P.C. [2], por lo que # (%1, %,) y sus derivadas primeras y segundas
vendran expresadas en funcién de @ (x1, x2), por las mismas férmulas
resolutivas que alli se obtuvieron (n.>s 6, 7 y 8 de dicho Capitulo), las
cuales aplicadas al caso que nos ocupa son las siguientes :
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7 (1, %) = [ f T (@) de e,
(PMQ)
o, ) = [ ] @) des

< (pm)

o, 22) = J 7 @) e,
(M) (3)

w1, 72) = — o(M). J(@) + J'an(&, &), ] (@) dés+ [ J B(en, &) dés
(PM) i (PM)

w1z (%1, %2) = J (B)

ﬁzz(xl,xz) = —

](6) [ en (61, &) (1:5d§1+J‘ D(&y, &) dE,
o(M) J 02(£1, &2) /@) 0 (&1, &2)

©M) M) /

Si M, designa una cota superior en (D) de u (x1, %2) y de sus deri-
vadas primeras y segundas, y H es la cota superior, ya considerada
anteriormente (n.° 7 de la PARTE PRIMERA) de los médulos de los
coeficientes a;, b,, ¢, se deducen inmediatamente y procediendo de
igual modo que alli las acotaciones que siguen :

! @ (21, %2) } = _Elazzﬁ. ; +k§1]2bk Uy + cu | < 6 HM,
i,j=1, =1,
| .= 6HM, &+ 1
< . —
!]( ) { T l—m 1!

y por aplicacién del teorema de la media a las integrales que figuran

en las expresiones de u, u,, u,, se obtienen para estas tltimas las
cotas:

57 SH(x+B)? £+

| u (%1, %) | < Mo

1—m 1
|—7/_—ll(xl,xZ)IS:O6H(a+ﬂ)-§+n
1—m 1!
I;—Lz(xbszS:oﬁH(a—i-ﬂ) £+

1—m 1
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= H[Lm+ﬁ+1+l]e+n

| Z]l(xly 962) | <M, 6
1—m 1!

| wiz (31, 22) | < M,
| ;22(251, %2) | Sﬁo 6L.H[a—+-£+—l + 1] . m

en las que L, igual que alli (n.°© 7 de la PARTE PRIMERA) repre-

. , 1
senta una cota superior de los médulos de p(x1, x2), ﬁ y de sus
0 (X1, X2

derivadas primeras y segundas en (D).

Las cotas que se acaban de obtener, pueden sustituirse por la

£+

cota tnica Mo K , si K tiene el mismo significado que anterior-

mente, es decir, si:

szé.x.[ 6H 6H(x+p) 6H (« + f) 6H( “+ﬂ+1+1> 6LH(01+13+1+1>]

1l—m 1—m = 1—m

Sustituyendo las funciones subintegrales por las cotas respectivas,
aplicando el teorema de la media, y procediendo igual que en el
n.0 8 de la PARTE PRIMERA, se obtiene de nuevo para # (¥1, %2)
y sus derivadas parciales primeras y segundas la cota superior

.. K2 (£ 1)
0. . 2! .

Y asi sucesivamente, obteniéndose en general, como se demostraria
facilmente, procediendo por recurrencia, y de manera enteramente
andloga a como se hizo en el n.° 9 de la PARTE PRIMERA, la cota

(& +n)" =
n!

superior M, K" para # (x1, %2) y sus derivadas primeras y

segundas; y al ser # cualquiera, y ser por otra parte & + 7 < a -+ 8,
% (%1, %2) y sus derivadas parciales de primero y segundo orden, seran
menores en valor absoluto que cualquier ndmero positivo prefijado
al arbitrio, por lo que en (D) serdn nulas idénticamente, es decir:
u (%1, %2) = u (%1, %2), lo que prueba la unicidad de la solucién del
problema de CaucHY representado por el sistema (1).



Solucién por aproximaciones sucesivas 257

2. Dependencia continua de las soluciones de la ecuacion homogénea
w12 + 0 (X1, X2) 22 + X @y 1 + X by, + cu = 0 respecto a los va-
ij=1,2 k=12

ij=1,
lores iniciales dados sobre (C). Consideremos la sucesién de aplica-
ciones :

T™: (p,y, 1) eE, X E, X E, >u"eCs
definidas por recurrencia como sigue :

uiz + 0 (%1, %) win = P 1 (x1, x2)

u* (P)=¢ (P) ) (
ui(P) =¥ (P) } Pelc) '
uz (P) == y (P) \

— -1 ! ~1 —
con P (xy, %) = — Ba; uwy  — Lbur  —cout (n=1,2,..)
=12 k=12

y @1 (%, %) = 0 para n = 0, es decir, a cada terna ordenada
(p, v, x) € Ep X Ep X Ey, la aplicaciéon T®) asigna como imagen
la u” € Cs, solucién del problema de CatcHyY definido por el sis-
tema (4).

Las T™ son univocas en virtud del teorema de unicidad, y asi-
mismo lineales, y aplican el espacio vectorial producto Ep X Ey X Eyx
de los espacios normados E¢, Ey, Ey constituidos el primero por las
funciones ¢ (r) definidas v tres veces continuamente diferenciables
en (74, 73], v los dos dltimos por las ¥ (7) y () dos veces continua-
mente diferenciables en [7,4, 75] dotado de la norma || (¢, v, 2) || =
max. ([ [ls, [[ ¥ [l |1 []2) con:

[l @ [z =sup. |@(r) | +sup. | ¢'(r) | 4 sup. | ¢"'(r) | 4 sup. | ¢""(7)]
velry, rgl. 7e€[ry, V5] 7 €74, 75] 7€ [74, 7B]

[ ¥ ||z = sup. | ¥(7) | 4 sup. | ¥'(r) | + sup. | ¥"(7) |

7 €74, 78] 7€ (74, 7B] 7 €74, ¥B]

l2=sup. |x(#) |+ sup. [ () | + sup. [ 2" (7) |
7 ¢ [7q, 78] 7 ¢ [74, 78] velry, 7s]

[ x

en el espacio vectorial C3 de las funciones tres veces continuamente
diferenciables en (D), el cual supondremos provisto de la topologia

17 — Collectanca Mathematica
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engendrada porlanorma|| » ||3 =sup. | %
’ (D)

, [ 1 ou
+ max. | sup.

(i=12) (D) ox1

|+

02 ] .
, espacio que

02; 0,

03u

0x, 0x, 0x,

-+ max. [sup.
(,k=12) L (D)

] -4 méax. [sup.

(.gr=12) L (D)

provisto con dicha topologia designaremos por E,.
Nos proponemos demostrar el siguiente :

LemA I. «Supuestos dotados los espacios vectoriales E,XEyXE,
y E, de las normas acabadas de indicar, las aplicaciones 7™ son
lineales y continuas, y pertenecen por tanto al espacio vectorial
L (E, X Ey X E,, E,) de las aplicaciones lineales y continuas de
E, X E, X E, en E,».

Para demostrar dicho lema, probemos previamente que la apli-
cacién T es continua, lo cual resulta inmediatamente teniendo en
cuenta la expresiéon de 0 (véase n.° 6 del CAP. I de S.P.C. [2]):

W= (Q) + J . diy + J J 2 T (&, )] dEr dts

@P) (PMQ)

vy que las de las derivadas primeras, segundas y terceras de #° son
por tanto:

oL(X, X)) wi=p (P) + | x [h (&, &)] d&,

NGRS J
W= P’—")J _ [Yf(r). x—@] + J 1 0 (&1, £2)] dt:
P "4 | %2(7) fi0) %'2(7) 1 (@) )
uh = [ z (7)] —~ [ % () "—(”] 2T (8] b @ ) dEs
%' (7) I L 21 (7) |

T (PM)

w3 =y [k (%1, %2)] = y (L) [pues h (%1, %,) es una integral primera

de%x_z = g (%1, %2) (n.° 3, Introd. de S.P.C. [2]) y por tanto es cons-
X1

tante a lo largo de la curva integral £ (x1, #2) que pasa por el punto
M (%1, x2)],

ugzz[ 1 4 {"’,' (r)}]_[my)x'l (r>]_[w). a {x'l(r)}]_
x'2(r) dr |%'2(r)) o) x'2(7) Ly Lx"2 () dr \#"2(r)) |
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[ ’] J 2 U (Es &) Iy (81, £2) dE:

7
QM

1 d (¥ 2N 2 d (%)
A(r) d"{x 1(7) }J [ 7)]<P) Lﬁ'l(?)- dr {x'l(f’)}_lu’)

_lx/(y). k”"xZ(r)]“LJai{/ (h). xl} ag,

O
Uy =

%1 (r) ] p

ud, = y' (L). Iy (M)
uy = y' (L). hy, (M)

o _ AN A ) ]_ [ 1 4 {g,, 1 (1) ]__
. [(x'z () d”) w2 } @ L) dr ) '3 (7) } @
1 xz’(r)x]"(r)_—__xz"(1')x1'(7')}] l s K 'r)]

_ ' _ A0

lx ar) { v %3 () | © © 22 o

d

ar
] 7) 4 )x4() [ ,h_x'l(r)] i{,,h h'}dg.
ar) dr ()”(@) 2 0) I x'2(7) «jj 8%, 2 (B)- Doy oS

X
(M)

En efecto, basta aplicar el teorema de la media a las integrales
que intervienen en las expresiones de #%(x;, x,) y de sus derivadas
primeras, segundas y terceras, resultando, habida cuenta ademis,
que (), ¢'(), " (), ¢ (), P, T, P0), 10, 7 (0), 1 0),
figuran linecalmente en los términos no afectados del signo de inte-
gracién, que #°(x1, x2) y sus derivadas de primero, segundo y tercer
orden admiten en (D) la cota superios, L. || (p, ¥, %) || enla que / es una
constante positiva que sélo depende de (D) y de (C), v ||(p, ¥, 1)1
es la norma de (¢, ¥, y) € E, X E, X E, considerada anteriormente.

De todo ello se deduce que :

0
u ] n

6xi

[|u®]]s = sup |40] 4+ méax. | sup.
D) (¢=12) D)

i I §2 440
] -+ max. [sup.

Gh=12 | @ | 0x;0x,

O3u

tar=12 [ @ | 0%, 0%, O,

+ max. [sup.

| na

lo que demuestra la continuidad de la aplicacién T© en el punto
(0,0,0) e E,XEywXE,, y en virtud de la linealidad de 7@, la continui-
dad uniforme de la misma en todo E,XEyXE,.
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Demostrado ya que 70 ¢ L(E,XEwXE,, E,), se generaliza fa-
cilmente el resultado procediendo por recurrencia.

Supuesto que la aplicacién 7T0"~1 ¢ L (E, X Ey X E,, E,), al
considerar las expresiones de #*(x;, x2) y sus derivadas de primero,
segundo y tercer orden, las cuales resultan de superponer las corres-
pondientes a las soluciones de los problemas de CAucHY parcialmente
homogéneos :

w112 + 0 (%1, %2) #1220 = 0 w12+ 0(%1, %2) U122=D"~1(x1, %2)

u (P)=g (P) ( ) u (P)=0 / -
u1 (P) = Y¥Y(P) )Pe (C)s u1 (P)= 0 ) Pe(C) \

u12 (P) = g (P) u12(P) == 0

en que se desdobla el problema de CaucHY representado por el sis-
tema :

iz + 0 (%1, %2) i = D" 1 (x1, %,) (

u" (P)=¢ (P) | ,
ui (P)= ¥ (P)> Pe(C) s
ut2 (P)=y (P)]

y tener en cuenta las férmulas resolutivas de los n.os 6, 7, 8, 9 del
CAP. I de S.P.C. [2], expresiones que en definitiva son las siguientes :

—MO—I—J @" 1) df] d§2

(PMQ)

Wi =u;+ ( J (@"71) d&,

Y (pyy

u’z’=u3+J J (@7~1) dE,
(M)

wh =ugy — o (M). J(@*~1) +J9xz (&1, &2). J(D"~1) dé+ {‘15”_1 (&1, &) d&,

(PM) 7Py

Wy =udy + J(@"—1)
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n 0
U = U —

](@”'_l) i Qx, (51: EZ) @ -1 d ¢n_l(§1;§2)
—_— == "—1)d& 4+ — =122 d&
o (M) J (&1, &2) A : ,((QM) o (&1, &2)

0%
(oM~

win = — 2 { o). J(@n-1) } + j { (&, &) ](95"‘1)} ds: +
0% l (PM) x

+ J @:l—l (51, 52) (Zfz —Pn—1 (P) [xz’ (7’)]
(P)

x1" (7)

1

(PM)

%'1'12=u?,2— @"-1(L) - , %' () :
x5 (r)—o [x1(7), %2()]. %1 (7)

]- o (M). exp. {— ] (0,)} —
(L)

—o(M). J(P:7)

L O  dn—1 L x]’(r) . o n—1
di=iba— o) | o IO | e T e T @

"o 0 _i ]((15"_1) . " Qﬁl (61; 52) - d _
U222 = U222 5% { Q(M) } J(QM){ 0 (51,52) ]( 1) } &1

o1 (Q) [x, (r)‘l +J [di"—l (&, 52)] i
e (Q) %' (7) Lo 0(f, &) |,

(M)

Xy

se obtiene sin dificultad, para #* y sus derivadas primeras, segundas y
terceras por aplicacién del teorema de la media (en las que R designa
una cota superior en (D) de los médulos de los coeficientes que afectan
=1 (L), @~ (P) y D*~1 (Q)), v observando que:

| &t | < 6H || w1 ]

| 7 | < 12H || w1 ]| s

| @L< 12H || w1 ]

| J (@ 1) | < 6Ha. [|u~1]]3

| Jo (@) | <6H[1+ R4 2La]. || 1]]s
| Jop (@*71) | < 6H [R 4 2a]. || u~1]] 3
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las siguientes cotas :

lu" | <6Ho2f. ||~ 1]js + |[a]] 5

|t | < 6Haf. [[u1]]s + |[4°]]s

luy | <6H a2 ||u"~1|[3 + ||u]]3

s | < 6H [La(1 4 ) 4 1. [lwn= 111 + [0 |5

[ | < 6H o ||un=1[]5 - ||40] 3 '

|5y | <6HL. 2 (2 + o). [|ur~1]]s + [|u°]]5

ain | < 6H [L (14 f). (14 R+ 2L o+ o) + 28], [[w= 1] }s + | [0]]5
|utia] <6H [1 + R + 2L «]. ||u"—1]|3;+ |0}

|92 < 6H [R + 2L o], ||~ 1][3 + |[0]3

lusn] <6HL [ (4 4 a) + (1 + o). (R+2a)]. [Jur~ 1|5+ ||«

cotas que pueden sustituirse por la cota comin &.|[u*~ 1|5 4 ||u°]]s,
siendo % el mayor de los coeficientes de || #”~ 1] |3, resultando en conse-
cuencia :

Lo , | dur T 82
| u"]l = sup. | #" | + max. [sup.< — ] -+ max. | sup. \ — | +
13 (=1,2) (D) % (k=12 L. (D) \ %0
: ,. S Bur
4+ méx. | sup.! ——— | <4k| w13+ 4]||ul]]
bar=12 L (o) 10%, 0%, 0%, | _

Por tanto, en virtud de la continuidad va demostrada de T(©®
v de la hipétesis de recurrencia, elegido al arbitrio un & > 0, se podrin
determinar #; > 0y 5, > 0, tales que:

/ . ~ '
\(vap, W, ) cE, X Ey X E): (g, W, ) || <my=>||u0]]5 < %

’ (Ve ¥, 1) e E; X Eg X E,): [, ¥, )| <ma=>[|u" 1]z < fi?

y si 5 designa el min. (1, %2), se obtiene en definitiva :
(V(p, W, 2) e Eg X Eg X E): [[ (@, P, 2) [l < == || w" [[s <

<4k 145
8k + 8

:.g,
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lo que demuestra la continuidad uniforme de 7™ en E, X Ey X E,.
Como para #» = 1, es cierta la hipédtesis de recurrencia, el resul-
tado obtenido es completamente general, quedando demostrado pues,
lo afirmado en el Lema.
Sentado esto, demostremos el siguiente :

Lema II. «La aplicacién: T': (¢, ¥, 3) e E,XE¢XE, ~ucE,,
que asigna a cada terna ordenada (¢, ¥, %) € E, X E, X E,, como
imagen la funcién # e C3 solucién del problema de CaucHY :

w112 + 0(%1, ¥2) %122 + E Bij Wij + 2 bk wy +cu =0

w (P)=¢ (P) ]
w1 (P) =y (P) ; Pe(C)
u12(P) =y (P) 5

(6)

es lineal y continua, supuestos dotados E, X Ey X E, y E, de las
normas respectivas consignadas anteriormente, y pertenece, por con-
siguiente, al espacio vectorial & (E,X Ew X E,, E,) de las aplica-
ciones lineales y continuas de E, X Ey X E, en E, ».

En efecto, en virtud de lo demostrado en el n.°2 10 de la PARTE,
PRIMERA, la suma de la serie de aproximaciones #”, (#=0, 1, 2, ...)
definidas por las ecuaciones en derivadas parciales y condiciones ini-
ciales siguientes :

0 0
w1+ o(%1, %2) #1220 = 0

1 -1 —
um—l—g(xl,xz ’l/tlzz— La”u,, — bku: —cum! (1’L=1,2,) 1
2

i,j=1,2 k=1,
W (P)=¢(P); ) (P):= W (P); ulz( )==% (P) } e s
w(P)=ui (P)=up(P)=0 =1,2,..)

y las de las series de sus derivadas primeras, segundas y terceras con-
vergen uniformemente en (D) hacia la solucién # del problema de
CaucHY representado por el sistema (6) y hacia sus derivadas prime-
ras, segundas y terceras, respectivamente ; o lo que es equivalente,
poniendo :

W=u0; v»=ult+ul + .. . +u n=1,2,..)
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la sucesién (v*) de soluciones correspondientes a la sucesién de pro-
blemas de CaucHY :

V112 + 0 (%1, %2). Vi = P" 71 (%1, %2)
" (Pr=o @)
S (P)=W(P) ' Pe(C)

\
v1(P) =y (P) !

(6")

[con D=1 (21, %) = — M a; v — Nb vk —cvri(n=1,2,..)
2 r=T2

ii=1,

v DO (41, x2) = 0]

converge hacia la solucién # del problema de CaucHY representado
por el sistema (6), segun la norma || ||3 del espacio E,,

Es decir, si T (n = 0, 1, 2, ...) denota la aplicacién que asigna
a cada terna ordenada (p, ¥, y) €E, X Ey X E, la solucién v"
(construida por recurrencia) del problema de CavcHY definido por el
sistema (6’), aplicacién que en virtud del Lema I es lineal y continua,
la sucesién (7™) es tal que para cada (p, ¥, y) e E, X Ey X E,, 1a
sucesién de imdgenes T™ (¢, ¥, y) = v* tiene un limite » en E,, lo
que significa que la sucesién de aplicaciones T ¢ & (E, X Ey X
X E,, E,) converge simplemente hacia T e F(E, X Ey X E,, E,)
[F(H, G) designa, como es habitual, el espacio vectorial de todas las
aplicaciones lo mismo lineales que no lineales, continuas o no conti-
nuas, del espacio vectorial topolégico H en el espacio vectorial topo-
légico G], siendo E, X Ey X E, un espacio tonelado separado (puesto
que es de Banach) y E, un espacio localmente convexo separado (por
ser normado), por lo que en virtud del teorema de Banach-Stein-
haus (*), la aplicacién T es asimismo lineal y continua, y pertenece,
por consiguiente, al espacio vectorial & (E, X Ey X E,, E,) de las
aplicaciones lineales y continuas de E, X Ey X E, en E,.

Este resultado demuestra lo afirmado en el Iema II.

3. Dependencia continua de las solucidnes de la ecuacion no homo-
génea : uiz + o (%1, %2) w122 + X a; w; + X by uy + cu = g (%1, %2),
,j=1,2 k=12

1,j=1,

(*) Véase, por ejemplo, el Chap. III, § 3, n.° 6 del Livre V de N. Bour-
baki « Espaces vectoriels topologiques » [3], o también el Chap. VI, § 5, n.o 1
de la obra de J. Garsoux « Espaces vectoriels topologiques et distributions »[4].
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respecto a los valores iniciales dados sobre (C). Demostremos final-
mente el siguiente:

TrEOREMA: «La aplicacién T: (¢, ¥, ) e E,X Exy X E, > u € E,,
que asigna a cada (¢, ¥, x) €E, X Ey X E, como imagen la fun-
cién u ¢ E,, solucién del problema de CaucHY:

w2 + 0 (X1, X2) %122 + 22%' w5 + Ezbk wy + cu =g (%1, %)
i k=1,

1,j=1,

(7)
u (P)=Y(P) ) Pe(C)
w2 (P) =y (P)

es uniformemente continua en E, X Ey X E, ».

En efecto, si u* (%1, %2) v u** (%1, x;) son dos soluciones de la
ecuacién :

uiz + 0 (%1, %2) wize + X a; wi + X zbk Uy + cu = g (%1, %2)
' k=1,

i,j=1,

correspondientes respectivamente a los sistemas de condiciones ini-

ciales :
u* (P) = ¢* (P); wi* (P) = ¥* (P); un*(P) = y* (P) }

Pe(C)
¥k (P) = g** (P); ur** (P) = W** (P); wi** (P) = 1** (P)

la funcién #* (%1, x2) —u** (x5, %), serd solucién del problema de
CaucHy :

%112 + 0 (21, %2) 1120 + 2 ;i Wij =+ 2 b, u, +cu =0 )
=12 k212

i,=1,

w (D) g* (P)— g** (P) l

w (P)=: P¥(P)— P**(P) ; Pe(C)
w2 (P) = g* (P)— 3** (P) ‘ /

y, por tanto, en virtud del I,ema II acabado de demostrar, u* — u**
€ C, serd imagen de (p* — @¥¥, W* — Wk y* _ o¥¥) ¢ E X Ey X E,,
mediante una cierta aplicacién T ¢ & (E,xEwxE,, E,), resultando
en consecuencia:

(Ve> 0) (36> 0): [[(g* — @, W* — W*F, g% — p*) || < =>||u* —u**||s <
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lo que demuestra la continuidad uniforme de la aplicacién T :
(p, ¥, ) €E, X Ey X E, >u € E, de acuerdo con lo afirmado en
el Teorema.

En definitiva, el problema en los limites que hemos considerado,
es adecuado a la ecuacién :

w112 4+ 0 (%1, %2) %122 + Ezaﬁ i + X by, w, + cu = g (%1, %2)
i B=12

ij=1,

propuesta.
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