ESTRUCTURAS LINEALES Y SU ORIENTACION

por

E. Linfs ESCARDO

1. ESTRUCTURA LINEAIL

1.1. Sea C un conjunto P(C) el conjunto de las partes de C,
D(C) el conjunto de aquellas partes de C que constan de dos elementos,
v s: D(c) - P(C) una aplicacién de D(C) en P(C).

En la aplicacién s, a cada conjunto de dos elementos de C tal
como {a, b} le corresponde una parte de C que se designa por s(a, b)
o por s(b, a).

Una aplicacion s: D(C) — P(C) define en el conjunto C una es-
tructura lineal, si se verifican las condiciones siguientes :

o) Para todo a y b de C es a, b € s(a, b).
B) Para todo ¢ € s(a, b) — {a, b} es:
s(a, ¢) U s(c, b) =s(a, b) y s(a, ¢) ns(c, b) = {c}
y) Paratodo a, by c de C, existe un s(p, q) tal que a, b, ¢ € s(p, q).

LEn esta aplicacién s se denomina segmento a, b a la imagen s(a, b)
del conjunto de dos elementos {a, b}. Los elementos a y & son los
extremos del segmento.

1.2. Sices(a, b) — {a, b} es s(a, ¢) € s(a, b) y s(c, b) c s(a, b)
en sentido estricto.

DEMOSTRACION :  En virtud de B) es s(a, ¢) € s(a, b) v ademis
b ¢ s(a, ¢) pues en caso contrario b € s(4, ¢) N s(c, b) en contra de B).
Anélogamente se demuestra la segunda relacién del enunciado.

1.3. Sean a, b, ceC, y a #b, b#c y c F#a, st aes(h, c) es
bé¢s(a, c)ycés(a, b).
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DEMOSTRACION :  En virtud de B) es s(b, ¢) = s(b, a) U s(a, ¢) y
s(b, a) N s(a, ¢) = {a}. De esta 1ltima relacién resulta b ¢ s(a, ¢)
pues en caso contrario b perteneceria a s(b, 4) N s(a, ¢). Analogamente
c¢s(a, b).

1.4, Sic, des(a, b) — {a, b} y c#d, es:
s(a, b) = s(a, ¢) U s(c, d) U s(d, b), donde
s(a, ¢) N s(c, d) = {c}, s(c, d) ns(d, b) = {d} y s(a, ¢) ns(d,0) =¢;
o es, s(a, b) = s(a, 4) U s(4, c¢) U s(c, b), donde
s(a, d) N s(d, c) = {d}, s(d, c) N s(c, b) = {c} v s(a, d) n s(c, b) = ¢.

DEMOSTRACION : Como 4 € s(a, b) = s(a, ¢) U s(c, b), o d € s(a, c)
o d € s(c, b), pero no pertenece a los dos segmentos, por ser s(a, ¢) N
s(c, b) = {¢} # {4}.

Si d e s(c, b), en virtud de ) es s(c¢, b) = s(c, d) U s(d, b) v s(c, d)
Ns(d, b) = {d}, de donde resulta s(a, b) = s(a, ¢) U s(c, d) U s(d, b).

Como s(c, d) € s(c, b) es s(a, ¢) n s(c¢, d) = {c¢}. Finalmente como
s(d@, b) c s(c, b) es s(a, ¢) n s(d, b) c s(a, ¢) N s(c, b) = {c}, pero
¢ ¢ s(d, b), pues ya se ha visto que s(c, 4) n s(d, b) = {4}, en conse-
cuencia resulta s(a, ¢) N s(d, b) = ¢.

En caso de ser 4 € s(a, ¢) se hubiera obtenido igualmente la se-
gunda parte de la proposicién.

1.5. De la proposicién anterior resulta:

Si {c, 4} c s(a, b) es s(c, d) c s(a, b). St {c, d} c s(a, b)y {c, d} F#~
{a, b} es s(c, d) © s(a, b) en sentido estricto.

1.6. La aplicacion s: D(C) - P(C) es inyectiva.

DEMOSTRACION :  Si {a, b} # {c, d} v si {, d} € s(a, b) en virtud
del resultado anterior s(c, d) € s(a, b) en sentido estricto, lo que im-
plica s(c, d) # s(a, b).

Si{a, B} #£4{c, d} v c¢s(a, b) o dés(a, b), como ¢, des(c, d) es
s(a, b) #s(c, d).

1.7. Sic,des(a, b) —{a,b} ycF#des:ces(a, d) vy des(,b),
odes(a, c)y ces(d, b).

DEMOSTRACION :  Sic e s(a, d) es d ¢ s(a, ¢), y como d ¢ s(a, b) =
s(a, ¢) U s(c, b) y d #c¢ = s(a, ¢) N s(c, b), resulta 4 € s(c, b).
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Sic ¢ s(a, d), como ¢ € s(a, b) = s(a, d) U s(d, b) y ¢ #d = s(a, d)
N s(d, b) resulta ces(d, b), de donde d ¢ s(c, b). Como d € s(a, b) =
s(a, ¢) U s(c, b) y d #cesdecs(a, c).

Como en el caso anterior se deduce que si d € s(a, ¢) es ¢ € s(d, b).

1.8. Sia, b,c.eC,oesaces(b,c)obes(a,c)oces(a,bd)
Esta es la primera proposicién cuya demostracién requiere el
postulado y).

DeMosTRACION :  En virtud de p) existe un s(p, ¢) tal que a, b. c e
s(p, 9)-

Si $ v ¢ coinciden con dos de los elementos a, b, ¢, la proposicién
queda demostrada en virtud de la misma hipétesis hecha para s(p, g).

Si p o g coincide con uno de los elementos a, b, ¢, tal como $ = a,
entonces b, c e s(a, q) y en virtud de 1.7 o b es(a, ¢) o c es(a, b) lo
que igualmente demuestra la proposicién.

Sea el caso en que ninguno de los elementos p, g, coincida con
ninguno de los elementos a, b, ¢. Como b, ¢ € s(p, ¢) = s(p, a) U s(a, q)
vy s(p, a) N s(a, g) = a, se pueden dar las cuatro posibilidades si-
guientes :

b,ces(p,a);b,ces(a,q);bes(p,a)yces(a,qg); ces(p,a)ybes(a,qg).

Las dos primeras posibilidades conducen al caso anterior y la
proporcién queda demostrada. En la tercera posibilidad

bes(p, a) y ces(a, q),

de b € s(p, a) se deduce a ¢ s(p, b), y como a € s(p, q) = s(p, b) U s (b, q)
vy a #b es aes(b, q); por otra parte, como ¢ € s(a, g) en virtud de
1.2 es c € s(b, q). En consecuencia a, ¢ € s(b, ) v como en el caso
anterior queda probada la proposicién.

Anéloga demostracién se tiene en la cuarta posibilidad.

2. ESTRUCIURA LINEAI, SUBORDINADA

2.1. Sea M c C, la aplicacién s: D(C) - P(C) subordina una
aplicacién s* : D(M) — P(M) definida de la manera siguiente :

Si {a, b} € M, es s*(a, b) = s(a, b) N M.

Esta aplicacién s* define una estructura lineal en M pues se
verifican las condiciones «), ) vy ¥) :
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o) Si{a, b} € Mesa,bes*(a, b), pues
{a, b} c s(a, b) => {a, b} N M c s(a, b)) N M => {a, b} C s*(a, b)
B) Sices*(a, b) — {a, b} de las relaciones
s(a, ¢) U s(c, b) = s(a, b) v s(a, ¢) n s(c, b) = {c},
se deduce

(s(a, c)n M) u(s(c, b)) n M)=s(a, b) n M o sea s*(a, c) U s*(c, b) = s*(a, b)
vy (s{a,¢) ns(c,b) N M = (s(a,¢c) n M) n (s(c,b) n M) ={ct N M
o sea s*(a, ¢) N s*(c, b) = {c}.

y) Sifa, b, ¢t € M c C como en virtud de 1.8 o es a € s(d, ¢),
0bes(a,c), oces(a,b), se verifica respectivamente o a2 € s(b, ¢) N M
= s*b,c) o bes(a,c) N M = s*@a,c) oces(a, b) N M = s*(a, b).

En todo caso existe un s*(p, q) que contiene {a, b, c}.

3. SEGMENTOS REDUCIDOS

3.1. Un segmento s(a, b) se denomina reducido si s(a, b) = {a, b},
es decir, si el conjunto s(a, b) tiene como dnicos elementos a y b.

3.2. Si aeC, entre todos los segmentos que tienen a por extremo,
a lo mds hay dos que son reducidos.

DEMOSTRACION : Sean s(a, b) = {a, b} y s(a, ¢) = {a, ¢} dos
segmentos reducidos, se ha de probar que si ¥ es un elemento cual-
quietade Cyx £ay x #0, es s(a, x) # {a, x} ; es decir, en virtud
de a), que existe siempre algtin elemento de C en s (a, x).

Considerados los tres elementos a, b, ¢, de la hipétesis de que s(a, b)
y s(a, ¢) son reducidos, resulta ¢ ¢ s(a, b) y b ¢ s(a, ¢), por lo cual en
virtud de 1.8 es a € s(c, b). Considerados los tres elementos a, b, x
en virtud de 1.8, se verifica una y una sola de las tres posibilidades :

xes(a, b), bes(a, x), aes(h, x);

v analogamente considerados los tres elementos a, ¢, ¥ se obtienen
las tres posibilidades :

xes(a, ¢), ces(a, x), aces(c, x).
Las dos primeras quedan excluidas por ser reducidos los segmentos
s(a, b) v s(a, c).

Las dos segundas indican que s(z, x) no es reducido conforme lo
enunciado.
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Las terceras conducen a contradicién como resulta del anilisis
siguiente. Considerados los tres elementos ¢, b, x en virtud de 1.8 se
verifica una y una sola de las tres posibilidades :

xes(b, c), bes(, x), ces(d, x);
sixes(b,c)ess(b,x) Ns(x,c) = {x} lo que contradice ae s(b,x) y acs(c,x),
sibes(c,x)ess(c, b) Ns(b, x) = {b} lo que contradice aes(c,b) y aes(b,x),
sices(b,x)ess(d, ¢) Ns(c, x) = {c} lo que contradice aes(c,b) y aes(c,x).

3.21. S¢ Ces finito, y a es un elemento cualquiera de C, entre todos
los segmentos que tienem a por extremo, hay por lo menos uno que es
reducido.

DEMOSTRACION :  Se supone que C consta de #z elementos y se
demuestra la propiedad por induccién, suponiéndola cierta para los
conjuntos de # — 1 elementos.

SiaeCycesotro elemento de C, o s(a, c) es reducido y la pro-
piedad queda demostrada, o s(4, ¢) no es reducido y existe algiin
d € s(a, c¢). El conjunto C — ¢ consta de # — 1 elementos, y en él
estd definida la aplicacién subordinada s*. En virtud del principio
de induccién, existe un s*(a, b) reducido de extremo en «, pero por
la definicién de s* existe un segmento s(a, b) en C tal que s*(a, b) =
=s(a, b) N (C —c¢) =s(a, b) —s{a, b) n {¢}. El elemento ¢ no
pertenece a s(a, b), pues en caso contrario ¢ ¢ s(a, b) =» s(a, c¢) € s(a, b)
=> d es(a, b), y como d e C — ¢, seria d € s*(a, b) por lo que s*(a, b)
no seria reducido. Como s(a, b) N {c¢} = ¢ s*(a, b) = s(a, b) y s(a, b)
es reducido.

3.3. S¢ C es finito, existe un s(p, q), con p, q € C, que contiene
todos los elementos de C, o sea, C = s(p, q).

DEMOSTRACION :  Se supone que C consta de # elementos, y se
demuestra la propiedad por induccién, suponiéndola cierto para los
conjuntos de #» — 1 elementos.

Sia, by c son tres elementos de C, en virtud de 1.8, uno de los tres
segmentos s(a, b), s(a, c), s(b, ¢) contiene al elemento restante ; sea
¢ € s(a, b). El conjunto C — ¢ consta de » — 1 elementos, y en él estd
definida la aplicacién subordinada s*. En virtud del principio de
induccién existe un s*(p, ¢q) que contiene a todos los elementos de
C — ¢ ; pero teniendo en cuenta la definicién de la aplicacién s*,
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existe un segmento s(p, g) en C tal que s*(p, q) = s(p, ¢) n (C — ¢),
de donde s*(p, q) c s(p, q). Por otra parte, como a, beC — ¢, es
a, b es*(p, q) cs(p, q), de donde s(a, b) c s(p, q) => c € s(p, g). Re-
sulta en consecuencia que C — ¢ € s(p, q) v ademds ¢ € s(p, ¢), luego

C = s(p, 9).

3.4. Si C es finito, existe dos elementos p, g € C y sélo dos, tales
que cada uno de ellos es extremo de un solo segmento reducido.

DEMOSTRACION :  En virtud de 3.3 existe un segmento s(p, g) = C.
Tanto $ como g son extremos de un solo segmento reducido. Si p fuese
extremo de los dos segmentos reducidos s(p, a) y s(p, b), como segtin
1.8 entre los tres segmentos s(p, a), s(p, b) y s(a, b) siempre hay uno
de ellos que contiene al elemento restante, éste ha de ser ¢ € s(a, b),
pues los otros son reducidos. Pero de a, b € s(p, g), se deduce s(p, a) N
s(a, b) = {a} o s(p, b) N s(b, a) = {b} lo que contradice a p €s (a, b).

Andlogamente se prueba que g es extremo de un solo segmento
reducido.

Sélo falta probar que todos los elementos de C excepto $ y ¢ son
extremos de dos segmentos reducidos. Sea c e C — {p, ¢} y s(c, d)
un segmento reducido que tiene ¢ por extremo. Suponiendo que C
tiene # elementos, y que es cierta la propiedad para los conjuntos de
n — 1 elementos, en el conjunto C — ¢ de # — 1 elementos queda
definida la aplicacién subordinada s* y en ella o 4 coincide con $ o con
g, y es extremo de un solo segmento reducido, o en caso contrario
es extremo de dos segmentos reducidos. En el primer caso, sea s*(d, ¢)
el inico segmento reducido de extremo en 4. Existe un segmento s(d, ¢)
en C tal que s*(d, ¢) = s(d, e) N (C —c¢). Si cé¢s(d, e) es s¥(d, e) =
s(d, e} v s(d, e) es reducido, y como también lo es s(d, c), se ten-
dran dos segmentos reducidos de extremo 4 que coincide con $ o g,
lo que es imposible ; por consiguiente ha de ser ces(d, e) y s*(d,e) =
s(d,e) ¢ — . En estas condiciones el segmento s(d, ¢) consta de los tres
elementos 4, ¢, ¢ y s(c, 4) y s(c, ¢) son reducidos.

En el segundo caso s*(d, ¢) y s*(d, f) son los segmentos reducidos
de extremo en d, y como $*(d, ¢) = s(d, e) N (C — ¢) y s*(d, f) = s(4, {)
N (C — ¢), si ¢ no perteneciera a ninguno de los segmentos s(d, ¢) y
s(d, ) también serian reducidos lo que es imposible pues 4 ya es
extremo del segmento reducido s(d, c¢). Si ¢ pertenece a s(d, e), este
segmento consta de los tres elementos 4, ¢, ¢ y s(c, 4) y s(c, ¢) son redu-
cidos. Razonamiento andlogo se haria si ¢ perteneciera a s(d, f).
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4. LEXTREMOS DEI CONJUNTO

4.1. Se dice que h es un extremo de C, si no existe ningin seg-

mento s(p, q) tal que h e s(p, q) — b, q}.
El conjunto C no puede tener mds de dos extremos.

DEMOSTRACION : Si 2 y k son extremos de C, cualquier otro
elemento a ¢ C no es extremo, pues considerados los tres elementos
a, h, k€ C se puede presentar una y una sola de las tres posibilidades

aes(h, k), hes(a, k), kes(a, h).

TLas dos tltimas quedan excluidas por ser 4 y R extremos, vy la
primera expresa que & no es extremo.

Si el conjunto C tiene dos extremos h y k, todo elemento a ¢ C per-
tenece a s(h, k), o sea C = s(h, k), y reciprocamente.

DEMOSTRACION : El razonamiento anterior muestra que si
a ¢ s(h, k) ha de ser & es(a, k) ok € s(a, k) lo que contradice la condi-
ci6n de extremo de 4 y k.

Si C = s(h, k) y h no fuera extremo, existiria un s(p, ¢) 3 4, como
p, q € C seria s(p, (bC s(h, k). De he s(p,q) =>p ¢ s(h, g) => p €s(q, k),
pues s(h, g) U s(g, k) = s(h, k) = C.Sip es(q, k) esh e s(p, q) € s(q, ),
que es imposible, pues s(%, g) 0 s(g, k) = {g}.

De 3.3 se deduce que fodo conjunto finito tiene dos extremos.

5. SEMIRRECTAS
5.1. En el conjunto de los segmentos s(¢, x), uno de cuyos ex-
tremos es ¢ € C, se define una relacién que se indica por s(c, x) ~ s(c, x’) :

Los segmentos s(c, x) v s(c, ') estdn en la relacion s(c, x) ~ s(c, x) sz
vy solo st

s(c, x) 2 s(c, ') o s(c, x) € s(c, x).
Cuando x # #’, estas dos condiciones son equivalentes a la con-
dicién tnica
cés(x, x),

pues de 1.8 resulta o x € s(c, ') 0 &’ € s(c, x), y de 1.2 se deduce s(c, x) €
s(c, x') o s(c, x') € s(c, x), respectivamente.

La relacion s(c, x) ~ s(c, x') es de equivalencia.
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DEMOSTRACION : Hvidentemente se verifican las propiedades
reciproca y simétrica. La propiedad transitiva es :

s(c, )y~ s(c, x") v s(c, ")~ s(c, ') => s(c, x)~s(c, x'')

Six=2%" 0% = 4" ox=x"la propiedad es inmediata. Cuando
no se presenta ninguna de estas igualdades se puede expresar la
propiedad transitiva de la siguiente forma:

ceéEs(x, ') yeé¢s(x', ') =>cé¢s(x, x)

Considerados los tres elementos x x’ x”', de c ¢ s(x, x') y ¢ ¢ s(«', x"")
resulta :

si %" € s(x, &"') => s(x, x') U s(x, ') = s(x, ') => c ¢ s(x, x''),
sixes(x’ &) => s(x, x) € s(x, x”') => c ¢s(x, x')
si 2" es(x, ') => s(x, ') Ns(x, ') => c ¢ s(x, x”').

52. Sices(p, q) — P, gb, los segmentos s(c, p) v s(c, q) no son
equivalentes, pues en virtud de g), s(c, $) N s(c, g) = {c}, luego p ¢ s(c,q9)
vy q ¢s(c, p), v ni el segmento s(c, g) contiene al s(c, $), ni inversa-
mente.

Si los segmentos s(c, p) y s(c, q) no son equivalentes, ¢ € s(p, g) — P, ¢}

Considerados los tres elementos ¢, $, g, se presenta una de las tres
posibilidades p € s(c, g) o g € s(c, p) o c € s(p, g). Sip e s(c, g) =>s(c, g) D
s(c, p) => s(c, p)~s(c, 9), si g € s(c, p) => 5(c, p) 25(c, ) => 5(¢, ) ~
s(c, g). I'inalmente es ¢ € s(p, g) y como ¢ £ y ¢ # g queda probada
la proposicién

5.21. Si ¢ no es extremo de C la relacién de equivalencia definida
en el conjunto de segmentos de extremo c, determina dos clases de equi-
valencia.

DEMOSTRACION :  Sices(p, g) — {p, g} los segmentos s(c, p) y s(c, 9)
pertenecen a distinta clase de equivalencia. Por otra parte un segmento
cualquiera s(c, #) es equivalente a uno de los anteriores. Considera-
dos los tres elementos 9, ¢, 7, se verifican una de las tres relaciones :
s(p,q) U s(g,7) = s(p,7),s(p,7) U s(r,q) = s(p, ) ys(r,p) U s(p,q) =
s(r, q), donde las intersecciones de los segmentos de los primeros
miembros son g, ¥ v $, respectivamente.
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Si s(c, 7) no es equivalente a s(c, $), es ¢ € s(#, p) y como ¢ € s(p, q),
resultaria s(z, ) N s(p, q) # {$}, lo que contradice la dltima de
las relaciones anteriores, por lo que s6lo pueden presentarse las dos
primeras. Si se verifica la primera, como ¢ € s(p, 7) ¥ ¢ € s(p, q), siendo
s(p, q)Ns(q, 7) = {g}, resulta c ¢s(g, 7) =» s(c, gq) ~s(c, 7). Si se
verifica la segunda, por un motivo analogo resulta c ¢ s(7, g) =» s(c, q)
~ s(c, 7).

Queda, pues, probado que si s(c, #) no es equivalente a s(c, 9)
es s(c, 7) ~ s(c, q).

Anélogamente, si s(c, 7) no es equivalente a s(c, q), es s(c, 7) ~ (¢, ).

5.22. Si c es extremo de C, la relacion de equivalencia definida
en el conjunto de segmentos de extremo c, determina una sola clase,
pues cualesquiera que sean %, ¥’ € C como ¢ ¢ s(x, x') por ser ¢ extremo,
resulta s(c, %) ~ s(c, x').

5.3. Si ¢ no es extremo del conjunto C, una semirrecta de extremo
c €C es el conjunto rveunion de todos los segmentos de extremo c que
pertenecen a una misma clase de equivalencia 4.1.

Una semirrecta de extremo ¢ se indica por (¢, x).

5.31. Un elemento ¢ no extremo de C, es extremo de dos semirrectas,
pues segtin 5.21 son dos las clases de equivalencia definida entre los
segmentos de extremo c.

De la misma demostracién de la proporcién 5.21 se deduce:

Si ¢ no es extremo de C, y (c, %) y (¢, %) son las dos semirrectas de
extremo ¢, un elemento cualquiera g € C (g # c), pertenece a una y una
sola de dichas semirrectas, es decir (¢, x) U (¢, ") =Cy (¢, x) n (c,x") = {c}.

5.32. Si ¢ es extremo de C, el conjunto reunion de todos los seg-
mentos de extremo ¢, que pertenecen a una misma clase de equivalencia,
es el conjunto C, pues en virtud de 4.22 hay una sola clase de equiva-
lencia entre los segmentos de extremo c.

54. St d # a, a no extremo de C, y d € (a, x), es s(a, d) C(a, %), y
s(a, d) pertenece a una de las clases de equivalencia que define (a, x).

DEMOSTRACION : Como d e (@, %), en virtud de la definicién de
semirrecta, existe un segmento de extremo a tal como s(a, b) que
contiene a d, y tal que s(a, b) pertenece a la clase de equivalencia que
define (a, x). Como d € s(a, b) => s(a, d) € s(a, b) => s(a, d) ~ s(a, b)
=> s(a, d) € (a, x).

7 — Collectanca Mathematica
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5.41. Sia #0b, aybno extremos de C, y (a, x) y(b, x), son dos
semirrectas de extremos a y b, respectivamente, se presenta una y una
sola de las cuatro posibilidades :

(@, ) 0 (b, %) = ¢,
(a, %) n (b, %) = s(a, b),

(a, x) n (b, x) = (b, %) o (a, x) D (b, %)

(a, ) n (b, x) = (a, x) o (b, x) D (a, %),

que corresponden a [0S cuatro casos :
ad (b, x)y b¢(a, %),
ae(b, %)y be(a, x),
adé (b, x)y bela, x)
y ac(b, x)y bé(a, x).

DEMOSTRACION :  Primer caso: a¢ (b, x) y b€ (a, x).

Sea un d cualquiera tal que d ¢ (a, x) y 4 # a, como s(a, d) C (a. x)
v bé¢(a,x) => b¢s(a,d) =» s(b,a)~s(b,d), y como a¢ (b x) =>
d ¢ (b, x). Luego todo elemento d € (a, x) es d ¢ (b, x). Andlogamente
se prueba que un 4 cualquiera tal que d e (b, x) es d ¢ (a, x). De estas
dos conclusiones resulta (a, x) N (b, x) = ¢.

Segundo caso: a e (b, x) y be(a, x).

Sea un d cualquiera tal que de€s(a,b), como s(a, d) C s(a, b)
=»> s(a, d) ~ s(a, b) y be(a, x) => d € (a, x). Andlogamente como
s(b, d) c s(a, b) => s(b, d) ~ s(a, b) y a € (b, x) = d € (a, x). Luego todo
elemento d ¢ s(a, b) pertenece a (a, x) N (b, x).

Sea un d cualquiera tal que 4 ¢ s(a, b), por lo que es a e s(d, b)
o bes(a, d).

Si a e s(d, b) =» s(a, b) no equivalente a s(a,d) v como b ¢ (a, %),
a¢(a, x).

Si bes(a, d) => s(b, a) no equivalente a s(b, d), y como a € (b, x),
d ¢ (b, x).

Luego todo elemento d ¢ s(a, b), o d € (a, x) o d ¢ (b, x) y en todo
caso 4 ¢ (a, x) N (b, x).

Tercer caso: a¢ (b, x) y be(a, x).
Sea un d cualquiera tal que d € (b, x), como s(d, b)c (b, x) =>
a ¢ s(d, b), por lo que o d es(a, b) o b es(a, d).
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Si d e s(a, b) => s(b, d) € s(a, b) => s(b, d) ~s(a, b), y como
de(b,x) =>ac(b x), lo que contradice la hipétesis. Por consi-
guiente, es b ¢ s(a, d) =» s(a, b)c s(a, d) =» s(a, b) ~ s(a, d), y como
be(a, x) =>d e (a, x). Luego, todo d € (b, x) es también d ¢ (a, x),
o sea (a, x) N (b, x) = (b, x).

Cuarto caso: ae(b, x)y bé¢(a, x).

Sea un 4 cualquiera tal que 4 € (a, x), como s(a, d)C(a, x) =>
b ¢ s(a, d), por lo que o d € s(a, b) o a € s(b, d).

Sid e s(a, b) => s(a, d)c s(a, b) => s(a, d)~ s(a, b), y como d € (a, x)
=» b e (a, ¥) lo que contradice la hipdtesis. Por consiguiente, es a ¢
s(b, d) => s(a, b) € s(b, d) => s(a, b) ~s(b, d), y como ac (b, x) =»
d € (b, x) Luego, todo d ¢ (a, x) es también d € (b, x), o sea (a, x) N (b, x)
= (a, x).

5.42. De la propiedad anterior se deduce :

Si a #b, ay b no extremos de Cy (a, x) D (b, x) es:

(a, x) = s(a, b) U (b, x) vy {b} = s(a, b) n (b, x).

Si (b, x') es la otra semirrecta que tiene por extremo b, de 4.31

se tiene
(b, x) U (b, ) =C y (b, x) n (b, ') = {8},

de donde
(6, %) U (b, )] N (a, x) = (a, %) ¥y [(b, x) N (b, 2")] N (a, x) = {B}.

Como (b, %) € (a, %), esa¢ (b, x) y b € (a, x), segiin el tercer caso
4.41 y ademiés (b, x) N (4, x) = (b, x) ; y como b e (a, x) y ac (b, x')
resulta (a, x) N (b, ") = s(a, b) por el segundo caso de 5.41. Teniendo
en cuenta estas relaciones de las igualdades anteriores se llega a las
del enunciado.

5.43. St a #£b, a no extremo de Cy b extremo de C y b e (a, %),
es (a, x) = s(a, b).

DEMOSTRACION : Si be(a, x) es s(a, b) € (a, x). Si ce(a, x)
es igualmente s(a, ¢) C (a, x), ademés b 7 s(a, ¢) por ser b extremo,
y como a ¢ s(b, ¢), resulta ¢ € s(a, b), luego (a, x) = s(a, b).

6. SEMIRRECTAS EQUIVALENTES

6.1. En el conjunto de todas las semirrectas cuyos extremos son
elementos cualesquiera, no extremos, de C se define la siguiente
relacidn :
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Dos semirrectas (a, x) y (b, x) estdn en la relacion (a, x) ~ (b, %),
st y sélo st

(a, x) D (b, x) 0 (a, x) C (b, %x).
6.11. Esta relacion es de equivalencia.

DEMOSTRACION : Evidentemente se verifican las propiedades
reciproca y simétrica.
La propiedad transitiva es:

(@, ) ~ (b, x) ¥ (b, %)~ (c, x) => (a, x) ~ (c, %).

Sia=05o0b=coc=ala propiedad es evidente y consecuencia
de que si dos semirrectas son equivalentes y tienen el mismo extremo
coinciden.

Se supone que los tres elementos a, b y ¢ son distintos.

Si(a, x) 2 (b, x) ¥ (b, x) D (¢, x) => (a, %) D (c, x) => (a, x)~(c, x).
Si(a, x) € (b, x) ¥ (b, x) € (¢, %) => (a, x) C (¢, x) => (a, x)~ (c, %).

Si(a, x) 2 (b, %) ¥ (b, x) € (¢, x), en virtud de 5.41 equivalen a
ag(b,x),be(a, x)ycé(b x),be(c, x) respectivamente. Considerados
los tres elementos a, b, ¢, se puede presentar una de las tres posibili-
dades :

bes(c, a), ces(a, b) vy aces(d, c).

Se ha de excluir la primera, pues b € s(c, @) =» s(c, b) no equi-
valente a s(b, a), y como a¢ (b, ) =» ¢ € (4, x), lo que contradice
la hipétesis.

La segunda c € s(a, b) => s(a, b) D s(a, ¢) => s(a, b)~s(a,c), ¥y
como b€ (a, x) => c e (a, %), y de la misma ¢ ¢ s(a, b) => s(c, a) no
equivalente a s(c, b), y como b € (¢, x) => a ¢ (c, x).

De estas dos conclusiones resulta 5.41, (a, x) 2(c, x) => (a, x) ~
(c, x).

La tercera a e s(b, c) =»> s(c, b) D s(c, a) => s(c, b) ~s(c, a), ¥
como be(c, x) =>ace(c, x), vy de la misma a € s(b, ¢) => s(a, b) no
equivalente a s(a, ¢), y como b € (a, x) => ¢ ¢ (a, x).

De estas dos conclusiones resulta 5.41, (¢, x) D(a, x) => (a, x)~
(c, %x).

Si (a, x) € (b, %) ¥ (b, x) D (c, %), designando por (a, x'), (b, x')
y (¢, #') las otras semirrectas que tienen por extremos a, b y ¢, es
(a, ') 2 (b, ") v (b, x") € (c, x"), vy por lo demostrado en el caso
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anterior (a, x') € (¢, ') o (a, ') D (¢, %’), de donde resulta (a, x) D
(¢, #) o (a, x) € (c, x) respectivamente, y en todo caso (a, x) ~ (c, %).

6.2. Sia#£b,yaybmnoextremos de C, (a, x) ~ (b, x), st y sélo si
existe un elemento d que pertenece a las dos semirrectas (a, x) y (b, x),
y no pertenece al segmento s(a, b).

DEMOSTRACION :  Por hipétesis 4 € (2, x) n (b, x), luego queda
excluido el primer caso de 5.41; como también d ¢ s(a, b), y en el
segundo caso 5.41, (a, x) N (b, x) = s(a, b), queda excluido tal caso.
En consecuencia, los tinicos casos posibles son el tercero y cuarto
por lo que (a, x)~ (b, x).

Reciprocamente, si (b, x) C (a, x) segin 4.42 es (a, x) = s(a, b) U
(b, %), y de(b, x) => d e(a, x). Ademas si d # b es d ¢ s(a, b), pues,
s(a, b) n (b, x) = {b}.

6.21. St existe un elemento d comun a las dos semirrectas (a, x)
v (b, x), no perteneciente al segmento s(a, b), todo elemento comun a las
semirrectas distinto de a 'y b, no pertenece al segmento s(a, b), pues segin
5.41 la interseccién de las dos semirrectas es una de ellas.

6.22. Sia="by no extremo de C, (a, x) ~ (b, x) si y sélo si existe
un elemento d que pertenece a las dos semirrectas, ya que el elemento
a = b determina dos semirrectas 5.31, y todo elemento de C pertenece
a una y una sola semirrecta.

6.3. Siavy b no son extremos de C, toda semirrecta (b, x) es equi-
valente a una y a una sola de las dos semirrectas (a, x) y (a, x').

DEMOSTRACION : Segtin 5.41, consideradas las dos semirrectas
(a, x) v (b, x) se puede presentar uno y uno sélo de los cuatro casos
siguientes :

a¢ (b, %)y b (a x)=>a¢(d x)y be(a &) =>(a &) 2 (b %)
ae(b, x)ybe(a x)=-ac( )y b¢(a «)=> (5, %) 2 (a )
ag b %)y be(a, x)=>(a, x) 2 (b, )
ae(d x) v bé(a x)=>(b %) o (a %)

En los dos primeros casos es (@, ') ~ (b, x), y en los dos dltimos
(a, x) ~ (b, x).
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7. EXTENSION DE UNA ESTRUCTURA LINEAL

7.1. Sea una aplicacién s : D(C) - P(C) que define una estructura
lineal en el conjunto C, y sea N o C un conjunto en el queesta defi-
nida una estructura lineal por la aplicacién s': D(IN) — P(N); se
dice que s’ es una extension a N de la estructura lineal s definida en C,
st s es la aplicacion subordinada por s’ en C.

Si el conjunto N resulta de la reunién del conjunto C con un con-
junto de un solo elemento {c}, donde ¢ # C, se dice que la extensién
es puntual.

7.2. Sea s una estructura lineal definida en un conjunto C y s(a, b)
un segmento reducido de la wmisma, existe una extension puntual s’
definida en N = C U {c}, c ¢ C, en la que los segmentos s'(a, c) y s'(c, b)
son reducidos.

DEMOSTRACION :  Si $ y g son dos elementos cualesquiera de C,
pueden presentarse los dos casos siguientes:

s(p, q) 2 s(a, b) y s(p, q) zp s(a, b)

que se excluyen.
Como s(a, b) es reducido, si s(p, ¢) D s(a, b) puede darse una y
una sola de las tres posibilidades :

s(a, b) 0 s(p, q) = ¢, s(a, b) N s(p, 9) = (@} v s(a, b) N s(p, 9) = B}

Una extension puntual s’ que verifica las condiciones enunciadas
es la definida de la manera siguiente :
$p y g son dos elementos cualesquiera de C,

1) s'(p, ) =s(p, q) U {c} sis(p, q) 2 s(a, b)

2) s'(p, 9 =s(p, q) sis(p, q) b s(a, b)

3) s'(p,c)==s(p,a) U {ct sipgC — {a, b} ybés(p, a)
4) s'(p,c)=s(p,b) U {ct sipe¢gC — {a, b} yad¢s(p,b)
5) s'(a, ¢) = {a, ¢}

6) s'(c, b) = {c, b}

La aplicacién s’ verifica las tres condiciones «), f) y p) exigidas
en la definicién de estructura lineal.
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Ia verificacién de «) es evidente.

Verificacién de la condicién g) :

En 1), sea 7 ¢ s'(p, q), si ¥ = ¢, la misma definicién de s'(p, q)
indica que se cumple f); si v £ c => 7 ¢ s(p, g) => s(p, q) = s(p, 7)
Us(r, 9) v s, 7) 0 s(r, g) = 0}, pero s(a, b) = s(p, g) N s(a, b)
= (s(p, ) N s(a, B)) U (s(r, 9) N s(a, B) ¥ sis(p, ) N s(a,b) £y
s(, g) N s(a, b) 5~ ¢, a y b pertenecen uno a cada uno de los s(p, 7)
v s(¥, g) por lo que b¢s(a,7) lo que contradice a la hipétesis de ser
s(a, b) reducido ; en consecuencia, o s(a, b) € s(p, 7), o s(a, b) c s(, q).
En el primer caso s'(p, ) = s(p, 7) U {c} v s'(*, ¢) = s(7, q), y como
s'(p, q) = s(p, q) U {c} resulta s'(p, q) = s'(p, ¥) U s'(7, q) y ademds
es evidente que s'(p, #) N §'(7, g) = {#}. Demostracién andloga se
hace en el segundo caso.

En 2), sea 7 € s'(p, q), como s'(p, q) = s(p, q) =b s(a, b) => s(p, 7)
P s(a, b) => s'(p, ) = s(p,7) v 5(r, 9) b s(a, b) => 5'(7, q) = s(r, 9),
luego s'(p, q) = s'(p, #) U s'(7, g) y ademas s'(p, 7) n s'(», q) = {7}.

En 3), sea 7 e s'(p, ¢) = s(p, a) U {c}, como 7 £ ¢ es 7 € S(p, a) =>
s(p, a) = s(p, 7) U s(r, a) v s(p, 7) N s(r, a) = {r}, luego s'(p, ¢) =
s(p, 7) U s(r, a) U {c} y como s(p, 7) Db s(a, b) es s(p, 7) =s'(p, 7), ¥
ademds s'(r, ¢) = s(r, a) U {c}, pues b ¢ s(r, a), resulta finalmente
s'(p, ¢) = s'(p, ¥) U s'(7, ¢) v es evidente que s'(p, 7) N §'(r, ¢) = {}.

En 4) el razonamiento es el mismo que en 3).

En 5) v 6) la condicién B) no tiene sentido.

Verificacién de la condicién y):

Sid, ey f son tres elementos cualesquiera de N = C U {¢}, existe
siempre un s(p, q), tal que a, b, 4, ¢, | € s(p, q), como s(a, b) € s(p, q)
es s'(p, 9) D s(p, g), lo que demuestra lo propuesto.

Para demostrar que la aplicacién s’ es una extensién s, basta
hallar s'(p, ¢) N C ; en los casos 1) v 2) es s(p, gq) y en los casos res-
tantes no se requiere comprobacién pues ¢ ¢ C.

7.3. Sea s una estructura lineal definida en el conjunto C, y a un
elemento cualquiera de C, existen dos extensiones puntuales s’ definidas
en N = C U {c}, c¢C, enlas que s'(a, c) es un segmento reducido.

7.31. Sia no es extremo de C, determina dos semirrectas (a, x)
v (@, #'). Una extensién puntual de s es la estructura lineal s’ definida
en N = C U {c}, donde c ¢ C, de la manera siguiente ;
$p v g son dos elementos cualesquiera de C,

) s’ q) =s(p, q) siaés(p g
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) s’ q) =s(p, ) U {} siaes(p g)— P @
3) S, 9)=s(p, q) sta=qypela %)
) S, Q) =3, P u g sia=gqype(a ¥)

5) S'(p, ¢) =s(p, a) U {c} sipe(a, x)— {a}

6) s'(p, c)=(s(p, a) U {c}) — (@ sipec(a »')— {a

7) s'(a, ¢) = {a, ¢}

De la misma definicién resulta que la aplicacién subordinada
por s’ en C es la dada s.

Otra extension puntual s’ de la s, en la que s'(a, ¢) es un segmento
reducido se obtiene cambiando x por %" y &’ por x en los apartados

3), 4), 5) y 6) de la definicién anterior.
En ambas extensiones es s'(a, ¢) = {4, ¢}, un segmento reducido.

7.32. Siaesextremo de C, una extensiéon puntualen N = C u {c}
es la definida de la manera siguiente :

1) s'(p, q9) =s(p, q) sip v g son cualesquiera de C

2) s'(p,c)==s(p, a)u {c¢ sipFa

3) s'(a, ¢) = {a, ¢}
y otra extensién puntual es la siguiente :

1) s'(p, ) =s(p, q) sipFaygqgFa

2) s'(p, a) =s(p, a) U {c}

3) s'(p,c)=(s(p, a) U {c}) —a

4) s'(a, ¢) = {a, c}

En ambas extensiones es s'(a, ¢) = {4, ¢} un segmento reducido.
Se comprueba que las estructuras s’ definidas en 6.31 y 6.32 verifican

las condiciones a), 8) y ») que definen una estructura lineal, de manera
anéloga a como se ha hecho en 6.2.

7.4. Sea s una estructura lineal definida en un conjunto C, existen
dos extensiones puniuales s’ definidas en N = C U {c}, c ¢ C, en las que
c es extremo de N.

DEMOSTRACION :  Sea a € C y no extremo, una extensién puntual
s"en N = C U {c} es la definida de la manera siguiente :

1) s'(p, 9) =s(p, q) sip y g son cualesquiera de C
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2) s'(a, ¢) = (a, x) U {¢} do nde (a, x)es una de las dos semi-
rrectas determinadas por el punto a.

3) s'(p, ¢) = (p, %) U {c} "Sip es un elemento cualquiera de C
no extremo y (p, x) es la semirrecta de extremo
equivalente a la (a, x).

4) s'(e, ¢) = {e, ¢} siees el extremo de C (cuando existe) con-
tenido en (a, x).

5) s'(¢/, ¢) =N sie esel extremo de C (cuando existe) no con-
tenido en (a, x)

De la misma definicién resulta que la aplicacién subordinada
por s" en C es la dada s.

La aplicacién s’ verifica las tres condiciones a), B) y y) exigidas
en la definicién de estructura lineal.

La verificacién de a) es evidente.

Verificacién de la condicién §) :

En l)seares'(p,q) o7 es(p, q), como s'(p,7) =s(p,7) v s'(r,q) =
s(7, ¢) Tesulta s'(p, q) = (g, NUS(r, ) v (B, NN S(r, 9) = .

En 2) sea 7 € s'(a, ¢), como 7 £ ¢, es 7 € (a, ). Si ¥ no es extremo
de C sea (7, x) la semirrecta equivalente a la (a, x), de donde resulta
(a, ) D (7, x). Segtin 5.42 es (a, x) = s(a, ) U (7, x) y de s’ (a, ¢) =
(@, x) U {c} resultas’(a,c) = s(a,7) U ((r,x) U {c}) = s'(a, 7) U s'(7,c).
De {r} = s(a, 7) n (7, x) se deduce inmediatamente {#r} = s'(a, #) N
s'(», c).

Si 7 es extremo de C, como 7 € (@, %) es (4, x) = s(a, 7). Segin 1)
es s'(a, 7) = s(a, ) y segtin 4) s'(7, ¢) = {r, ¢}, de donde s'(a, 7) U s'(7, ¢)
=s'(a, ¢) y s'(a, 7) ns'(r, c) = {r}.

En 3) sea 7 € s'(p, ¢), como 7 #c, es v e (P, x) => (rx) ~ (P, x)
~ (a, %) y el razonamiento continua como en el caso anterior.

En 4) la condicién B) no tiene sentido.

En 5) sea 7 e€s'(¢', ¢) = N. Si 7 no es extremo de C sean (7, x) y
(7, ') las semirrectas determinadas por 7 en C, y (7, x) la equivalente
a(a, x). Como (r,x) U (r, ) =Cy(r, x) 0 (r, x')={r} ess'(¢',c) =
({c} U (r, x)) U (r, ') v segin 3) y 1) resulta finalmente s'(¢’, c)
s'(r, ¢) U s'(7, ¢'). Es evidente s'(r, ¢) n s'(z, ¢') = {r}.

Sir=¢, como N =C U {c¢} =s(e, ¢) U {e, ¢} resulta s'(¢/, ¢) =
s'(e, ') U S'(e, ¢) v evidentemente s'(e, ¢') N s'(e, ¢) = {e}.

7.41. Si en la construccién de la aplicacién s’ en lugar de consi-
derar la semirrecta (@, ¥) se hubiera tomado otra equivalente (b, %),
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el resultado hubiera sido el mismo en virtud de la propiedad transitiva
de la equivalencia de rectas.

7.42. Considerando la otra semirrecta (a, ") en la construccién
de la aplicacién s’ se hubiera obtenido una segunda extensién puntual
conforme a lo enunciado.

7.5. St s es una estructura lineal definida en un conjunto C, existen
dos extensiones s’ definidas en N=C U {¢, d}, c¢C y d¢C, en la
que ¢ y d son extremos de N.

DEMOSTRACION :  En virtud de la proposicién anterior se puede
definir una estructura lineal s, en el conjunto Ny = C U {c} en la que
¢ es extremo; y aplicando de nuevo la proposicién anterior se puede
definir una estructura s’ en el conjunto N = N; U {d} en la que dsea
extremo, conservandose el extremo ¢, por las siguientes condiciones:

1) s'(p, 9) = si(p, q) sip y q son elementos cualesquiera de NV,.

2) s'(a, d) = (a, ') U {d} donde a no es extremo de C y (a, x')
es la semirrecta de extremo a no considerada en
la extensién anterior.

3) s'(p,d) = (p, x") U {d} sip esun elemento cualquieradep e C,
v (p, #') es la semirrecta de extremo $ equivalente
a la (a, x').

4) s'(e, d) = {e, d} si e, es el extremo de N, (cuwando existe)
contenido en (2 x')

5) s'(c, d) = N

Se observa que en N, el elemento ¢ continua siendo extremo, pues
si existiese un s'(p, q) tal que c e s'(p, q) — (P, ¢}, donde p, g€ C U {d},
0 P, ge C y entonces s'(p, q) = sy(p, q) 2¢c, og=d (op=4d) y
serfa s'(p, q) = s'(p, d) = (p, ') U {4} de donde c € (p, ). lo que
contradice a la condicién 3).

8. SEGMENTOS ORIENTADOS

8.1. El segmento ovientado [a, b] es {s(a, b), (a, b)} donde (a, b) es
el par ordenado en el que a es el primer elemento y b el segundo.

El elemento a es el primer extremo u origen del segmento orientado,
y b el segundo extremo,
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8.2. Dos segmentos orientados [a, b] y [c, d] tienen el mismo sen-
tido, si se verifica una al menos de las tres condiciones :

s(a, ¢) N s(b, d) = ¢ o un solo elemento
s(a, d) 2 s(b, ¢)
s(a, d) c s(b, c).

Se indicard que los segmentos orientados [a, b] v [c, 4] tienen el
mismo sentido escribiendo [a, b] ~ [¢, 4].

Cuando no se verifica ninguna de las condiciones anteriores los
segmentos orientados [a, b] y [¢, d] tienen distinto sentido.

8.21. La definicién anterior es aplicable al caso de que los dos
segmentos orientados tengan coincidentes algunos de sus extremos.
Los dos segmentos orientados [4, ] y [¢, 4], con algin extremo coin-
cidente, tienen el mismo sentido en los casos siguientes:

Sia=c, [a, b]~]a, d] si s(a, d) D s(a, c) o s(a, d) c s(c, a)
b=4d, [a, b]~[c, b] si s(a, b) D s(b, ¢) o s(a, b) € s(b, c).
a=4d, [a, b]~][c, a] si s(a, ¢) N s(b, a) =¢ o un punto
b=c, [a, b]~1[b, d] si s(a, b) N s(b, d) =¢ o un punto
a=cyb=d,[a,b]~a,b] puess(a, b) D s(a, b)ys(a, b) c sa,bd)

En todos los demdés casos los segmentos orientados con algtn
extremo comtn, tienen distinto sentido.

8.3. Sea §{(C) el conjunto de todos los segmentos orientados de-
finidos en C, tales que ninguno de sus origenes es un extremo de C, v
R (C) el conjunto de todas las semirrectas definidas en C; y sea
S{(C) - R (C) una aplicacién definida de la manera siguiente: a cada
[a, b] € S{(C) le corresponde la semirrecta que tiene el extremo en a vy
que contiene a b. Esta semirrecta se designa por (a, b, ).

8.31. Sila,b),[c,d] €Si(C)y [a, b] ~]c, d], es (a, b, x) ~ (c, 4, x).

Primercaso : s(a, ¢) n s(b, d) = ¢ o un elemento.

De la hipétesis se deduce a £ b, ¢ #d, a % ¢y b #d. Los tinicos
casos de coincidencia de elementos, no excluidos inicialmente; son
b=cya=4d.

Sib=cess(a c)nsb, d) =b=>a¢sd, d) vy d¢s(a,b), luego
bes(a, d) =» s(a, by ~s(a, d) =>d e(a, b, x) y como de(c, d, x) ¥
d ¢ s(a, c), es 6.2, (a, b, x)~ (c, 4, x).
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Sia=dess(a c)ns(b, d) =d =>c¢s, d) v b¢d(c, d), luego
d € s(c, b) =» s(c, d) ~s(c, b) => be(c, d, x) y como be(a, b, x)y
bé¢s (a, c)es 6.2, (c, d, x) ~(a, b, x).

Si no hay ninguna coincidencia entre los elementos a, b, ¢ y 4,
dé¢s(a, c)y delc d, x) y también 4 € (a, b, x), pues s(a, b) ~ s(a, d)
por ser a ¢ s(b, d), luego (a, b, x) ~ (c, 4, x).

Segundo caso : s(a, d) D s(b, c).

De la hipétesis se deduce a #£ b, ¢ #d, a #+d v b # c. Los tinicos
casos de coincidencia de elementos, no excluidos inicialmente, son
a=cyb=d.

Sia=c¢, de s(a, d) D s(a, b) =» s(a, d) ~s(a, b) => d € (a, b, %)
y como‘d € (¢, 4, x), segun 6.21 es (a, b, x) ~ (¢, 4, x).

Sib=d, comode(a, b, x)ydelc, d, x)y en virtud de la hipé-
tesis ¢ € s(a, 4), de donde 4 ¢ s(a, c), resulta de 6.2 (a, b, x) ~ (c, 4, x).

Si no hay ninguna coincidencia entre los elementos a, b, ¢ y 4,
s(a, d) D s(b, ¢) =>ce s(a, d) => s(a,d) Ds(a, c) y d¢ s(a, c), v
seglin 6.2 (a, b, x) ~ (c, d, x).

Tercer caso: s(a, d) c s(b, c).

De la hipétesis se deduce @ #0b, ¢ #~d, a #d v b # ¢. Los tnicos
casos de coincidencia no excluidos inicialmente son a =c y b=d.

Si a=c¢, de s(a, b) D s(a, d) => s(a, b) ~s(a, d) => d e (a, b, x)
y como 4 € (¢, 4, ¥), segtin 6.21 es (a, x, b) ~ (¢, 4, x).

Sib=d, comode(a, b x)yde(cd, x)y en virtud de la hipé-
tesis a € s(c, d) y d ¢ s(a, ¢), resulta de 6.2 (a, b, x) ~ (c, 4, x).

Si no hay ninguna coincidencia entre los elementos a, b, ¢ y
d, s(a, d) c s(b, ¢) =>aes(b, ¢) =>s(b, c) Ds(c, a)y bé¢s(c, a), y
segtn 6.2 (a, b, x) ~ (c, 4, x).

8.32. St son equivalentes las dos semirrectas (a, x) y (¢, x) y by d
son dos elementos cualesquiera, respectivamente de (a, x) y (b, %), es
[a, b]~[c, 4.

Sia = ¢, entonces los elementos b y d pertenecen a la misma semi-
rrecta por lo que s(a, b) ~ s(a, d) => [a, b] ~ [c, 4].

Sia #cy(a, x) D(c, x),segin 5.41, a e (¢, x) y como 4 € (c, x) C
(@, x), en virtud de 6.21 es d ¢ s(a, c), por lo que c € s(a, d), y en con-
secuencia s(a, ¢) c s(a, 4).

Cuando b es(a, d), si b #c es s(b, ¢) € s(a, d) => [a, b] ~ [c, 4],
y si b =ces s(a, ¢) n s, d) = {b} =>[a, b]~][c, 4].

Cuando b ¢ s(a, d), como b, d € (a, x) => s(a, b)~s(a, d) =>
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a ¢ s(b,d) y en consecuencia 4 ¢ s(a, b), de donde s(a, d) ns(d, b) = {4}
y como s(a, ¢) € s(a, d) resulta s(a, ¢) n s(d, b) = ¢ =»> [a, b] ~[c, d].
Conclusiones andlogas resultan cuando (4, x) c (¢, x).

8.4. Sea Cun conjunto en el que se ha definido una estructura lineal
s, v sea S(C) el conjunto de todos los segmentos orientados en C, la re-
lacion [a, b] ~ [c, d] definida en S.C) que expresa que los dos segmentos
tienen el mismo sentido es una relacion de equivalencia.

DEMOSTRACION : Sea s’ la estructura lineal definida 7.5 en
N =C u {p, ¢}, extensién de la s, y en la que p y ¢ son extremos de
N. Sea S,(N) el conjunto de todos los segmentos orientados de N tales
que el origen y el extremo de cada uno de ellos es distinto de p y degq.
S(C) = S,(N), pues sia, beC es p, qgés'(a, b) en virtud de la defini-
cién de extremos del conjunto N.

Segin 7.4 si a, b eC es s'(a, b) = s(a, b), y en consecuencia las
condiciones enunciadas en 8.2 para que dos segmentos orientados
[a, b] v [c, d] tengan el mismo sentido, son las mismas cuando los
segmentos pertenecen a S(C) o cuando se consideran pertenecientes
a Sy(N).

Dos segmentos [a, b], [¢, d] € S,(N) tienen el mismo sentido si
s(a, b, x) ~ (¢, 4, x) y reciprocamente 8.31, 8.32, y como esta rela-
cién entre semirrectas es de equivalencia 6.11, resulta en conse-
cuencia que la relacién [a, b] ~ [c, d] entre los segmentos orientados
de S(C) es también de equivalencia.

9. ORIENTACION DE UNA ESTRUCTURA LINEAIL.

9.1. Sea s una estructura lineal definida en un conjunto C, y
S(C) el conjunto de los segmentos orientados en C, y sea o la relacién
definida en S(C) que expresa que dos segmentos tienen el mismo
sentido. En 8.4 se ha demostrado que o es una relacién de equiva-
lencia que da lugar a una particién de S(C), lo que permite introducir
la definicién siguiente :

Una orientacién en la estructura lineal s definida en C, es una clase
de equivalencia originada por la relacion o.

9.2. El nimero de clases de equivalencia originadas por w es
dos, pues segtin 6.3 en la relacién de equivalencia definida en el con-
junto de las semirrectas contenidas en N = C U {p, g} cuyos origenes
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son distintos de p y ¢, son también dos las clases de equivalencia, y
si [a, b] ~[c, 4] es (a, b, ) ~ (¢, d, x) y reciprocamente ; en con-
secuencia :

Toda estructura lineal s definida en un conjunto C, admite dos vy solo
dos orientaciones.
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